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Discrépance de suites associ€es 3 un systéme de numération
(en dimension s)

par

Hexr1 FaUrE (Marscille)
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1. Introduction

1.1. I’intégration numériqgue par les méthodes de Monte-Carlo
ntilise des suites de points possédant une trés honne répartition dans le
domaine d'intégration. Plus précisément, si T° = [0, 1[* est le tore & s
dimensions et si f est une fonetion & variation bornée (au sens de Hardy—
Krause), on a I'inégalité suivante (Koksma-Hlawka, [4):

1 ¥ D*(N
[rna—— > sy < v 20,
Te a=1
oft V{f) est la variation de f eb D*(N) la discrépance & lorigine (1) de la
suite @,, ..., 2y de points de T°. (Il existe diverses variantes de cebte
inégalité, et d’autres notioms, voisines de D, pour mesurer Ia qualité
de la répartition, voir par exemple [5] ou [73)

Au deld de gon intérét arithmétique, la recherche de suites ayant
Ia plus faible diserépance possible est trés motivée par ces methodes,
at cela explique les nombreux travaux de spécialistes du caleul numérigue
sur le sujet: _

— JH. Halton et J. M. Hammersley ([2], {3]) ont d’abord construit
des suites dans T°, en généralisant la suite (infinie, en dimension 1) de
van der Corput ([12]) et ls suite (finie, en dimension 2) de Roth ([81);
pour ces suites, Halton a obtenu les majorations:

D*(N) < A,{logN)* dans le cas des suites infinies

et :
D¥(N) < A,_,(log¥)*""  pour les suites finies,

aveo '

logd, = O{slogs).

(1) Voir le paragraphe 2 ci-dessous pour la détinition de la diserépance.
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Enguite, .M. Sobol’ ([10]) a obtenu de nouvelles smites infinies,
basées sur le systéme de numération binaire, qui vérifient:

D*(N) < B,(log Ny +0((log Ny},
aveo
logB, = O(sloglogs).

Signalons également les travaux de Davenport, Gabai, Vilenkin,
White et de Halton-Zaremba sur les suifes finies dans T°.

Tous ces résultats figurent dans un article trés détaillé de H. Nie-
derreiter ([7]) qui fait le point sur la question et qui contient ume biblio-
graphie compléte jusqu’en 1977,

1.2, Dans cet arficle, nous définissons une nouvelle famille de suites
dans 7%, utilisant la numémtion r-adique, pour lesquelles nous obtenons
les majorations:

D¥(N) < O,(log Ny +O[(logN)*™Y)  avee €, = o(1);

Ces suites ont les plus faibles discrépances actuellement connueg
pour tout s= 2 (voir la table en annexe).

Rappelons pour terminer le théoréme de Roth ([8]) qui montre
Paxistence d’une constante K, telle que, pour toute suite infinie, on ait,
pour une infinité de N:

D¥(N) = K, {log N)*.

On ne sait rien pour instant de Iordre exact de D*(N) pour 52, et
dans tous les cas cités eci-dessmg, on ne connait pas d’autre minoration
que celle de Roth.

2. Definitions and resultats

2.1. Le tore & s dimensions T® est identifié an cube unité [0, 1%;
un pavé P de T® est le produit de s intervalles [a;, B[ de [0,1[:
8

P == [] [&, byl son volume est |P| = H (B, — ag).
Jom=l

k=1

Boit X = (X,,), nne suite finie ou non de points de T*; dtant donnds
un souns-ensemble K de T° et un ensemble fini 7 d’entiers, on pose
A(E,T, X) = card (X (T)nK} ; 8 K est megurable, on note K| son volume
¢t on définit Véeart B (K, T, X) par B(K,T,X) = A(K, T, X)— |K||T|
avee |T| =cardT; si T = [1, N], on note B(K,T,X) = E(K,N,X);
on poge alors:

D(N,X) = sup |B(P, N, X}| et .D*(N,X)=SHPIE(P,N,XH,

Ped, Pa?,
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ol Z, cst Iensemble des pavés de T® e &7 Pensemble des pavés de T° de
L
1a forme [ [0, bif.

k=1
Les fonctions D et D* sont respectivement la diserépance et la dis-
erépance & Porigine de la suite X; clles sonb reliées 'une & I'autre par
les inégalités: D* < D < 2°D* (voir par exemple [5]).
Ties résultats énoncés ci-dessons n'ont A’ntérés que pour s = 2,
car op. a des majorations beaneoup plug fines pour le cas s = 1 (voir [1]).

2.2. Soit # un entier au moing égal A s (pratiguement ¢ sera toujonrs
nn nombre premier). _
On appelle pavé éémentaire en base v un pavé de la forme

£ Uy Up+1
fe=1
avec u, b p, entiers positifs ou nuls, et u, < rP% pour tout &.

Soient m un entier positif ou nul et X = (X,,...,X ;) une suite
de 7 points de T%; on dit que X est une suite de type Py, (0w un Py -résean)
si tout pavé élémentaire en base r de volume r~™ contient un terme et
un seul de la suite X.

Soit X = (X,),»; une suite infinie dans T*; on dit que X est une
suite de type P, , (ou une P, -suite) si, quels que sment m et 1 entiers po-
sitifs ou nuls, la suite finie X =X PPTRTE 'X(HD:"‘") est une suite
de type Py,.

2.3, Les paragraphes 4 & 6 sont consacrés aux démonstrations des
théorémes suivants: :

THEOREME 1. Quels que soient les entiers § =
égal & s il existe des suites de iype P, ,.

De telles suites, notées 8%, seront définies aun paragraphe 3.

TOEOREME 2. Quels que smmt les entiers s = 2, v premier aw mMONs
bgal & s —1 et m =0, il exisle des suites de type Pr..

De telles guites finies s’obtienment aisément & partir des snites de
type P;.

Remarque. Les suites de type P, sont les LP,-suites de T* intro-
duites par I. M. Sobol’ ([10]), suites également étudiées par S. Srini-
vagan ([11]).

Les suites de type Py, eb Py,
sidérés par Sobol. :

TEGoREM 3. (i) Pour toute suite X de type T3, (resp. Pr) on ala
majoration :

=1 et v premier au moins

sont les Pyréseanx de T et T° con-

D™ X) < (mAB)[2  (resp. Him*+10 m+9)).
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(i) Soient s =2 et r impair av moins égal & s; pour toute suwite X de
type P, on @ la majoration:

W1 \5-1 1 eyt
D*(r’“,X):g(J 1) (m+8) .

2 (s —=1}!

Remarques. Pour les saites X de type PY, et P7)y Sobol' obtient
respectivement m et §(m®—m+4) comme majorants (7.4 et 7.6 [107);
nos majorations sont done meilleures pour m est assez grand.

La majoration pour + impair n’a en fait d’intérét que pour r premier
en vertw du théoréme 2.

Dans les cas s = 2 eb & = 3, avec + impair, nous signalons en cours
de démonstration des majorations plug préecises (voir le paragraphe 6.3).

THEORBME 4, (i) Pour toute suite X de type P,,, on a la maejoration:

2,2

3 .
N, X) < ———— (log¥NY 4+ 0(logWN our towt N =1
D )= 16(lg)g(g’)mr(.g) P =
(ii) Soient s=2 et v impair (premier) aw moins égal & §; pour foule
suite X de type P,, on o lo majoration:

1 7
*
D (N,_zc)\——(‘)1

) (log N)*+ O ((log N)*™Y)  pour tout N =1
Remarques. Les suites de type P,, sont les P, -snites de T” pour
lesquelles Sobol’ obtient le majorant 1/2(log2)* =1,04..., alors que
3/16 (log2)* = 0,39..,
Soit g, le premier nombre premier au moins égal & ¢; alors le majorant

]

o = ___( 4 —1 ) tend vers zéro quand s tend vers Vinfini; les suites P, ;

s! \2logyg,
sont {’autant meilleures que s est grand, alors que les majorants associées aux
suites de Halton et anx LP -suites de Sobol’ tendent vers infini avec s.
Nous donnons en annexe n tablean conyparatif pour guelques valeurs de s.

En adaptant la méthode qui permet de remplacer (r—1) par (r—1)/2
dans les majorations, on peut diviser par 2° la constante obtenue par
Meijer ([6]) pour les suites de Halton ¢, | g3 0T Obtient ainsi:

T 9=1

,,,,, )< £

s 14 2logg,

(IOgN ¥+ 0 {(log N)'7Y).

THEOREME 5. Soit N un entier owmoins égal d 1 et X = ((ah, ..., 35 )ass
une suite de type P, .. Alors la suite finie & N élémenis de T°, X' = (X, .-
Xy), définie par X, = o}, ...,z (n—1)[N| vérifie la magjoration:

L, 1 r—1 \*t . .
D* (N, .X ) \{ “(s—_“]?)—l (m‘) (].Og_N)s_l + 0 ((IOgN)SH") 8% ¥ ;

Lo
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et

DY N, XY - (logNyP-+0(logN) si r=2¢ s=3.

3
16 (Jog2)*

Remarques. Ces suites sont pour les suites de type P, ce que
sont les smiteg de Hammersley pour les sumites de Halton.

Notions & ee propos que certaing anteurs (Schmidt [9], Srinivasan [117)
désignent par suites de Hammersley les suites infinies pour lesguelles
Niederreiter {[7]) utilise le terme suites de Halton; c’est cette dermiére
dénomination que nous avons adopfhée.

Comme pour le cas infini, les suites finies associées aux suites de
type P, , donrent les plus faibles diserépances connues pour ¢ = 3; Vétude
plus spésifique du eas s = 2 sera abordée dans nn prochain article.

3. Definition des suites S7,

3.1. Puissances successives de la matrice des coefficients binomianx.
8i @ ef b sont des entiers positifs on nuls, on pose

a\ a!l
(b) bl a—b)!

Boit ¢ = ((g)) Ia matrice triangulaire (d’ordre infini) dont la (a--1)-iéme

a

si o az=b et (b)=0 ginon.

colonne est formeée des coefficients binomisux (;’) pour b allant de 0 &
Pinfini. On @ la propriété suivante:
LEMME, Pour lout eniier 131 la mairice ¢ vérifie ¢! = (“‘b(g)), en

partieulier ¢ = I (modt) si I est la malrice unité.
Preuve. On procéde par récurrence sur t; la propriété est vraie

pour t =1, et si, pour & > b, on note ( {t +1)) le terme générat de (1Y,

) - 36900 - S
(R
[pern) - ()Zf‘“’(,mb) ()Z( i )t“”l’"m(g)@ﬂr-"’,

ce quiil fallait démontrer.

on &

d’aprés Phypothése de récurrence; or (;L)(
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3.2. La fonction C. Soit 4, l'ensemble des réels de la forme k/r™ avee
# ef & enticrs tels que »3>1 66 0<% < 7™ Un éldment = de 4, s'éerit

2 = 2“ @ 7Y les @; étant tous nuls sauf un nombre fini. On définit

§=0
alors ¥ = Cx par:

y= Zyj'f“j_l
j=0

i
Moot avee @ # 0, alors on a

i=

t
y = Z?!j"ﬂ_l
ppart

I application ¢ est done une bijection de A, sur lui-méme, Papplication
réciproque étant ("7

avee 1, = 2 (;)mi(mod ).

=

Notons que sl ¢ =

=3

avee 4 ¥ 0.

3.3. Définition des suites S, . Soit » un entier au moins égal & 2;

si % est un entier strictement positif, soit n—1 = 3, aj(fn)rf Péeriture

F=0
de n—1 en base #; posons:

(2]
=2a,-('n.)r""1, puis  af

i=0

={* gl pour 2k

§i s un entier compris entre 1. et 7, soient »,, ..., ry, s entiers distinets
compris entre 1 et r; posons B, = (ry, ..., 7).
Nous définissons alors la suite 8% , & valeurs dans T°, par:

8y (1) =z, ..., 4F) pour tout n=1.
En particulier si- s = r et r, = k, nous obtenons Ia suite de ferme
général 8"(n) = (o), 22, ..., &); eb dang le cas olt r = 2, nous retrouvons

une LP,-suite considérée par Sobol’ (6.4 [10]).

4. Démonstration des théorémes 1 et 2

4.1. Nous monfrons que, pour r premier, les suites S, sont des
suites de type P,,, ce qui montre le théoréme 1.

5
Soient m et ! deux entiers positifs ou nuls, et soit P = [T [u,/rPF,
k=1
{uy +1y/rP%[ un pavé dlémentaire de volume » ™, Etant donnés un entier

=1 et 3 ain)r’ Péeriture de n—1 en base 7, écrivons les counditions
i<

sur les entiers a;(n) pour que X, = ;S‘Rs(n) appartienne 3 X%, nP:
On doit avoir X, e X', ce qui impose Ir™ < » << (I4+1)r™; done les
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entiers a;(») sont déterminés avec unieité, pour j=
de 1 ot m.

D’autre part, d’aprés le lemme 3.1, pour tout %k compris entre 1 eb 8,

on a:
= 2 Ygr ;= 2( ) 7, — 1) 7 a;(n) (mod r)

izj
(en convenant que (r,—1)"7 =1 si r,=21et i=3jL
On voit alors que la condition &k & [u,jrfk, (u,+1)pPr] détermme
avec unicité les entiers yzk; pour 0 < j < p, —1; il en résulte que les entiers

a;(n), pour 0 < § << m—1, sont solution du systéme linéaire de m équations
% m inconnues suivant:

2 (-;]a) (rp— 1Y a, (""'). = Yl (mod 1)

=i

m, par la donnée

aveo

pour 1< k<s et 0<fp<p,—1, avec Zﬁ’k =

k=1
Le déterminant principal de ce systdme est égal &

; H {1y, — 73 )°K"R,

ICh <k
(est une généralisation dn déterminant de Van Der Monde dont on
peut trouver le calcul dans la Revne de Mathématiques Spéciales par
C. Meray ([6a]), ou dans le traité de T. Muir {[6b]). Nous remereions
A. Schinzel qul nous a communiqué ces références, évitant ainsi nn ealenl
fastidienx. Le déterminant principal de notre systéme n’est done pas
nul modulo 7 si r est un nombre premier {car r,...,7, sont des entlers
distinets compris entre 1 ef r); par suibe il existe un et mn seul n tel que
X eX nP,et le théoréme est démontré. (Noter gue pour 8 =1, le
déterminant vaut 1.)

4.2. Démenstration du théoréme 2. I1 résulte de la propriété snivante,
dont la démongtration esh classique:

Soit X = (X)), une suite de type P, st X, = (a, .
pour fout m=0 la suite X' = (X;,..., X ), définic par X'

22, (n—1)r™) pour 1< n <™, est une suite de type P”,'s+1

.y 43, alors

(o, ...

ey w217
Preuve. Soit P’ = ” I:_ka < [un pavé élémentaire en hase

pay LTTES
r, de volume |P'| = r""", nous devons montrer que X' NP’ est réduit
Uy Uy 1 o
& mn point. Soit P = H Pl BRESE volume est |P| = avec
m = m—Dgq; les smtes Xt = (X yys oos Xy POUT I allant

3 — Acta Arithmetica XLI. 4
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de 0 & rPs+1.1, sont des suites de type PP, d’aprés I'hypothése, done P
confient un point et un seul de chacune d’elles.
La relation X, e P’ équivant & X, eP ¢t aux inégalités

Yei1 n—1 Ul
pPs+1 o= P pPs+1

H

gest-d-dire & X, eP et aux ndgalités u, 7™ < 0 < (e +1)7™; Aol
le résultat attendu.

On déduit alors du théoréme 1 que, pour s > 2, les suites (8% (n),
{(n—1)/r™ sont des suites de type Pp,.

5. Etude de la discrépance dans le cas » = 2. 11 s’agit de montrer
Ia premiére partie des théorémes 3 et 4.

5.1, Levvm. Soit P = [u/2%, (u-+1) /27 x [0, y[ avee u et p entiers
positifs ou nuls lels que w << 2% et y € [0, 1]; alors, pour toule suite X de
type Py, on o |B(P,2", X)| < 1.

La méme propriété o liew pour toute suite de type Py avec des pavés

P de la forme
4 w41 v e+l
B SRR

Preuve. Nous montrons la propriété dans le cas s=2, 'antre cas
se traitant de 13 méme fagon; le cas m = 0 étant évident, on peut supposer
m > 03 distingnons deux cas: .

gipzm, AP,2", X)L car X est de type P, d'ol |E(P, 27, X))
= 1.

8i p < m, on décompose P en rectangles élémentaires P, de surface
an moing égale & 27™ et en un rectangle Py de surface inférieure & 277

{cette décomposition egt réalizde avee le développement binaire 'Zlng_j
j=

de 9); d’aprés la propriété d’additivité des écarts, on obtient:

H(P, 2™ X) ﬂZIE(_Pl-,T", Xy avee a = Z'yj;
j=1

i=n 7

or |[E(P,, 2", X)|< 1 comme pour le premier cas, et E(P;, 2™, X) = 0:
en effet, le rectangle P; se décompose en 2™ |P;| rectangles élémentaires
de volume 27™ etil ¥ a un seul terme de la suite X dans chacun d'eux,
doti:

AP, 2™ X) =2"P| et B(P,2"X) =0,

et le lemime 5.1 est démontré.
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5.2. Démonstration du théordme 3 (i). Traitons d’abord le cas s = 2.
Soit X ure suite de type P, et P = [0, [ X [0, y[ un rectangle de 5.
On décompose P en rectangles ,semi-élémentaires” P; du type étudié
au lemme 5.1 et cn un rectangle P, de volume [Py < 2~™; d’aprés Paddi-

o
tivité des éearts, si # = 3 2,277, on a:
i=1

k] w
BP, 2™ X) = ZE(P“ 2%, X)  avee m = ij,
Tz ‘ j=1

Lot |B{P, 2™, X)| < X o;-H1.
=1
Le méme raisonnement appligué au reebangle @ =[x, L[ x [0, y[
m
donne la majoration |E(Q,2™, X)|< Y #41 avec le développement
=
binaire > #2277 de 2 = 1—um.

i=1
Or les développements & l'ordre m de # et 1 —2 ne penvent contenir

5 m-+1 . .
en méme temps plus de [ ] termes éganx & nn. Dang un cas, on

a

a la majoration |E(P, 2%, X)] < (m+3)/2 et dans V'autre, on écrit:
E(P7 2m: -X) = E([Oq i[x [01 y[: 2m7 X)'"E(QJ 2m} X)

et on obtient |[E{P, 27, X)| < (m--56)/2, car [0, 1] x [0, y[ est un rectangle
semi-élémentaire vérifiant les hypothéses du lemme 5.1.

Le cas s = 3 se traite de la méme maniére: tout pavé P = [0, 2[ x
x [0, y[x[0,2[ se décompose en pavés ,semi-élémentaires” du type
étndié au lemme 5.1 et en deux pavés de volnme inférienr & 27™; les
développements de x et 1—5 d’une part, eb de ¥ et 1 —y d’aufre part

m41
ne penvent contenir en méme temps plus de [—;_—] termes éganx

3 un; les pavés [0, 1] % [0,5[ x [0, 2] et {0, 2[x[0,1[x[0,2[ se dé-

composent en m pavés ,semi-élémentaires” au plus; il résulte. alors des
trois propriétés ci-dessus que:

m-+1

&

2
|E(P, 2™, X)lg[ ] +2m+2 < § (W -+10m +9),

o gquil fallait démontrer.

5.3. Démonstration du théoréme 4 (i), Il s'agit de majorer
| B(P, N, X)) ot X est une suite de type P,,, N un entier supéricur
ou égal 4 un et P un rectangle de Z75. ,

kil .
Soit N = > N, 2™ Déeriture de N en base 2; posons T, = ]0, 2"}

m=4
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et, pour 0K m<n—1, désignons par T, Lintervalle (éventuellement

Lt s L . n
vide) | ¥ N2, 3 N;2; on a alors 10, N]= (J 7, et par ad-

_j=m+1 j=m m=0
ditivité des écarts:

D 1B, T, T

m=0

|[B(P, N, X)|<
La suite X étant de type P,,, on déduis du théoréme 3(i) que:
m+5
B(P, N, X) sZ Zmwa(n

M=l
Et le méme raisonnement appliqué & 7' == 1N, 2"*'] donne ia majoration:

BP,T, X< %EmN,',, avee 2PN - Zl\r om
m=I m=0

T

8i le développement de N a au plus [A ] termes égaux & un,

A3
on obfient:
m+1m

IB(P, N, X)| %(Zm— m)+0(n)

Sinon, on éerit B(P, N, X) = E(P, 2™, X)—B(P, T, X) et on obtient
encore |[H(P, N, X)| < 3% J16 +0(n) (car le développement de 2771 _ N

__MMJ.O(%)

N1
a au plus [ i ] termes égaux & wn).

Pour N compris entre 2% et 2**1 on a nglogi\fﬂog?,, doit le

théordme 4 (i).

6. Etude de la discrépance dans le cas » impair. Ceo paragraphe est
consacré aux démonstrations des théorémes 3 (i) et 4 (ii). Introduisons
une notation: étant donnés s 3> 2, r impair (premier) et m 3= 1, on posé:

sup D*(r™, X)

XetPl b -

A(mf'ra S) =

{on prend la borne supéricure pour toutes les suites de type Pl

6.1, LiEyvEe.

dim+1,r,8) < Alm, r,8)+1r—3)4{m,r, s 1)+

+max (d(m,r, s—1), A{m+1,r,s—1)).

icm
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. 1
Preuve. Soit X une suite de type Pyt et P = [] [0, y,[ un pavé
E=1 -

de #;; on veut wajorer |B(P,s !, X)|. Distingnons deux cas suivant
que ¥, est compris entre ofr et {g+1)/r avee 0 << o < (r—1)/2 (ler cas)
on aveo (r—1)/2 < p < v (28me cas).

Premier cas. Le pavé P se décomposre en pavés disjoints

Po=Tl10, slxlefripl e P;=J]10,5.0xIifr, (G40
Fae=1 k=3

pour 0 < j < g; par additivité on a done

£
= EE(P}-, e oW

i=

7P, ™, X)
31

Mais E(P,, ', X) = B(P,,+™, X,) avec P = H[O,y,‘[x[o,ys —el

et X, suite de type Py, obtenue & partir de X en eﬂeetuant une homo-
thétie de rapport » sur la dernidre coordopnée des points appartenant &
[0, 1" % [ofr, (e +1)/rL-

Et d’auntre part E(P;, »™, X) , X;) avee P’ = H[O, R

et X; suite de type P,’."hl obtenue en projetant sur [0, 1[°! le réseau
([0, 117 x [§jr, (F+1)rI)-
Finalement, on ob’sient dans ce premier cas:

|B(P, ™, XN < dlm, r,8)+ 3 (r~L)A(m, rys—1).
a—1

Deunxitme cas Le pavé P géerit P = RNQ avee B == J][0,4.[ %
k=1

=B{FP,m™

5—-1
x[0,1] €6 @ = H[O, Y[ X [¥s, 1[; @ se décompose en pavés disjoints

Tl g—1

H[o,yk[x[ys,(ﬁl)/r[ et H 10, 9.0 % Ljjr, (J+1)/r[

pour g < j<r—1, d'ou la relation:

. r—1
B(P, v, X) = B(R, ¥, X)— Y E(@;, ", X).

i=t

Des réductions de méme nature que pour le premier cas conduisent alors
# la majoration:

B2, ™, X))

d’ot le lemme 6.1.

<A(mAL, 7, 5—1)+A(mh, 7, )+ Hr—3)d(m, 7, 81},
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6.2. LEMME. Pour tout m>=1, on a A{m,r, 1)<
compris enire 2 et v on a A(L,r,8) <.

1 et pour fout s

Preuve. La deuxitme majoration est triviale; pour la premidre,
goit un écart H([0, =], r™ X) avec 2 €[0,1] et X suite de type Ppy;
{d’aprés la propriété de Ia suite X, cebt dcart s’éerit:

B([0, [, ", X)

avec & valant 0 ou 1 guivant que X n [[ur™]fr
le résultat annoncé:

= [pr™]+z—r"u,

™ [ est vide ou non; d'ont

B ([0, @[, ™, X)| < 1.

6.3. Démonstration du théoréme 3 (if). On procéde par récurrence
sur s. La formule annoncée est vraie pour s = 1 d’aprés le lemme 6.2.
Pour s =2, en appliqguant le lemme 6.1, on obtient facilement:

dim,r, )< (m—1)Er—1)+r< %(*r—-wl)('m.-l—Z) (ear r = 3).
Puis, pour s = 3, le caleul donne:
_ — 2 2
-A(m,'r,B)é_( 91) wrm(wz2 1)+m7_<(1' 1) (E%i)“

Aprés ces majorations plus précises pour les dimensions 2 et 3, passons
an eas général: supposons la propriété vraie & ordre s eb motons d(m, 8)
le majorant annoncé dans la formule du théordme 3 (ii); par application
itérée du lemme 6.1, et du fait que d(m,s) croit aveec m, on obtient:

m—1i

—1) X 8(j, &)+ A(L, 7, s+1) -+ 3(r—

=2

Alm,r, s+1) < 3o 3)5(1: $)+

+8(m, 8);

mais A(L, r,s--1) g r 3 et 8 2 2), d’oit finalement:

< 8{1, s) {car r =

A, ry8+1) < 3(r—1) Zé(j,s)

i=1

Le résultat découle alors de la majoration: Y (§+s8)° 1 < (1/s){m +s+1)%.
in

6.4, Démonstration du théordme 4 (ii). On procéde comme au
paragraphe 5.3, en utilisant ici le systéme de numération dont la bage
est B, = {—(r—1)/2,..., ~1,0,1, ..., (r~1}/2}.

%
Llentier ¥ su.péneur ou égal bun géerit N == 3} N, ™ avec N, eB,;

m=0
posons T, = 10, N, ], et pour 0 <m<Cn—1, dés1gn0ns par T, Vinter-
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n b
valle d’entiers ouvert & gauche d’extrémités > Np? ot ¥ N;r'; chaque
=Mm Fem-hl
T, est lui-méme réunion (disjeinte) de 1N | intervalles T,,, du type
o™, (14+1)r™], et d’aprés la propriété d’additivité (algébrique) des écarts,
on a:
n 1Nm|
Z 2 |B(P, T, ., X)|, pour tout pavé PeZ,.

m=0 pu=1

Mais la guite X étant de type P,

B(P, N, X)| <

5y Dour chaque intervalle T, ., on a:

r—1 )”“ {m 38y
p) (s—1)!

B(P, T, .., T)| < (

JIR ¥
d’aprés le théoréme 3 (ii); il en résulte que:
msv—l

1\ © 1
B, 7, i< (5] ) o,

d’ol
r—1\* a1
tE(P,N,X);g 2 —‘E—O(” 13
logH  log2
. +1p < —= 1 d’olL
or, pour N compris entre r"/2 ef r*" 2, o0 A B Togr + Togr’ 0

le théordme 4 (ii).
2
6.5. Démonstration du théoréme 3. Soit P’ = [] [0, y, [ un pavé de
k=1

s—1
#,; posons P = [] [0, y,[; on a alors
k=1 :

IE{P’J N, ‘X’)l <L |B(P, [Ny], D) +1
car

A(P',N,X') = A(P, [Ny}, X) et NP

Supposons r impair {le cas r =2 se traiterait de la méme fagon) et soit »
tel que /2 < N < #7+1/2; posons N' = [Ny,] et soib o' tel que ™2 < N
<¥"ig, On a alots

B, ¥, X)| <(

= (Ny,) [Pl

g—1 fg—1
po] ) n L 0@

2 (s —1)!

(voir 6.4); et dn fait que »' < (car ¥N' < N), on a

r—1 g—1 ns—-—l
2 ) (s— 1)'

B, N, X< ( + O,

ce ¢ui dopne le résultat annoncé.
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Amnexe. CGomparaison des constantes A, B, et C,

Pour les suites de Halion @, ,, , , 0U Py est le k-iéme nombre premies,
on a:
L]
Pr—1 . . .o P '
A, = ———  (voir la derniére remurque qui suit lo théoréme 4),
L4 2logp;
Pour les suites LP, de Sobol’, on a:
Bt
* sl{log2)’
oft 7, est wn entier vérifiant:
slogs slogs  sloglogs
log2 log2

1og16§5 BTN +o(sloglogs)

avec K > 0 (7.3, 4.5 [10]); les premidres valeurs sont données ci-dessous
(4.4 [107):

6 7 8 9 1¢ 11 12 13
5 & 11 15 19 23 27 31 35

Pour les suites de type P, ¢; avee g, premier nombre premier supérieur
ou égal & s, on. a: _

3 1 —
s et (g"'l

)
= ——— G == = —————— B
* 16(log2)? Y 210gq3) pour § 3.

On en déduit le tableau suivant:

s 2 3 4 5 6 7 8 13
4, 65 .81 125 262 613 173 52.9 90580
"B, 1.04 1.00 144 1.66 3.20 528 152 647 -
C, 39 12 099 024 .018  .0041  .008%

006010
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