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ACTA ARITHMETICA
XLI (1982)

Répartition des suites
dans les progressions arithmétiques

par

ETENNE Fouvey® (Talence)

I. Présentation des résultats. Dans [2], on expose ume technique
pour montrer que 'ensemble

{n; n<m, pln = p > 2"

a un niveau de répartition au moins égal & 2% avee a>1 /2, pour des
valeurs suffisamment petites du paramétre 8. e but de ce travail est
d’étudier d’autres sitnations ol cette méthode s'applique pour, 15 aussi,
dépasser la valeur critigne o =~ 1/2 de Pexposant du nivean de répartition.

On utilise les notalions suivantes: C :

851 % est une suite d’entiers strictement positifs, on désigne par %,, €5,
F () et ¥(w;q, a) les sous-suites d’6léments de ¥ respectivement:

-~ multiples de ¢

— DPremiers avec ¢

~— inférieurs ou égaux & @

— inférieurs ou égaux & o et congrus 4 4 modulo ¢.
On note aussi (Q,) la condition:

(C,) pour tout A et tout (&, g) =1, on a

% (®)] - |€ ()]
s g, = 00 (o)
Par cxemple, on sait que la suite # des nombres premiers vérifie (C,)
{théoréme de Siegel-Walfisz).

Dans tout ce qui suit, £, 4" et 4’ désignent trois parties de N, a
est un élément de Z; L, M et N sonl trois nombres > 2. On pose alors
& =%'nL,2L0), # = A 1M, 2] et 4 = &A1V, 2N). On désigne

* Laboratoire associé au C.N.R.S. n° 226.
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respectivement par o = o (o, H, A" ) et B = B (0, F, M, N)

— la suite des nombres mn—a (e, ncAH)

— la suite des nombres lmn-—a (le L, meH#, n et )
On rappelle, dans le lemme 4, Pegtimation classique des sommes de Kloos-
terman incomplétes, obtenue par les résultats de A. Weil. Mais cette
majoration a linconvénient de ne pas tenir compte de la longueur de
Pintervalle de sommation. (’est pourquoi, C. Hooley a proposé hypothése:

HyroraksE R™ ([4]). Pour 0<— 5 < ), on @, pour tout &> 0

d,s+ds "
{1<s<iy
(8,#)=1

(8i s et r sont deux entiers premiers entre eux, § désigne, dans la fraction
&jr, Pinverse de s modulo r.) On n’utilizera cette hypothése que dans le
cag d, = 0.

Sous cefte hypothése, on démontre:

Trforkarm 1. Sous Phypothése R* et sous les conditions
(i} A& " vérifie (Cy),
(i) 1< jal << MN, _
(i) ¥ < MO®~% (§5,>0), logN » log ¥
on a, pour tout A et fout 5 > 0:
M

< MN(log MN)y ™.
p(9)

{ g]_"‘

g=NI—7
(z,a)=1

On inireduit aussi Ies conditions (C,) et (C) pour la suite #:

(Cz) I existe ¢, tel que, pour z suffisamment grand, on a:
€ (2w)| — |4 (z)] > =/(log)°.
(Cs} Pour tout ¢=>2 et pour tout A, on a:
1%, (@) < 2/(logx)®.

La condition (C,) indique que % est assez dense, ot (Cy) que % a pen
d’éléments divisibles par 2, par 3... Notons que, pour une suite stricte-
ment croissante, (0,) implique (C,) et que # vérifie (C,).

On déduit du théordme 1, toujours sous Uhypothese R*, que, i 4"
vérifie (C,) eb (O,) et si A7 vérifie en outre (Cy), la suite & a pour niveau
de répartition ¥'~". En prenant N == M“P~% (§, trds petit), ce nivean
de répartition est (MN)#27 (417 = 0,5714...).
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T semble difficile, sans avoir recours & Uhypothése R*, d’obtenir

pour <7 un niveau de répartition dépassant (MN)Y*, & moing de connaitre

des propriétés particulieres de .4’ ou de 4 '. Le théoréme 2 envisage le

cas ol 4" est le produit de deux suites, on énonee ainsi un résultat pour 2:
TEECREME 2. Bn supposant:

(1) A vérifie {C,),
(i) 1< |aj < LMN,
(iif) LN < M™%, LPN*< M* % (8,>0) et logN »log M
on a, pour fout A et lout > 0:

* * L]
)ﬁ l@qt_ﬁllﬂgllﬂql

g (LN 7 ()
{g.a)=1

De méme si Z7, 4" et A" vérifient fGe) et 81 & et M4 vérifient (0;),
la suite & o pour niveau de répartition (LN)'~% En choisissant

< LMY (log LUN)4.

L= _M(4/5)—350f5 et N = M(Z]S)-l—do,'s

il vaut an moins (DMN)®MD-2 (6711 = 0,5454...).

Le théoréme 3 traite de la situation particulitre olt 4 =&, En
effet, par l'identité de Vaughan (lemme 6), on transforme une somme
sur des nombres premiers, en frois sommes, dont la plus délicate & traiter,
83, est une forme bilindaire; on se trouve alors dans une situation snalogue
4 celle du théoréme 2.

THEOREME 3. En supposant:
() & =2,
{) 1< [al.é MN,
(iil) ¥ < MU =% (§, >0), logN » log M
on @, pour tout A et tout u > 0:
2
Tt

I

|5} al < MN (log MN)Y ™.
®(q)

Si ' vérifie (Uy) et (0) et 5i NV = MP¥%, Ia suite o a pour niveaw
de réparlition (MN)A9727 (10/19 = 0,56263...).

Les conditions (0,) et {C;) sont peu eontraignantes pour #'. Le
travail de G. Greaves ([31), sur le crible pondéré, aboutit & 'inégalité
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A, > 1,936, qui permet de déduire un certain nombre de corollaires aux
théorémes 2 et 3. Aingi pour g > 1, on pose :

M= {p; 2™ < p < gnt™, p = 1 (mod 100)},
N = {_p; ,nlliﬂl <p ~.<. gﬂlllﬂ}

(la lettre p désigne tomjours mn mombre premier).

D’aprés le théoréme 3, la suite des 20 —p,p, (P, € A, P2 € 4) & UN
niveau de répartition au moing égal & »8Y*0=7 Puisque (11/21)d4, > 1,
cette suite contient un P,, pour = suffisamment grand. Puis en faisant
tendre g vers 1, on a le corollaire:

COROLLAIRE 1. Pour # suffisamment grand, Véguation 2n == p,p,+Ps,
avee les conditions p; ~ nt", p, ~ 0 gt p, =1 (mod 100) est résoluble.

On pent évidemment remplacer le couple (10/21, 11/21) par (4, 1—2)
(pomrvu que 1—A < (10/9) 2 et (1 — 1) A, > 1) et P'entier 100, par fout entier
D vérifiant D < (Jogn)}? (B fixé).

Oe corollaire ne peut pas étre obbtenu par les méthodes usuelles du
ecrible, ou méme par la méthode de Chen pour le probléme de Goldbach ([1]).
En effef, cette méthode appliquée icl, congisterait d’abord & minorer le
cardinal de

G = {2 —pPy; PLE M, PreN , 20—p Py = Py}

puis & majorer le cardinal de

9 = {2n—pi1Ds; PPy = PiPas DL E M,y Py E N,
P1, Py et p, vérifiant certaines autres conditions)

mais le crible ne fait que majorer le cardinal de

I] 51

p=nllf?l

ro P

2" = {2%—});?;10;; (2”—191192?3:

puisque le crible ne permet pas de déceler les ordres de grandeur, ni les
clagses de congruence des facteurs premiers des mombres non eriblés.
Il apparait que |2”| est heaucoup plus grand que |2'| et dépasse large-
nent |2[, d'olt 'impossibilité de prouver ce corollaire par les méthodes
classiques.

De méme, on a: .

CorOLLATRE 2. Pour n suffisamment grand, Uéquation 2n = PP +Pa,
avee les conditions: py ~n'" p, ~on™ ot p L2 =P, est résoluble.

Tei, on prend #' = {p; p+2 = P,}, et le théortme de Chen ([1])
montre que 4’ véritie la condition (C,).

Citong comme corollaire aw théordme 2:
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CoRrOLLATRE 3. Pour # suffisamment grand, Péguation 2n = pp,ps +
+P,, avee les conditions Py ~n'®, py ~n"5 e p; ~n'® est résoluble.

En effet, la suite des 2n—p pyp; ou n® < p, < gn'f, 2™ < p,
< gn' et n'® < p, < gu'® (g > 1) & 1n nivean de distribution = a9~
Pour ce corollaire, Pinégalité de M. Laborde ([51): 4, > T0/37 esh suffi-
sante.

Llauteur tient & remercier vivement H, Iwaniec de ses conseils e
de ses suggestions pour la réalisation de ee travail.

I, Lemmmes. Pour # réel, [#] désigne la partic entiére de x et o)
egt la distance de @ & Dentier le plus proche. On montre facilement le
lerame suivant:

Leymye 1. Soit (@) = 2 —[#]— 3. Pour tout H >0, on a:

p(z) = — 2 i('_hm}z + O (min(1, H =] ™).

4T
O<<|hl<H
Les denx lemmes suivants sont les lemmes 3 et 6 de [2]:
LEvVE 2. En désignant par z(g) le nombre de diviseurs de Uentier g,
on a&:

2 1= %m«o(r(g)).

nX
(n.q)=1
LEvyE 3 (formule de réeiprocité). Si ¢ et s sont deux entiers premiers
enire eux, on a:
1 F o8
— = —+4— (mod 1).
s & r
On rappelle des majorations clagsignes des sommes de Kloosterman:
LevwE 4, Pour 0<< A,—A4, < lr], on a:

2 ¢ (d ;) < (d, r) P2 (rt) log2 7]

A <85y
(s,rt)=t
s=4(mod )

et

5 :
iod {3)
O A <asd,

(8,#l)=1
g=d{mod 4)

¢ (d ;) (2, PR (t)log (2 rl)log (4s +1).
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La premiére partie de ce lemme est le lemme 5 de [2]. On déduit
Ia seconde partie de la premiére en écrivant: :

qv(SS) - ZFI

g™
ce qui conduift &
8 » s
—_— — < E p! . eld—]1.
{8} 2 7
0 dy)<asdy ¥ 0L d <85 Ay
(8,4)=1 Dlr=pEdy {a.r)=1;plr=>pls
g=1 fmod A) =k (mod A)

Le lemme 5 est une forme éguivalente de 1'hypothése B* énoncée
auparavant:

LevMEe 5. Avee Phypothése RY ef en supposant (A, r) =1 et 0< La—
—{y<< Alr| on a, pour tout s> 0:

ofag)< (B3 +1) (d, P2

fisssly
{s:7)=1
s=2 (mod 4)
D’aprég le théoréme chinois, on écrit s sous la forme
B = AF {(mod A).
En fizant la valeur de 8, la somme sur s devient une somie sur a:

v ¢
S )L 2, )
A

Lyss=ily o
{g.r)==1 AT
s=1{mod A} {ar)=1

d’aprés Phypothése R*

s =ad+pr o

12
+1) (&, ¥)2[r)®

On utilisera le lemme 6 pour le théoréme 3:

Levye 6 (Identité de Vaughan [6]). Soit f(n) wne fonction nulle
presque pariout, ef soient u ef v deuw nombres =1, On a:

2 Amf(n) = 8,— 8,8,

n>v

} w(d vlogmf dmy, S, = Z,u 2 A{m) Zf klm)

dsu ey MLy

8, = Z‘ Ay ) Afn)f ()

MU N>y

et
(ol dpy = ] u(d)

d<iu
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II. Premiéres transformations. Afin de prégenter un début  de
démongtration commun aux trois théorémes, on mtrodmt les notations
suivantes:

— pour les théorémes 1 et 3, on pose X = MN, » = 1 et y désigne
in fonction caractéristique de A4°

— pour le théoréme 2, on pose X == LM N, » == 2 et y ext défini par:

y(F) = D 1.

e
neA”
In=k

Pour obtenir chacun de ces théorémes, il suffit de démontrer que

o= 3 3 D w(k)—iZy(k)l

Q<g§,2Q M<m<a M 99(2) (Rag)=1
{ga)=1 (mg)=1

k=am (mod g)

vérifie: )
(1) Pour tout @ < (XM ™17, on a B(Q) < X(logX) .
Tlinégalité de Canchy-Schwarz implique

2) B < MQD{Q)

ol, par définition

D(Q) = W@ —2V (@) +T(Q)
avec
1 )
@) U@ = MEPIRC A
Qg2 M<m<aM QJ(Q) {k,a)=1 !
@a)=1 (m.g)=1
w va= > 33 ww)l X )
Q<g<2Q M<M<2M  p g (mod g) {fpsm)=1
(ga)=1 {(m,g)=1
et
() W(Q) — y (k)).

Q<g<2Q M<m<2M k=am (mod g)

(.a)=1 (m.g)=

IV, Evaluation de T(Q). D’aprés (3), on a:

. 1 2 q
TQ) = ! k)
@ Q<a=—:—EQ( ¢(9) (I?,{JQN ! M<’%ém
(a)=1 (m,0) =1
ce qui devient, 4 I'aide du lemme 2,
(6) U(Q) = MA(Q)+0(M @ X log X)
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avec

V. Evaluation de V(Q). On notera par &, un réel stricterment positif,

4@}

zJ
Qg<2Q

E. Fouvry

\‘1 1

qpiq}

{g,0)=1

2 V(k))z-

(k.2)=1

suffissamment petit. En échangeant les sommations dans (4), on a:

1 o
ro= Y (= S 3om Y
Q<gs2Q (ka0}=1 (kp@=1 M<m2
‘ (g,2)=1 m=aj, (modg)
Mais
u s e
0 1=—+’!P(M “kl)uw(2M akl)
M<m<add q 1 q
m=ak, (mod g)

ce qui conduif &

(8)

VI(Y’ Q) =

V@) = MA@Q)+V (M, Q)—-V1(2M, Q)
oly, par définition, on pose pour ¥ = I ou 2M:

q

Q<g=52Q

(a) Transformation de Vi(¥, Q). Avec le lemme 1, on développe la

(a.ay=1

1
qo(q)(

(kz:!ﬂ“l

2 'V(kz))( Z y(kl)w(

{kpg)=1

fonction ¢ em série de Fourier, aingi on a

VilY,Q) =V'(H,Y,Q)+V"(H, Y,Q)

(9)

ol
ViH,¥,q)
B 1
- it  2mih 2
0 Jh|<H Q<g<eg
({@a}=1
ct
VU(H,Y,Q)
p =
Q<gsQ elg) (Rget}=1
(@a)=1

Puisque y(k) véritie: y(k) < X°, on a:

V'H, ¥,Q)
< M—le—a

Q<gs2Q

1

e{g)

1

2(q)

> ) 3

(k.g)=1

(

D) vik)

{kg,a0)=1

X 1
QM+

|

(k1.@)=1

(k) min (1,.H_1

k(mod g)

2 mi:u(l,fi"1

Z y(?sl)e(h

Y —ak,

q

Y —ak,

q

Y —alk; ))
q

Y-k
q

1).

)

)

k
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ce qui donne
(10) VH, Y, Q) < Mg
en choisissant

H = M1gX™

(b) Majoration de V'(H,Y,Q). Le paramétre H ayant la valeur
fixée précédemment, on éerit:
Y_ zu
! e(h ¢ ‘).
¢(g) q

ViH,¥,Q)

< X* 2 R 2

0<MEH  wy—lok), ky<aay -l

QCaL2Q
(g, 0k fog) =1

En appliquant le lemnme 3, on a:

1 ( Ywaﬁg)
elh
Q<g=2Q qﬂ(q} q
(ﬂ.ak1k2)=1
J— -1 q
- 2 b =) g )

Qg2 q 1 (P(Q) *
(g,akykg) =1

Pour utiliser la deuxidme partie du lemme 4, on intégre par partics, en
tenant compte de linégalité: ak;' < M, fournie par les conditions (ii),
aingi on obtient:

_ak h M .': ¢
N 1 E(h ¥ sz) < (1+ ié )Q—l(a.h,ke)lfzké’“x
Qg (P(Q) 4

(g, ek ey} ==

ce qui améne &

(11) V’(H, Y, Q) & M—.s;‘zgmlx(s[g).,.u.

En regroupant (8), (9), (10).¢t (11), on a:

12) V(@) = MA(Q+OM QT UG RO,

VI. Transformation de W{(Q). Le terme W(Q) est le plus d_iﬁ_ci]e
& évaluer. Comme V (Q), il sera cxprimé comme somme d'un terme principal
et d'un terme d’erreur (relation (15)). On peut écrire la relation (5) sous
la forme

W@ = > > vk D1

Q<g=2Q ky=ka(mod g} M<m<2M
@a)=1  (kykg.q)=1 m=ak, (maq )
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Afin de mieux connaitre les diviseurs de %, et k;, on décompose ces entiers.
On somme d’abord sur & = (%, k,), et on remarque que la contribution
des termes & (d > X*) est petite, puisque

D vi@)pary 1

kiEFc'z (mod g) Mﬁ‘£2M
7
(B Bg)=() &ps ) =1 m=adk, (modg)

ext 3 Y N 3 1

WL E>EE -y —ln SN g cgg—ly-ix

q[dklm—-a ..
Teg =k, (mod.g)

<X 3 3 D' e(dkym—a)(d M IQT X 1)+

2
w2 d> X kigZ*d”‘lM“IX

(oL 514 d=X°
(g.a}=1 (d>g) =1

Ey mista
+QXE(M—1Q—lxl~e +1)
< M—]Q—I_xz—slz +X1+q'2'

Ainsi on a

@ W= 3 3 D v@py@ry > 1
R A A Mo
(ki=k'2)=‘(kik;’€f)=1 ‘mEﬂko {mod Q)

+O0(MTIQTI I L X,

On décompose maintenant k) en: k; = d, % avec d|d™ et (k', d) = 1.

On somme alors sur d, et on remarque que la confribution des ay
{d; > X®) est petite puisque:

> ylEd k() Y 1

a )=k, (mod g) M<ms2M

P . m=add &'
(kll‘dk2)=(k;.'k2,dlq)ﬁ1 sadd, by’ (mod g)

<Xt ) 2 X > 2 1

UM ASET 0% 12 ot a1y 4SIQ gq,‘d—lM 1x
Xt diddyk; m—a 2,
dlk; (modg)

< X 2 Z 2 2 T (dd, k' m—a) x

£ i —
MM g X ;g% 'y {2%[1_15[1 I.M'_IX
- dy»XE

Q<g2Q 4 X°
(wa=1 (@.g)=1 A%
153

k) ddymea

X (@ MTIQTIX 1) 4 4 X
é M—lg—lr-aji _i_Z}.—!-s]?..
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La relation (13) devient done, avee un changement de notations:

14 W@ = Y _2 X D v (8 1)y (Ak,) X

| LIRS W gkl
] i) = oy 0) =1

X D 1H0(MTQTEIE LX),
M<m=aM
mzadztl'—k; (mod g)
On applique la formule (7) % la somme sur m, dans la relation précédente.
A la confribution du terme principal M/g, on ajoute le ferme

SIS N @

Q<qsze(dq) =l gild>® 3,k =kylmod g)
Gyl 1 1772
doud1>X U‘]_ ﬁkz) (klkﬂldlg) =]
an prix d'une erreur
< MUIQUIERETE R
{(démonstration semblable faite précédemment).
Aingi, on a:

(15) (@) = HB(@)+Wo(I,Q) —~Wo(B I, Q)+ O(M Q1T 4 X5
ou, par @éfinition, on pose

1 X 11 :
Boy - 32 S k= > > (> vw)
Q<a<i 1 k1 =ky(mod g) Q<gs2Q ~ i(modg) k=1(modq)
@)= (yke.a)=1 (way=1 ()=

et pour ¥ = M ou 2M

wmEa= > >3 3 y(ddlk;)w(dkzw(y%m).

Qg dgx‘ dlldoo dlkiikg(modq}

(g.0)=1 (d,q)=1dl$_ , i
(O} eg) = (R ey @) =1

(a) Développement en série de Tourier. Comme on Vs fait pour étudier
VY, Q), on Scrit: _
(16) WI(YFQ) = W;(Es YJQ)_l_W;.’(H} Y?Q)
&vee
a7n WiH, X,

)
PR PPN

I<ihi=<H Q(zg)ﬁ:i? 54151 ddlg; 1%y =kylmod ¢)
(BA=L ESE o g =ty @i

o (h Y—addlkl)
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et

waroc S 33

W G et
? ] dk2) (kg g)=1

v (ddy Ty y (@k,) %

X min (1 s H

Y —add, ¥, [
q

)

Pour estimer W, (H, ¥, @), on éerit

. X
2 2 g 1)

0<g2Q d<X* d)<X°

W(H, Y,Q)< X

_ -1
x > min(l,H-l r—2 )
4(mod g) q
ce qui donne
(18) W;.'(H, Y, Q) <& Mle—lxz—z/z

pour H = M~ I1gX

(b) Btude de W (H, ¥, Q). Les ordres de grandeur respectifs de
ki, b, et g, Tendent la cendltlon di k) = k, (mod g) tres contraignante
pour les variables ¥, et &,, on écrit eette cond:tmn sous la forme d, k; — k%,
= gr, e, an Heu de sommer sur g, tel que:

QEdlkI_kzi (g;ed) =1 eb Q< g<29Q

on somme sur ¥, tel que
(A k) —F,, adr) =7, << (@e-1)3'HTQ et

ik —k,

K
Par le lemme 3, on a

— add, I _ Y —ajdd kK, e g '
q 7 iz

_ r ‘Y a
dyJe; — T, ( dd, ki.) e

d ki~ —
(11 z,d) (dk k, dd)
r T

(Joy—~K,)

A%, (mod 1},

Mais
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sussi somme-t-on sur les clagses a (mod dd,), avec {a,
remarques, on décompose la formule (17) en:

dd,) = 1. Avec ces

’ -1 i
19 WHH, Y.< X w13 3 N LA
o<l A=ty | o CEr-1)X amoddd;)
diXt STUUEAQ (a, ddg)=1
ol

Wy =W(Y,Q,h,d,d,7,0)

hr a
- 2 »(dk,) Ey ad,)e (M,_k (Y——W))e(ah

(R, dhy)=1 P =N

(e} — Bo) fr )
adk,

avel

B = {5 (dyky — Ry, adr) =1, (Fy, dky) = 1, 7@ < aly — by < 2rQ),

& ~ Ky = ar (mod dd)}.
(¢) Tramsformation de W,. Dans Ia définition de W, le terme f (%, k),

ol on a poré:
hr a
s =o(35 (i)

oscille lentement; on Iélimine par une intégration par parties. On définit,
pour ki et k, entiers > 0:

, , (o ~Te) 1
o1t ) = (d) (e e (G0
sl les conditions _
(&, d) = (kin dky) =1, (dlk;ll_kaa adr} =71,

a, %, — &, = ar (mod dd,7)
sont satisfaites, et )
gk, k) =0
dang Je cag contraire.
Avec ces notations, on a:

w, = 3N, kg (K, k)
ky
rQ< ity —kg<2rd)
(ka2 )
N (T ATH WIS
ky (ko tr@)idy K<t
(xEe M
= > ( &, ka))Zg(kl,kz)deJr
Xiad M @f-2rQ<in<di-Qr 145
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‘I‘O(ZI 2 g{ky &)

ky k;.
1Q<dphy — k<R

)

d 1
1 2 stesnolse S o
& ( 4 PR s;;;g ! Py T, k) )“H:P( < .Zg(ku kz)l)
L7 =
T S o
) r@<d)f—ky<2rQ
s0it encore: .
X
(20) W, < (l-l— ~———|d:]g, )sgp W]
avec

Wy =W, (¥Y,0,k, d,,7,0,8)

(dlki—kz)lf)

= ak
> plan,) T

(kz.d1)=l

2 y(dd ke (ah
¥, B

ky<z

ol
By = {&y; (didey—~ Ty, adr) =7, (&}, @) =1, d, %, —%, = ar (mod dd,»)}.

%

Le point délieat de la démonstration est la majoration de W,. Notons
que sz majoration triviale est:

W, <€ r M2 X
qui conduit, grice & (18), (18), (19) et (20) &
Wl(yi Q) < M»—2P+103+MWIQ—Ix2—#2
dont la contribution & E*(Q) esf, d’aprés (2)
< J[“IQX}HDS%-XZ_EM.
Bi la relation (1) est vérifide, on a @ < MY mais on verra, au §X,
que ¢ satisfait @ < (XM~')'% ces deux conditions prouvent quil sg'en
faub de peu qu'on puisse prendre @ = X* (3 > 1/2), pour certains choix

de M. I1 suffit done de gagner une puissance positive de X sur la majora-
tion triviale de W,, pour réussir & dépasser la valeur 6 = 1/2.

VII. Majoration de W, (théoréme 1). On revient anx notations propres
an théordtme 1, ainsi:

W, < e(ahﬁﬁﬂ)
Nld<kyeNid e o dd; b
=1 1 2
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ol
By = {5 3, ek, (&K, —%y, adr) =7, (B, &) =1,
dyk;—k, = or (mod dd,7), k; < 23.

Par le lemme 3, on a:

+ ty (mod 1)
dd,k;  da, ' &

1K

et, puisque (r, &) =1

@K~k _ ki Ak

L a1).
aar, aa, g (modd)

On reporte cette égalité dans la précédente majoration de W,, on applique
alors 1'inégalité de Cauchy-Schwarz:

V—1 dd,k )]}”2

W, < d-12N2 E elahr e —
P @, Ll
Nidd) <Ll'<2Nidd; ' kaly
(I, d)y=1
I=l'(mod dr}

Ly

ol

By, ={k; Njd<k<2N/d, & =1d,—ar (mod dd,r),
(k—1d,, adr) = (k—V'd,, adr) = (k, Wdy) = 1}.

Lorsque (I,1) =1, le dénominateur [I,1'] est » N°X~* alors que %
parcourt un segment de longueur < N, ce qui est trop court pour que
le lemme 4 soit efficace. On a recours & ’hypothése R*. Dans Pexpression

précédente, on écrit:
PAEIDIPAPY

heEg 3y ¢'|ad 8”|ad keE;
avee
B, ={k; Njd< k< 2N|d, &k =1d,—ar (mod dd.r), (&, =1,
k = 0 (mod 8), ¥ =14, (mod #8"), k =1d,(mod ré")}.

8i les quatre conditions de congruence de la définition de X, sont incom-

patibles, on a: > = 0. Sinon, ces conditions s’expriment sous forme d’'une
kEE3

scule eongruence modulo 4 = [dd,r, §,r8, rd''} = r{dd,, &, 6"']. D'aprés

la définition de Bj, on peut supposer que (', 6’8" dr) =1, ce qui entraine

que A et [1, 1] sont premiers entre eux, et permet d’appliquer le lernme 5

& > . Aingi on a:

keE3
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1 — 2y A7 (L2
W, < d-Y2Naxes { (a,h [z, l]) ( . ) +
* 1<1(I§g<2m'ddl 1)’ d*d,r

1=’ (mod dwy
12
_]_ d—adl-z,r—l_Nz}
80it encore:
(21) W, < d"dy iy e { (oh(I' —1), 1

1TV ,’ddl

I dry=
1=l (mud dr)

P, 1y

£ a—zdi—l,r—llz_Nslzst.
En sommant sur § = (I,7), on a

(ah(V 1), W), )2
IISITN ddy

@, dry=
=] (mod. dr)

= ¥ D (ar(xr —1), sax)n,
8 <aNTAd) 1<A<t <IN/5ddy
(@, dr) 1 (4, )a(u dry=1
=i’ (mo ar)
Avec Vindgalité:
(ah (X —2), 84442 < (ak(z — 1), az)”"(ah(z —2), 8"
< (ah (2 —2), 62} + (ah (X —l) 6%
On a:

(aR (A" — 1), SAL® < (aia(z;—z), d4)

LA < ¥ <2 N ddy 1< ;éi.'{_j.wdddl
(LE) == (0, dr)=1 (A,3)=(a7,dr
A=i' (mod dr) A= (mod r)
< D (ah,bh) (&, 9)
1A N/oddy 1<E<2Nf8d2d,r

< 877N AT INEE M (ah, 6)T(h).
La relation (21) devient:
‘W’3 < d—ﬂ di—l 7‘_”21\73’,2,ij4 + d—sjz dl—-SM ?‘_SM'NM'X‘T (h) .

Avee les relations (19), (20) et la valeur de I fixée aun paragraphe VLa,
on a:

(22) WuH,Y,Q)
T(h) . _Nxﬂa
< !
\ 2 h 2 Z arQ
<hl<H A< Xt 0<r<N/dQ <Xt
a1

< (Nsle—l +N11]4Q—1)X3x < __NllliQ—IXas.

(d—l,r—a,'-z_Nm + d—a/z d—l,"i,’.—ﬂ,’&NWnl)

icm
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Avec les relations (16), (18) et (22), on parvient finalement &
(23} Wil(Y, Q) € MNQ X~ L FuhQ~1x3,

VII. Majoration de W, (théoréme 2). On utilise la nature parti-
culiére de la fonetion p, pour écrire

et appliquer ensuite ['inégalité de Canchy-Schwarz. Plus précizément,
avec les notations dm théordme 2, on a:

W, < X 2 M

L_‘\T[d<k<4LNt’d Ll
Iy 1)"'

, (ah (a1 %) ,!r)

in

ek,
ol
= {n; n €N, dd,|ln, (In—dk, ad?r) = dr, (Injdd,, dk) =1,
' n < 2dd;, In—dk = adr (mod d*d,r)}.
La définition de E, entraine que (Injdd,, dr) =1 et que

S ~igo ddy ke
nd—R)jr _dnda’ koo

In dd, nd~td?

ce qui conduit, par Vinégalité de COanchy-Schwarz, 4
(24) W3 < d"mLlez_X""'gWi’z
oll, on & pogé

W, =

Nan,n'<32N leB;

(hr % ik
A\ ma e " watas

kel

avec

B = {z; I <1< 2L, dd,|ln, ddy |, I = n'(mod dd,r),
In n'
e ) = ey A} =1
(ddl’ ”) (adj’ ’) }

In I -
(TG, dl_&,’d_lﬁ)‘: 1, k% = Ind™ — or (mod dd,7),

_ -1 Tt gL
(M’ ad) ﬂ(m, ad) = 1}.
T r

et
L_Z\T

LN

5 — Acta Arithmetica XLI, 4
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On éerit
Wtﬁjﬁ . E&:i: o dd, %
ndtdrt  W'ddt T (m,n) In,njdda*

{mod 1).

Powr {n,n’) =1, k& parcourt un segment de longueur > LNX~* ot le
dénominateur t[n, #n 1@ d7! est <« LN% Tei le lemame 4 est intiéressant,
on gagne un facteur T'* sur la majoration triviale, ce qui conduit & une
estimation non triviale de W,.

LN]en < &, (n,n")

i - Hle X m

tervalles de longueur < I[n,n']d"'d;?, pour appliquer le lemme 4,
on obtlent ainsi:

. L
On découpe l’mtermlle] 7 , 4

’

(a,hr——r—n — :
{n, n")

‘I -

12 -
W, < X 1, %’]ﬂ"ldfl) (i, w1a-1a" 4

N<p<n' <2 N IEES

- d3 @ e AN R
< @R grIr Ay X (akr(n’—n),lm@’d“‘df‘)m (n, ny 4

LII<2L (n,n)efiy
Al e P ED &
olL:

B, ={(n,n"); N<n<n <2N,dd|ln, dd, |ln’, In = In’ (mod d2d,r),

(In[ddy, dr) = (In’[dd,, dr) = 1}.

Posons In = vdd;, In" =v'dd, et g =1/(l, dd,), ainsi on a

(25) W, < d73d PN X" A VA LN XYW,
aveo
W, = 2 (alr (v —»), w2y, )7t
L<IgzL LN[ady<v<v <dLN[dd;
(g, dr)=1 flv.gly’, dreir —v
(", lir}ml
—_ —1/2 ’ 7172 =
= X g pX {ah(w' — p}s guuas' M2 (1, )72,
L2k LN{dd g< p< 1’ <ALNjddy g
(g,dr)=1 dr|w —p
(o' dr)y=1

On somme sur 8 = (g, u'), ce qui domne:

Wo= M g 31 i (ah (X —2), gara’)ue.

zL<dz<ziz s<4LNIdd g LN8485<Ap <4 LN {3019
g dry=1 (8,dr)=1 (A, &)= (31 drj=1
dri(i.

Par la méthode employée au paragraphe VII, on a:
D'« 6724772 2 TN X" (ah, g8) ¢ (R)

A A
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ce qui conduit & la majoration de Wi:

W, < d73& 2 N2 X () 2 (ak, )g—" 2 (ah, 8)67%"2
J(n<d.‘z§zzl. ‘ <ol N ddyg
7, d7)=

en revemant i la définition de g:

Wy < d*a PN X o (k) ) (1, dd, P 15"

a7, (
<2 (2 d dl)
(El'u:ddl) d) 1

< a7 ATy I N XA ().
En reportant cette n'ia;jo'ra,tion de W, dans (25), on a:
W, < d*dy 21‘“’L’“’N2X‘+d‘5’2 a7 P LA NS X (B,
1a relation (24) implique: _ _
W, < d~*a tr T RPLPNEX cl““‘*d‘*""‘ “UELANT X ¢ (B)
puis, avee (19) et (20):

HYQ<2

o<|hl<<H dex® O =X r<3LNQ
a,1d>®

LNX®
Z d}Q (d_l'f"_uszNaXs—]— .
4 dn-sﬂ di“ T-—112 L‘.'M Nﬂ _Xsa)
& Ls_Nsz Q—lxae + Llll&_NaQ-dXSe.
PFinalement avee (16) et (18) on obbient
(26) Wl(Y, Q} < LzMNEQ—lx—efz+L3N5/2Q—1X35+L11/4N3Q—1X55.

IX. Majoration de W; (théoréme 3). ./ est maintenant la suite des
nonthres premiers; la seule valeur pour 4 et d,, plus petite que X* est
d = d, = 1. La somme W, s'écrifi alors

W3=

N<py<min(2N, £)
(py—wgsar)="

(ahr&) .
V31
Pr#Da

An lien @étudier W,, on étudie la somme W, = _W5(v, 2;) définie par:

N<py <IN

27) Welv, 2y} = A(n)e (ahr%)

1
ﬂIEEs(ﬂQ}

N<py<aN
oll, en posant z, = min{2N, s, 2,), on définit H,(p,) par

By(py) = {ng; N <my <2y, ny =2, (mod wr), (y, p2) = 1}
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En effet, on 4 la relation:

(28) Wa <€ Dsup (Wi(r, 2)|+ NX*,

vig F1

On applique le lemme 6, en prenant % == v < N, on a:

Afn)o (ahr—) 8,(s)—Ba(ps) — Ss(pa)

n1=Eg(vs)
AVeC
% 2
(29) 8,(ps) —gu(m Z logz)e(ahr ”)
LIEL'G(pz)
x ] |
(30) Salpd) = D u(t) D Aim) Y e(ahr ,f; )
ksu m<u [ m
klm=Ey(ns)
et
P
(31) ga Z A(m)e (ahrm)
. Lmﬂs(p )

(a) Majoration de §,(ps). Avec le lemme 3, on éerit, pour (&, p,) =1

2 (logl)e(ahr %) = 2 (lngl)e(gg) ( ahrﬂ)

Nelatey k1 2 P2
’ 2
HeBg(pa) kim=py (modvr)

(t,mg)=1

En intégrant par parties et en appliquant le lemme 4, on a

A
< (1—{— | XTM) (ah, p) 2N X

enfin, d’aprés (29), on obtient:
k7

{32) 81(ps} < (1 + ) (ah, po) 2 uN 2 X",

(b) Majoration de Sy(p,). De méme que précédemment, on a, pour
(b, py) = 1,

)—‘ (hr pz) (1+ iy )(uh,pa)‘“NmX‘

klmEEa@z)
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ce qui domme, d’aprés (30):

[hjr M
N

(33) 8, (p,) < (1-|— )(Gh,ﬂg)llzulelz,X‘.

(¢) Majoration de Y |8;(p,)]. L'étmde de D'expression
Py

2 isipa) = 3| 3]

Py km

est & rapprocher de celle de W,, faite au § VITL, puisque le dénominatenr
& Pintérieur de Pexponentielle est produit des deux entiers % et m. En
découpant les intervalles de sommation de %k ef de m, la relation (31)
entraine:

(34) D 18wl

N<pa<aN

P
< X sup { E E ARA(m)e(akr—k%— .
- f;'g:;u N<p=aN kmeEglp) '
1,
N2t TN Uy <ksi2Uy, Un<m=2 Ty

Parmi les deux nombres U, et U,, ’un au moins, noté X, véritie X, < 2N,
On appelle alors X, I’autre nombre et on pose:

Si Xl = U1

Izl =k galty) = Ail}
ty = m gz lls) == A(t,);
Si .xl == U2

lt1 =m g:1(8) = A{Ly),
3=k Y :Az.

Avec ces notations, on est ramené i étudier, pour

u< X, <2N"™ o 1NX['<X,<oNX

Vexpression
W= PR z)e(ahr—-t-)]
N<pan | X <ti<2X; Xp<ty<eX, bty
flyeEy{p)
R .
< gi(t))e ahrt = x-,
N<nealN Xy<iye2X, | Xy <h=sX; oo

(Faim)=1 ht,eHg(n)
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En appliquant Iinégalité de Caunchy—Schwarz, on a . -

4 L — b ) 12
(“(tl,t) [tl,t]“)} '

v
W, < W2 xmxﬂ{ > >
Xy<tys2Xy Yl<£1t €1x, N<”§2N
{tgu¥r)=1 (abytyfa)=1.
=t 1{moder} "ty ty(modsr)

(tlt'!,vr)=1
Lorsque ¢, = t;, o0 majore trivialement. Dans le cas contraire on applique
le lemme 4:
W, < NRXEX* X
' r Ao ry— AHL
XN ) 2 (ah(—t), bt b) R, 1) X, XY
Ep<ta2 s 3 oty 0 X,

(ta,r3=1
tl_tl(moﬂ.r)

{tI{{,r)=1
Par un caleul analogne & celui fait pour la majorsition de W;, on a
W, < NEX X O N L r T X320 (R) P
La relation (34) et les inégalités entre X,, X, et w entrainent

(35) D 18a(pa)l < (NPuT WU (i,

Neapa<aV ) .
En choigissant w = ¥N“5p~, les formules (27), (28), (32), (33) et (35)
entrainent '

hir M

W, < (1+ )r‘2’5N1°’1°fer(?z)

avec les relations (19) et (20) on a:

WiH,Y,Q) < N”g“"Q“X”
enfin, avec (16) et (18) on parwent a
(36) Wo(Y,Q) < MN‘Q*IX“/z+N2""1°Q*1X°‘

X. Le terme principal de I)((). Le terme principal de D(Q) est,
d’aprés (2), (6), {12) et (15): ’ E

(37 MB(Q)-HA(®)

o 2% S’( 2 () - — Zy(k))z-

O<q<20 od) Re==A(mod g) (g) (ky2)=1
(g.0)= ,g}=

Répartition des suites dans les progressions arithméliques asl

Cettie formule est valable pour les trois théorémes. Dans le caz du théo-
réme 3, l'application directe du théoréme de Barban-Davenport—FHal-
bergtam donne, avec la condition (iii):

B(Q)~A(Q) < ¥Q" (logN) % < X*2Q " (logX) >4~

On va montrer que cetfe relation est vraie aussi dans les autres cas. ¥n
effet, la condition (C;) entraine:

(38) Pour tont (a, g) =1,

1
(k) =—— 2 ()40 (XM (log X)~*4-75).
r(e) &

D’autre part, en introduisant les caractéres de Dirichlet, la relation (37)

devient:
BQ-4@< Y o > | Y athvih

O<gslag z{mod g)
(g.a)y=1 X 2y

k=a(mod.g)

-

Soit x* le caractére primitit (mod 4) induit par y (mod g); en sommant
gsur d et sur ¢ = ¢d~, on a:

39) BQ-4@<QogX) Y} M 3 | Y gy

e 24 Qle<d<at)/e x“ mmid) (E.e)=1

La relation (38) 1mp11que, ponr y caractére moduwlo d (x % yo eb
a< (logl')““ = Q)

CICEDYLIETID i) = o o),

(Be)=1 l(mod ri') k=4 {modd) (10g‘X)3A+9
()= k=0{mod é)

ce qui conduit &

Q~%logX ) > XY rwmem]

ZQQD_I<B-£.20 Qle<d<2Q]e x‘;&o}g’d) (k=1
< XEanle(IOgX)—«zA—Z

L’még&hté de grand crible donne, pour la contribution des petites valleurs
de ¢

-2 -2 \ | Qz -1 3.
eoex 3 <qogx 3 (L xar) Yo
o200y " e<200; "
< XMQ7 (log X) 47+ X M (log XY™,
Finalement, on obtient:

(40) MB(Q)—MA(Q) < X*M'Q " (log X)™4~? 4 Xlog'X .
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X1, Fin de la démonstration.

(a) Cas du théoréme 1. En regroupant les formules (2), (8), (12), (15),
(23) et (40) on obtient:

E‘Z(Q) < MQ {MNﬂle (Iogx)—;’.ﬁ—ﬂ -{-NS!ZQ_]X?E—I—NHMQ_IX” +MATX:[2}
soit encore, pour ¢ suffisamment petit par rapport & 4
EL’(Q) & MﬂNf(IogX)’g‘**z +MN11I4.X3£< ﬂlﬂl\ﬂ(logx)—u-z

d’aprés 1a condition (ifi), pourvu que & soit suffisamment petit par rapport
4 8,. La formule (1) est démontrée.

(b} Cas du théoréme 2. De ménie avec les formules (2), (6), (12), (15},
(26) et (40), on a:

Eﬂ (Q) < MQ{LZMNEQ—I(log_x)—ﬂzt—z_i_LstlﬁQ—Ix'is_l_
—[—LHMNEQ_IX#-}-LMNXEIE}
< AP N (log X))~ 2

sous la condition (iif) et ¢ suffisamment petit par rapport & % et &y, ce
qui termine la démonstration du théoréme 2.

(e) Cas du théorime 3. De méme avec les formmles (2), (6), (12), (15),
(36) et (40), on a:

E Q) < MQ{MN*Q~ (log X)~*1~2 4 NP0Q1 X% & WN>(log X)~*4~*

sous la condition (iii) et ¢ suffissmment petit. Le théoréme 3 est démontré,
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Erweiterung eines Satzes von Schinzel iiher Potenzreste
von

VoLEEr ScEULZE (West Berlin)

Es sei K ein algebraischer Zahlkorper und #n e N eine natitrliche
Zahl. Fiir eine ganze Zahl a €K, a # 0, wird mit Pg(a, n) die Menge
aller Primideale p von K bezeichnet, fiir die die Kongruenz

X" = ¢ (mod p)

165bar ist. In einer Reihe von Arbeiten (siehe [1] bis [8]) wird untersucht,
wamn Py (a, n) = Pg(b, m) bzw. Pgla,n) & Py (b, m) gilt; d.h. Pg(a,n)
= Pg(b, m) bzw. Pgla, n) = Pg(b,n) bis aut endlich viele Auspahmen.
Tin einfaches notwendiges und hinreichendes KEriterium ist bisher nur
in Spezialfillen bekannt, wnd zwar fir Pg(a,n) & Pr(b, m) unter der
Voraussebzung n |m durch Schinzel [4]und fiir Pg(a, n) = Pq{b, m) durch
Schulze [7]. Die iibrigen bisher bekannten Resultate sind Spezialfille
hiervon.

Tn der vorliegenden Arbeit werden diese Ergebnisse durch die Sitze 2
mnd 3 erweitert. Beim Beweis von Satz 3 wird zuriickgegriffen. auf die
Atbeit von Schinzel. Fiir g € N begeichne {, eine primitive g-te BEinheit-
gwurzel. Dann gilt '

Sarz 1 (Schinzel [4]). Bs sei K ein algebraischer Zahlkorper und T
die grofte natirliche Zahl derart, daf ;2,4- 2‘,‘ e K. Ferner seien n, m aus
N mit n|m. Dann ist

Pgla,n) & Pg (b, m)

genan danm, wenn es eine Zahl s € N und ein d € K gibi derart, daf wenig-
stens eine der folgenden Bedingungen erfullt ist:

m

(1) b =d
m
(2) m = 0 (mod 27, o b= —d% [] ad = —cfireinceXK,le N

Al
m

(3)  m=2 (mod2™), o® b= —(LtIZHA" A%
J] & = —¢ fiir ein c€ K, 1eN;

2ir
m

@) - mo=0(med2™), " b=+ +"dn



