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Spectres joints et prolongement des caractéres
par

BERNARD HOST et TRANGOIS PARREATU (Villetaneuse)

Abstract. Soit @ un groupe abelien localement compact. Nous renforgons d’abord
les résultats de l'article de G. Brown ,Spectral extension and power independence
in meagure algebras” paru dans cette revue. Nous donnons une condition suffisante
pour que le spectre joint de n probabilités sur G soit le polydisque D™.

Ensuite, & partir d’une propriété d’extension voisine, nous montrons gue le
spectre de My (G) ost dense dans celui de M (@) si G est métrisable.

0

0.1. Dans cet article, nous étudions certaines propriétés d’indépen-
dance et de prolongement des caractéres dans 1'algébre M (@) des mesures
de Radon finiey sur un groupe abélien localement compact G. Lorsque G
est métrisable, ces propriétés permettent d’établir que le spectre de ’idéal
M, (@), formé des mesures dont la transformée de Fourier-Stieltjes tend
vers 0 & Vinfini, est dense dans le spectre de M (Q) (théoréme 3).

Une partic des résultats est formulée dans le cadre plus général des
algébres de convolution de mesures. Le livre de référence est celui de
Taylor [7], dont nous utilisons les définitions et notations, en particulier
pour les notions de I-sous-espace ef d’orthogonalité.

Soit M une algébre de convolution de mesures; on supposera M
commutative ¢t munic dune unité 6 de norme 1. 4 (M) désigne le gpectre
de Palgthre M. Pour une mesure u de M, p désigne Ia transformée de
Gelfand de g et le spectre de p est la pariie compacte f(4(M)) de C.

Dans [1] ot [7] sont établics des conditions suffisantes pour que
le spectre d'une mesure de probabilité p de M soit le disque unite Dj;
en particulier si M = M(@), i suffit que p soit & puissances fortement
indépendantes, ¢’est-d-dire que: pour tout couple (m, n) d’entiers positifs
distinets et tout xed,

Mn al Hm * {Sm'

0.2. Dang nn article recent ([3]), Brown montre que les générali-
sations naturclles de ce résultat auw cas de plusieurs mesures ne sont pas
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valables. Pour 7% mesures iy, ..., i, de M, on appelle spectre joint do
ces mesures la partic

{(;‘1(%)7 sy ﬂn(%))i X € A(-ZV[)} de €%

clest aussi Pensemble des points (2y, ..., #,) de C” tels que les mesures
{3 —2,0)y - .., (—2,9) appartiennent 4 un méme idéal maximal de IM.

En fait, Brown construit deux mesures de probabilité sur un groupe
abélien localement compact qui sont “fortement polyndmialement indé-
pendantes”, et méme “complétement polyndémialement indépendantes”
{ces notions sont introduites dans [3]), mais dont le gpectre joint m’est
pas D~

Dans la premiere partic de cet article, on établit une condition suffi-
sante pour que le spectre joint de n mesures de probabilité dune algéhre
de convolution de mesures soit D™:

THEORBME 1. 85 fiy, +.., g SO0G des mesures de probabilité de Valgibre
de convolution de mesures M, vérifiant: pour towt (M., ..., m,)e N" e
tout 1e{L,...,n}

Ptk ke Lt e

alors de specire joint de py, ..., tn doms M est D"

Dans le paragraphe 2, on montre que la condition ci-dessus est néeés-
saire dans le cas de mesures “tame” sur un groupe abélien compact métri-
sable; la notion de mesure “tame?” a été introduite par Brown dans 27,
nous en rappelons la définition dans alinéa suivant.

0.3. Si f est une forme lindaire continue sur I’algdbre de convolution
de mesures M, et si p € M, f, désigne I'élément de L™ (u) defini par:

pour tout g e L (w),  <Fygm>=[ fugdp-.

Si » est une mesure absolument continue par rapport & u, f, == f, v-pre-
sque-partout. f, est positif si et seulement si, pour toute mesure positive
» absolument continue par rapport & u, {f,»>>0.

f est défini par la donnée des f, pour x € M, et dans le cas ou f est
un caractére de algdbre M on retrouve la définition des caractdres gé-
néralisés (cf. [6]).

Pour u e M, 4(u) désigne la partie

{tws x€4(M)}  do  L%(u).

8i @ est un groupe abélien localement compact, on dit quune mesure
u de M (@) est “tame” si, pour tout caractére y de M (@), x, ost lo produit
d’une congtante par un caractére continu de G.

Nous énongons iei quelques propriétés des caracteres de M ubilisées
dang la suite.
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Hi yx ot ¢ sont des carvactires de M, il existe un caractére de M, noté
e, el que (xp), = x.@, pour tout ue M.

Si g est un caractére de I, il existe un caractére de M, noté 7, et
un caractére de M, noté |y|, appelé module de x, tels que (¥), = (x,) eb
lgl, = |z, pour tout we M.

De méme, 5i g e 4(M), il existe un caractére |x[* de M tel que |g]),
== ll'.l')")l [x,1° pour tout x4 € M, et un caractire x, de M, appelé partie polaire

de x, tel quo |xo| = |z1° ot xolxl = x-

THHOREME D’EXTENNION DE BROWN BT MoORAN ([4]). Tout caractére
de module 1. de lo L-sous-algébre N de M peut étre prolongé en un caractére
de M.

Enfin, nous utiliserons la propriété d’extension suivante, démontrée
dang [7] (lemme 4.5.6):

8i la L-sous-algébre N de M vérifie

NNt = N,
fout caractére de N peut étre prolongé en wn caractére de M.

0.4. Pour deux mesures u et v de M, on note 4 (u, ») 1a partie {(y,, z,);
g ed(M)} de L (u) xL*(»).

Dans le paragraphe 3, on étudic dans le cas M = M (@), ol G est
un groupe abélien localement compact, une question paralldle & celle
du §1, mais relative aux ensembles 4(u,») au lieu des spectres joints;
on établit une condition néecéssaire et suffisante pour que A(u,») goit
égal & A(u)x4(»), pour deux mesures u et v de M(G).

Tnfin, aw paragraphe 4, on utilise ce résultat pour montrer que si
@ est métrigable lo spectre de M,(G) est dense dans le spectre de G.

1

1.1. Soit 4 une algébre de Banach unitaire; la multiplication est
notée *, et, pour tout élément w de A, «° désigne 1’élément unité de A,
mnoté 4.

Loy 1. Soit o un élément de Valgébre de Bamach unitaire A; on
supposc qu'il existe, pour tout p = 0, une forme linéaire g, sur A, de norme
< 1, avee

{Gpy 0y =1 pour 0<k<p,
{fpy 0PHroy=0 pour tout ceA.
Alors, le spectre de w contiont lo disque wnité. ‘

Soit # un eomplexe tel que (w —23) soit inversible et soit v = (w0 —28)~";

pour tout p =0,

WP 2P . b 2P = 0P ey — 2Py,
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d’or
L Ae?] = P gyt S [* =],
ll 1 + 1 p

ceel est impossible si || < 1; le spectre de o contient done le disque
unité.

COROLLATRE 1. Si p est une mesure de probabilité de Valgébre de con-
volution de mesures M vérifiant, pour tout p > 0:

H@_LMJ"H «M,

le specire de p dans M est le disque wnité.

On applique le lemme 1 & I'élément u de Talgebre M: pour .1:0,111‘.
p > 0, les hypothéses sont vérifiées par la forme g, nulle sur le L-idéal
engendré par p®t! et telle que, pour toute meswe ¢ orthogonale & cet
idéal, {g,, oy = [ do.

Remarque. Dans le cas ol M est Palgébre M (@) pour un groupe
abélien localement compact &, on sait que le spectre do u est le disque
unité dds que u est une mesure de probabilité & puissances fortement
indépendantes. L'intérét du corotlaire 1 est qu'il ne néeéssite atcune
hypothése sur Palgébre IM; en particulier, M n’est pas supposée semi-
simple (on peut méme supprimer ici I’hypothése que M est commutative).

1.2. LeMME 2. Soit R un L-idéal de Ualgébre de convolution de mesures
M, } une mesure positive de M, et J le L-espace des mesures o de M telles
que lo|xALR. L'orthogonal de J est un idéal de M.

Soit I 1 forme linéaire positive sur M, de norme 1, définie par

(hyod = [do 51 oeR,
Chy 6y =0 s oLR.

Pour toute mesure P de M, hxP désigne la forme linéaire sur M
définie par

(hP, o) = (b, ox P> pour tout oe M.

Si o appartient & B, oxP aussi et, si P est une mesuro de probabilité,
(haP, 6> = <h, oxP) = [do; h et hxP coincident dome sur R, d'olt
heP=h ot hePw«d= hxl

J ost le L-espaces des mesures o de M telles que (hxd, jofp =0,
cest-b-dire telles que (hxd), = 0 o-presque partout, Llorthogonal L de
J est donc engendré par les mesures o de M telley que, pour un >0,
(h#), = & o-presque parbout.

Soit ¢ une mesure ayant cette propriété. Pour toutes mesures de
probabilité P e M ot @ < o,

(hxdy PxQy= (hxPwhy @ > (had, @) = [ (hx1),dQ > e.
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Soit v e M; toute mesure positive p absolument continue par rapport
& o#7 est limite de combinaisons lindaires & eoefficients positifs de mesures
Px¢ comme ci-dessus, et vérifie encore

<hxdy o> =e | dos

done (h#A),,, = & o=z-presque partout et oxv e L. L = J* est donc un
idéal.

1.3. LeMME 3. Soient u et v deuw mesures de probabilité de Valgébre
do convolution de mesures M, vérifiamt: pour tous p =0, g 0 et tout o € M,

PP | P o,

Alors, pour tm{L complewe 2 avee |2| <1, 4l ewiste un caractére x de M tel
que %, =1 et u(y) =a.

On note I l'idéal fermé engendré par (6—») dans M, A Palgdbre
quotient M /I, ou la multiplication est notée » et lunité J; w designe
Pimage de u par la projection de M sur 4.

Nous allons construire pour tout p > 0 wne forme linéaire g, sur 4
vérifiant les conditions du lemme 1. On note 2 la mesure positive 3 27%»%,

=0
Jp le L-espace des mesures o de I telles que [of# AL p?*'+M, et L, Por-
thogonal de J,. Soit f, la forme linéaire sur M, de norme 1, définie par

o o> = [do s
<fp>°'> =0 81

D’apres le lemme 2, T, est un idéal; done si o e L,

(g (6—9) 0> = 0.

Dautre part, Axy est absolument continue par rapport & 1; done,

i oed,, oxved, et (f,, (—1)xcd= [do— [d(vxo)=0. Comme J, et
L, sont supplémentaires dans B,
{fpr (8=r)x0) =0

I Gtant Pidéal engendré par (6—w), {f,, o) = 0 pour tout ¢ el, done
fp définit uno forme linéaire sur Lespace quotient M [I = A, notée g,,
de norme L. Par hypothdése, pour tout & avee 0 < k< p, 4* appartient
& Iy, ob done (g, o == L

Dautre part, pour toute mesure o de M, p¥™xo est orthogonale
& J,, done appartient & Ly,: done {g,, 0?7} = 0 powr tout = e 4. On
peut done appliquer le lemme 1 & Pélément o de 4. Comme fo| <1, lo
spectre & de o dans A est le disque nnité.

Pour achever la démongtration du lemme 3, on remarque que le
gpectre de Palgébre A ¢’identifie & Pensemble des caractéres y de M tels

cedy,,

cel,.

(6—»yxoel, et

pour tout o e M.


GUEST


68 B. Host, I. Parreaun

que 5(y) = 1, c'est-d-dire, comme » est Une MesUre de probabilité, tels
que y, = 1. Done
D =8 = {i(x); x e 4(H) et z, =1}

1.4. Demonstration du théoréme 1. Soient » un entier positif
et iy, ...y, des mesures de probabilité de M vérifiant l’hypothége du
théoréme 1, et soit (2, ..., ¢,) un point de D" Sin =2, pour L <1< n,
les mesures g; et »; = (L/(n ml))]%; ; vérifient Phypothése du lemme 3

ot il existe done un caractéve g de M avee iy (g;) =2 ot (x), =1
pour tout j == 4. Alors, si x est le caractre z; ... xn,.d(\ M, xu, = (xi)!%,'m;
() =2 pour 1<i<<n. Done (2, .., 2,) appartient au spectro joint
de gy .vy -

Remarques. On aurait pu déduire le théordme 1 du corolaire 1:
Si u et » veritient I'hypothése du lemme 3, goit J 1'idéal fermé engendré
par Ia famille des mesures (6—o0), ot o déerit V’ensemble des mesures
de probabilité absolument continues par rapport 4 » On peut munir
I'algébre quotient M /J d*une structure d’algébre de convolution de mesures
telle que la projection MM /J soit un I-homomorphisme. L’image de u
dans M/J véritie alors I'hypothése du corollaire 1, ce qui démontre le
lemme 3.

L’hypothdse du théoréme L est trés forte; en pratique, pour montrer
que des mesures g, vérifient cettic hypothése, on est souvent amené & mon-
trer Vexistence de caractéres x; do M avec: (y;) = 1 pour j =4 eb (y;) "
est une constante de 10, 1[. Or il est facile dans ce cas de montrer direc-
tement que le spectre joint de ces mesures est D™, Cependant, on montre
dans le paragraphe suivant que 'hypothése du théoréme 1 ne peut gudre
atre affaiblie, méme dans le cas d’une algdbre I ().

2

Dans toute la suite, on suppose que M = M(G) est Palgébre de
convolution des mesures de Radon finies sur le groupe abélien localement
compact G, et I' désigne le dual de G.

2.1. ProposITION 1. Soient u et v deuw mesures de probabilité “tame”
sur G aveo:

(a) le spectre joint de u,» est D*;

(b) {1} est owvert dams |a(I")| et dans (I

Alors, pour tout couple (m,mn) dentiers positifs, u™ v est orthogonale
4 g™t e et 4 Y el

Daprés (b) il existe o e ]0, L[ avec (M| < [0, a[u{l}, et d’aprés
(a) il existe un caractére y de M avec

Wr) =1 et ix) =a.
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p étant “tame”, il exigte un complexe b e D et un y e I' avee y, = by;
alors, |u(y)| = a, done |a(y)] =1 et

xls = 1b] = a.

D’autre part, comme » est une mesure de probabilité, x, = 1.
Pour tout couple (m,n) d’entiers positifs et toute mesure w de M,

|Z|,,'m_,,n = g™ et ]X]rom’""“’- < amtl,

Done p™*v" est orthogonale & u"™*'xw, et de méme elle est orthogonale
DALY

2.2. Dang le cas ol G est compact métrisable, la seconde hypothése
de la proposition 1 est toujours vérifide:

PROPOSITION 2. 87 p est une mesure de probabilité “tame” sur le groupe
abélien compact méirisable &, {1} est ouvert dams |u(I")|.

Boit H l'adhérence de I dans L'(u). Muni de la métrique induite
par celle de L'(u), H est un groupe métrique complet. I’ensemble K
des fonctions constantes appartenant & H est un sous-groupe fermé de
H. D’autre part, tout element de H est de la forme y, pour un caractére
5 de M; comme p est “tame”, tout élément de H est le produit d'un
élément de K et dun élément de I”. Comme I' est dénombrable, K est
d’indice dénombrable dans H et, d’apres le théoréme de Baire, K esh
ouvert dans H.

Soit (y,) une suite dang I' avec

|#(yn)l <1 pour tout » et Lm |a(y,) =1.

En remplacant la suite (y,) par une sous-suite, on peut supposer que
2(y,) converge vers une limite @ de module 1. Comme p est une megure
de probabilité, la suite (y,) converge alors dans L' (u) vers la constante a,
qui donc un élément de K. Or, pour tout , y, appartient & HN\K car
14 (ya) < 1, ol une contradiction.

3

Pour deux mogures u ot » do M, on note 4(u, ») la partie {(g,, ¢.);
g e A(M)} de L®(u) xL®(»). On cherche maintenant des conditions suffi-
gantes pour que 4(u, ») soit Pensemble produit 4 (u) X 4(v). Ces notations
et les rosultats qui suivent peuvent facilement 8tre généralisés & une
suite finio de mesures.

3.1. Trosordms 2. Soient u et v deux mesures de M(G) telles que pour
tout y e I' il ewiste un caractére y de M(G) avee x, =1 et x, = yp. Alors,

Alpy ) = A(u) x A(9).
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Soit ¢ € A4(M). On va construire un caractere v de M avee y, ==
et y, = p,. Lo disque unité D de ¢ étant considéré commo semi-groupe,
on munit Pespace D’ de la structure de semi-groupe produit. M (DF)
designe D’algdbre de convolution des mesures de Radon sur DT cetto
algdbre contient M (TT).

On note F I’homomorphisme naturel (p),ey de G dans T, 8iwe M,
F(o) désigne la mesure image de « par Iapplication F'; F(w) est une
mesure sur I'7 done sur DY,

Soit @ 'image de @ par T, munie de la topologic tulle que I soit
un homéomorphisme de G sur G'; M(G) ost identifié par ¥ &l L-sous-
algébre M(&’) de M (DF). Cette algdbre wvérifie

MG« M(G): < ()

En effet, 8i o est une mesure de M (@) eti v unc mosure de M (D*) ortho-
gonale & M(G'), pour tout compact K de &, |7](wK) = 0 pour tout »
de G, done jox7|(K) = 0 et ox7 est orthogonale & M (&).

On en déduit (¢f. 0.3) que toub caractdre de M (G') peut btre prolongé
en un caractdre de M (D). Tl existe done un caractire § de M (DY) tel que,

b(g) = F(0)"(0).

3.2. On construit maintenant un homomorphisme I de M (@) dans
M(DY), de facon que p= 0o H ait les propriétés demanddes. Pour tout
v € I', on choisit un eavactére 3 de M avee ¥, = L et §, = y; pour toute
mesure w € M, on choisit des représentants boréliens des ¢, ot soit H,
I'application (3,),ep de G dans DT. Pour toute fonction continue f sur
DT, foH, est borélienne; il existe une mesure de Radon unique H(w)
sur DT vérifiant

pour tout w e M,

[fiH (o) = [foH, dw

pour toute fonction continue f sur D'

On vérifie que H ost un homomorphisme d’algébres de M (G) dans
M (DP): Soient » ¢t o deux mesures sur G et v = |o|--|¢|. Pour toub
xed(H),

Yo = e w-presque partout,
Yo = Yx o-presquoe partout,
Lotos = Xe  @-1-0-pregque partout;

done, pour toute fonction continue f sar DY, folIl, == foll, w-presque
partout, de méme pour ¢ ¢t w--o, et

friaf(w+o) = [foH.d(w+0) = [fdH(w)+ [ fdH (0);

donc H est linéaire. De méme, si v = |w|*|o|, pour tout x e 4(M), y.(xy)

icm
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= 5, (®) 4. (y) @@oc-presque partout (propriété des caractdres généralisés,

cf. [6]); done, pour toute fonction f continue sur D7, foH,,, = foH,

w*o-presque partout et fo H, (wy) = f(H,(»)H,(y)) o®o-presque partout;

Qot H{w)»H (6) = H(mx0c). Done H est un homomorphisme d’algébres.
On ddéfinit le caractiore v de M(G) par:

o(y) = H(w) (0).

Si o <€y, §, =1 powr tout yel et H(w) = ([ do)d (8 désigne icl
Ia masse de Dirac en Punité 1 de DT); d'olt d(p) = 3(6) [ aw = { dw;
done 9, = 1.

8w <€y P, o=y pour tout yel of H(w)=I(w); dolt o(y)
= I(0)"(0) = &(p); done v, = g,.

De méme, pour ¢’ € 4(M), on peut construire un caractire y’ de M
avee v, =g, ot vy, =L Alors (ypy'), = ¢, ot (py’), =¢,. Cecl prouve
Alp, ) = A(w) % 4(»).

pour tout o e M(G),

3.3. Remarque. L’engemble des y e I' pour lesquels il exigte un
copactire y de M avee g, = 1 ot g, =y est un sous-groupe fexmé de I
Tl sutfit done de supposer qu'il existe un tel caractére pour une famille
d’éléments de I' engendrant un sous-groupe dense de IV

BxmmpLn. Soit G = T'; on note ¢(n) le caractére de T' associé b Ventier
n. Il suffit done de wvérifier Phypothése du théoréme 2 pour y == e(1).
Soient u ot » les produits de Riesz sur 1':

p=[]{1+Ree(d?) et »=]]{L+Reed*—1).
k>0 Jo>0
Soit 4 un caractdre de M (T') adhérant i la suite (0(4”)) ot g, la partio
polaire de y. I’apres [2],

(Hodu =1 b (o) = 6(1).

Done A(u,») = A(u) xXd(»).

On rappelle que dewx mesures de probabilité p et » sur G sont dites
polyndmialement indépendantes §i, pour tous entiers positifs a, b, ¢ ot d
les Tuestures u®xr” ob uox»® sont étrangdres sauf si ¢ = ¢ ot b = d. Il existe
alors, pour tous complexes # et #' do module 1, un caractdre ¢ de M avee
@, =2 ¢t g, == 2 (cf. [3]). On en déduit facilement:

CororLATRI: 2. Soient u et v dewa mesures de probabilité polyndmiale-
ment indépendantes sur @, et I une partic de I' engendrant un sous-groupe
dense de I'. 81 powr tout y e I' le rayon spectral de pxyv est 1,

Alpy ) = A(p) X A(5).

3.4, Pour une mesure g de M, N(u) désigne la L-algtbre uuituire
engendrée par .
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Pour denx mesures g ot » de M, Valgdbre N(u)&N (v) widentitie
& la L-algébre unitaire engendrée dans M (G x@) par lfls‘ mesures pQd of
5@v. Soit p la restriction & N (p)QN (») du L-homomorphisme de M (@ x@)
dans M{(G) induit par la multiplication @ xG~»G (¢f. [7], chap. 2 et 8).

Timage de N (x)@N (v) par p est la L-algtbre unitaire N (u, ) en-
gendrée par u et ».

PROPOSIIION 3. Soient u et v deua mesures de M ((F). L'homomorphisme
P N(WQN ()N (u,v) est injectif st el seulement st pour tout y el 41
ewiste un caractére y de M(G) avee x, = 1 et %, == .

Supposons p injectif, of soit y & I\ Comme p cst un homomorphisme
dalgdbres, on définit un caractdre x de N(u,») par:

o) = (7" (@) (L, 7)

Alors z,=1 ¢t g,= y. Pour tous m, % Dositits, (|u"x[»")" (1z]) = Jul™w)",
A0t [y|jumypn =1 |u|™* |»|"-presque partout. Done y o8t un caractdre
de module 1 de la L-algébre N (u, ), ¢t d’aprés lo théordme d’extension
de Brown et Moran y peut &trve prolongé en un carnctére de M(G).
Réciproquement, supposons que pour tout y € I" il exigte un caractére
7 de M(&) avec j, =1 ot §, = y. Pour 0 e N(u)®N (»), ye ' ¢t ael,

pour tout m e N (4, v).

2(0)"(0f) = d(a, ap)

(il suffit de le vérifier pour log mesures « = o®d avee o € p eb pour
les mesures o = §®r avee v € ¥). S p(w) = 0, d(a, ay) = 0 pour tous
act y de I, done o =0.

COBOLLAIRE 3. Sotent u et v deuw mesures do DM (GF). A(p,») = A(u) X
X A(v) si et seulement si Vhomomorphisme p: N (u)@N (v)~N(u,v) est
injectif.

Remarque. On retrouve nne condition A’inddépendance des mesures
w et », de méme qu’au paragraphe 1. De pluy, In condition du corollaire 3
est une condition locale, ¢’est-d-dire une condition wur la L-sous-algbbro
engendrée par u et v. (lest vrai aussi pour ln condition du corollaire 2,
et pour 'hypothdse du théoréme 2 daprds lo théordéme dextonsion de
Brown et Moran. Elles sont done plus faciles & vérifier que Phypothése
du théoréme 1, qui fait interveniv Pulgdbre M ontidre.

4

On rappelle que Mo(@) designe Piddal des mesures do M (¢) dont
la transformée do Fourier-Sticltjos temd vers 0 & Pinfini. Lo spectre do
My (@) est identifié a Penserable des caractéres de M (¢) qui no sont pas
identiquement nuls sur M,(@).
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THEOREME 3. §i G est un groupe abélien localement compact métrisable,
le spectre de M (G) est dense dans le spectre de M (G).

On suppose G métrisable.

PROPOSITION 4. 8 e M(G) et ye A(M(G), il emiste une mesure
de probabilité v de M,(G) et p e A(M(G)) avec

Pu=du € @ =1.

Le théoréme se déduit de la proposition. Soient en effect y e 4(H)
et ¥ un voisinage do yx dans A(M). Il existe des mesures py, ..., p, de M
et ¢ >0 tels que V contienne le voisinage

W={pecd(M); Viell,..,n} liu(p)— () < e}

Soit u = Y|ul. Le caractére p donne par la proposition appartient & W,
done & V, et au spectre de M,(@) car »(g) # 0.

Démonstration de la proposition. On utilise le résultat suivant,
démontré dans [5] (Th. 2.1):

LeMME 4. 8% w est une mesure positive singuliére de M (G) avec 0* < w,
il ewisie une mesure de probabilité v de M,(@), symétrique, & puissances
indépendantes, et telle que Vhomomorphisme p: N (w)QN (v)—>N(w,») soit
injeotif.

Soient we M et xe A(M), et soit A = exp(|ul). L'ensemble {y,;
pe d(MNT, p> 0} est faiblement fermé dans 4(4) et contient |y,|. Soit
%, un élément maximal de cet ensemble, avec h, 3> |y;|. Le caractére A*
détini dans Dintroduction appartient & A(M)NI' et vérifie (h%)] = (B%),
= lim A3 > h,; done hj = h,.

&0

Lo mesure o = h,A verific Phypothése du lemme 4; soit » une mesure
de probabilité de M,(G) associée & o comme dans le lemme. D’aprés le
corollaire 3, A(w)xd(v) = A(w, ).

Comme » est & puissances indépendantes, il existe un caractére v
de M avec p, = 4. Il existe donc un caractére 0 de M avee 0, = h, et
0, =1. 0¢&lI car v est symétrique et »(0) imaginaire, et d’autre part
16, 3= by, Done, par détinition de h, |61, = k.

11 existe awssi un caractére v’ € A (M) avee v, = ¥, o6 ¢, = 1. Alors,
(|0|’4P’),z M ot (Iol"/},)v = L,

Nous remercions particulitvement J.F. Méla pour ses remarques,
et pour le soin qu'il o apporté a relive le manuserit de cet article.
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On domination and extensions of Banach algebras
by
V. MULLER (Praha)

Abstract. Tho paper studies connections between the domination property in
a Banach algebra and existence of an extension with given properties. Two examples
of Banach algebras are exhibited giving negative answers to problems of Zelazko.

Introduction. The concept of domination in commutative Banach
algebras was introduced and studied by W. Zelazko in [4], [5] and [6].
We say that w is dominated by vy, v, ..., v, (Where u, vy,...,0, are el-

ements of an unital commutative Banach algebra 4) if |uz| < K- Z’ |v;5]
for some constant K >0 and for every = e 4.

A unital Banach algebra B is said to be an isometric extension of A
if there exists & unit preserving isometric isomorphism from A into B.
In this case we consider 4 as a suba.lgebm of B and write 4 < B.

If A< B, uo,. ,?) ed and v = 2,'0 b; for some elements b; € B,
f=
then |uz| < (max|by)- 21”-:-’”]’ so that w is domm&ted by 94y ..., 9,. The
1<isn

converse statement ig true in some particular cases ([1], [6]) but not in
general ([2]). In the present paper we extend the result of [2].

In Section I we exhibit an example of a commutative finite-dimen-
sional Banach algebra A with e;, é,, ¢; € A such that e, is dominated by
q, €3 and ¢, ¢ ¢, B¢, B in any commutative algebra B without topology
containing A as a subalgebra. This gives a negative angwer to Problem 4
of [6] and also simplifies the example of [2].

In Section IT we give an example of a unital commutative Banach
algebra A with w, v, w € A such that % is dominated by », w and dist (%,
VB - wB) = |u|, in any isometric extension B of A. This gives
a negative answer to Problem 6 of [6]. (Problem 6 of [6] was raised in
this weaker form: Let A be a commutative Banach algebra, # € 4 and I
an ideal in 4. Let 2 be approximately dominated by I, i.e. for each & > 0

there exist elements @y, ..., @, € I such that oz < Y‘ |22+ elz| foralle e 4.
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