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Filtres: mesurabilité, rapidité, propriété de Baijre forte
par
MICHEL TALAGRAND (Paris)

Résumé. On montre que contrajrement i ce qui se passe pour la propriété de Baire
ily apeu d’espoir do caractériser la mesurabilité des filtres par des conditions de rapidité.
On étudie ensuite divers aspects de la propriété de Baire. En particilier, sous hypotha-
80 du continuy, il existe un filtre ayant la propri¢té de Baire forte qui n’est pas mesurable.
‘On étudio enfin quols sont les filtres tels qu’il existe une suite d'ultrafiltres convergent
selon co filtre. Do fagon surprenante, ils pouvent 8tre relativement réguliers.

Le but de ce travail est de compléter et de préciser un travail préeédent
{4], dont on conserve la terminologic eb les notations. Pour simplifier on
appelle filtre sur Nun filtre propre, ¢’est-d-dire contenant les complémentai-
res de parties finies do N. On appelle m la mesure canonique de K = {0, 1}V
= P(N). Un filtre, étant un ensemble de parties de N, est done un sous-en-
semble de K, on peut ainsi parler de filtros mesurables, ot définir diverses
propriétés topologiques pour les filtres.

1. Mesurabilité et rapidité. Le Théordme 17 de [4] montre qu'un
filtre non-mesurable F posséde des parties ayant “peu” d’éléments, an
geng suivant: I sotisfait

(1) 8i (L,) est nne partition de NV en ensembles finis telle qu'il existe
un réel @ > 0 avee 3a*n < + oo, alors, pour tout « il existe v € I avee
card (I,No) < acardl,.

Le probléme est posé de savoir si cette propriété entraine la non-mesu-
rabilité de F. Nous allons montrer que sous hypothése du continu (HO) il
n’en est rien. Disons qu'un filtre I est dichotomique si pour toute partition
{J,), e N en engembles & deux éléments, il existe @ € ' avee card (J, N)
<1 Vn. Il est facile de voir qu'nn tiltre dichotomique satistait (1).

Tursorim L (IO, L ewiste un fillre dichotomique mesurable.

I2idée est do montrer quiun filtre non measurable satisfait des condi-
tiony analogues & (1), mais assez différentes pour qu’on puisse los nier sans
nier lu dichotomie de F.

Provosreion L. Soit p,,, k, dows suites dentiers, (I,),,, des sous-ensem-
blos deur & deun disjoints de N, avec pour 1< p,,, card Il = k,. Supposons
qu'il existe un a > 0 aveo

Slt——aynpa< + oo,
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Alors pour lout filtre non mesurable I, il existe » & I satisfaisant:
(2) Vodl < p,, 20, =G,

Preuve. Soit 4 Pensemble des # satisfaisant (2). Soit m, la mesure
((L—a) 8+ a 8,)®" sur {0, 1}". Un caleul facile montre que m,(4)>0.
D’autre part [4], proposition 11, montre que m, (I =1, done I r\A # 0.

Un petit lemme combma‘omrc sera aussi utile:

Lemue 3. Soient (H,);«, des ensembles finis avee card H, = 21;. Soit ©
une famille de couples de points distinets de H = Uﬂt, telle que st (a,b)

€%, (a,b)e¥, (a,b) = (a',b), les points a b o', b sotent distincis.
Il em'ste alors un ensemble L < H avec card(l}nﬂ}) =1, pour tout i, et
tel que pour (a,b) €%, on n'a pas a, b e L.
Preuve. On varaisonner par induction sur ', Supposons le résultat
i
connu lorsque cette somme est < p —1, et prouvons le pour n. Soit

M = {acH; db e H, (a,b) € ¢}.

il existe i et @y, a4y HNM, on pose Ln{ay, ay} = ay, H; = H;\
N{ay, a,}, H; = H;pour § # 4, et on conelu par Phypothése de recurrence
puisque > card H; = 2(p—1). Sinon pour tout ¢ on a MNH, #@.
Qongidérons une famille 4,, ..., 4, A’éléments distinets de [1, n] tels qulil
exigte des a, e H; pour r <s—1 des b e H,, 27 <8, avee (4, b, ) &
€% pour 1 < 7 < s—1. On peut choisir cette famille de cardinal maximal.
lor cas. {a} = MnH,, {b} = MnH, . Soit b, eHil\ {a}, ag e Hy N
N\ {b;}. On prend H; = H,\ {a,, b;} si i est de la fome iy H, = H, sinon; on
applique I'hypothése de récurrence aux H) puis on pr end L tel que

Lo{e,, by; 1<r<s} ={a,; 1<r<s},

2¢me cas. Par exemple il existe a, ¢ M NH, \{bﬁ} Boit b, tel que

(&, by +,) e ¢. Par maximalité de s il existe t< 8 avee by eHn On:

pose Hy == HyN{a, byyn}, Hi = Hy \{a,, b} pour t<r<s, Hj-H,

sinon. On Lpphque l’hypothése de récurrence aux Hy, puis on prend I el
que

Lnfa,; t<r<s, by t<r

sL} = {ay,; t<r < 8}

ce qui termine la preuve.

On désigne par Q le premier ordinal non dénombrable

Preuvo du théoréme 1. Soient (IR pep, des ensembles disjoints avee
P, = 2" et card I = n pour tout n,p. Soit (Jgen uno dnumération des
partitions J¢ = (J}), de N en ensembles & deux éléments. On va congtruire
par induction pour < 2 une suite croissante (I'*), o do filtres sur N,

e ©
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4 base dénombrable, do sorte que les conditions suivantes soient vérifides,
ot on pose 7y = Py .

(3) Vaeld(g),V,Vo<n, card (wnIf) > 1.

(4) TL existe e 7™ tel que Vn, card(#nd?) <

Supposons quo la construction a 666 effectude pour tout ordinal g > a.
8i a est limite, on pose I = UI‘” Sinon, a est de la forme y+1. Soib ()

une base dénombrable de F [”‘ qu.o I'on peut supposer déeroissante. D’aprés
(8), il existo uno suito (g;) u,wc

Vi, Vp < 1y, caxd(m nIf) = 2L
En remplagant au besoin ¢ par une sous-suite, on poeut supposer que
Vo, l, Iyn( U Igl) # & ->Jin ( U I,lm) a.
pery

Le lemme 3 montre qu’il existe une partie » de N , avee card(xnJy) <1,
pour tout n, telle que

Vi, Vp < py, card (@0 nll) =1
Ceci montre que le filtre F* engendré par I et « satisfait (3) et

termine la construction.
Lo tiltre ' == U F* ost dichotomique et satisfait (3). D’aprés la

proposition 2 il esb mosumble, ce qui conelut la preuve.

Il y o bien d’autres conditions que (1) ou (2) auquelles on peut penser
et qui seront satisfaites par les filtres non mesurables. (Pest pourquoi
nous sommes frds pessimistes sur la possibilité de caractériser les filtres
non mesurables par co type de conditions.

On va conclure co paragraphe par des remarques sur un aspect autre
de la megurabilité. Btant donné une suite ¢ = (a,) de réels > 0, soit m, la
mesure ® ((1 ~a,) 8- a,6;). L proposition 3 G de [1] montre que

(4), ce qui

13
(sous Phypothdse du continn) il existe un filtre F avee my(F) = 1 si et
seulement si pour toub %, Ea" = - 0o, D'olt le probléme: étant donné un

filtre F, quand uxintu»{;-il une suite a,~0 avee my(F) =19 Le résultat

mentionné précédermment montro que pour @ € I, on doit avoir 3'a% = oo
ien

pour tout &. Oeei montra que B n'est pas rapide au sons suivant: il existe
une suite (ny,) dentiors tello que pour tout @ e Iy il existe une infinité
Qentiers & avoe eard (@A [1, n,]) 2 k. Mais d’autre part, il cxiste des
partios @ & B do densité zéro (¢est-d-dire limn~"card (#N[1, n]) =0, car

no.
Pensemble dos partics de densité zéro est de m,-meosure 1. Aingi I contient
des puxtivs “petiten”, mais pas de parties “trop petites”. Il est possible de
montrer wvee lew techniques de [4], que Pensemble des I pour lesquels
exdste une telle mesure m, ost stable par intersection dénombrable.
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II. Propriété de Baire. On rappelle que 'on dit qu'un sous-ensemple
d’un espace topologique a la propriéié de -Baire s'il est égal & un ensemble
-ouvert modulo un ensemble maigre. Un filtre & la propriété de Baire i of
seulement §'il est maigre.

On dit qu'un ensemble posséde la propriété de Baire forte si sa trace
sur tout fermé posséde la propriété de Baire relativement 4 co fermé.

Dans {0, 1}" il y a une famille de fermés qui jote un role particulidre-
ment important vis & vis des filtres. Oe sont les fermés de la forme

Ar ={oe{0, 1)V, iel>a =1)

pour une partie I de N. On dira qu’un filtre possdde la propriété de Baire
compléte si sa trace sur chaque 4, possdde la propriété de Baire. Ceci est
équivalent au fait que pour toute partio I ¢ I, le filtre engended par I ot F
soit maigre. II est interessant de noter qu’un filtre ayant la propriété de
Baire compléte posséde la propriété de Baire dans une famille d’ensembles
sensiblement plus générale que les 4.

PROPOSITION 4. Soit (J;) une partition de N et pour chague i soit L; un
sous-ensemble fini de {0,1}7i. Soit F wn filtre ayant la propriété de Baire
compléts, et posons L = [] L. Alors soit I = I, sott T est maigre dams L.

Preuve. Supposons L¢ I, et soit y € L\F. Lo filtre ongondré par F
et y° = N\y cst non trivial, done maigre. Daprds le théoréme 21 de [4], i1
existe une suite disjointe (I;) d’ensembles finis tels quo pour tout v e F
onait wNy*NI;, % @ pour k assez grand. Il existo done une suite % p Croissan-
te A’enticrs telle que pour « e F' on ait

zry’n U J, %0

Ty ST 1y

Powr p assez grand. Si m; désigne la projection canonique de K sur {0, 1},
on a done

VoeF,3p,Yg=p,3i € Jgy gy, () o my(y).
1 suffit pour conclure de véritior que Pensomblo des @ ayant eotbo propriété
est maigre dans I, ce qui est cluir.

BEtant donné un filtre I ot dos filbres (&) sur N, nous rappelons
que Pon nomme somme de B, slon B lo tiltre G == S wur N x N donng
b

par
wel<{ng {k; @,, =1} el ek,

PROPOSITION 5. (2) Si chaque T, posséde la Dpropriéié de Baire complite, il
on est de méme de @ = 3T, .
&

©
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(b) 8i I n'est pas maigre, G ne posséde pas la propriété de Baire forte.
11 ewiste done un filtre possédant la proprété de Baire compléte sams posséder la
propriélé de Baire forte.

Preuve. (a): Soit 2 une partic de N x N dont le complémentaire #°
n’appartient pas & G. Alors si

Y= (05 {5 0, = 0} ¢ 7},

le complémentaire de y n'appartient pas F. Soit F' le filtre engendré par y

ot ', o pour chaquo 7 & y oit ¥, engendré par T, et {k; @y = 1}. Alors

@& = DI, ost lo Liltre cngendré par G et o, Puisque {n; F, maigre} ¢ F*, ¢’
a

x
est maigre d’aprds les vésultaty de [4].
(b): Soit A = {w; Y, Vk,x,, =a,,}. 1 est clair que

ANG == {w5 V’Vb, VIG: T, = D1y {'"’; &y = 1} E'F'}

done 4 NG est hombomorphe & F, ce qui suffis.

Remarquos. () On peut naturellement se poser bien des questions
vig & vis de la stabilité des diverses propriétés de Baire vis & vis des opéra-
tions sur les filtres. Le but do laproposition précédente est uniquement de
«donner un exemple clair de filtre ayant la propriété de Baire compléte sans
avoir la propriété de Baire forte.

(b) La raison pour laguelle nous trouvons interessant de considérer ces
deux types de propriété de Baire, est que la propriété de Baire forte est
plus naturelle du point de vue topologique, mais que la propriété de Baire
compldte est plus naturelle du point de vue des filtres, et également beau-
coup plus parlante du point de vue ,,géométrique”.

L proposition suivante est une extension d’un résultat de [4], qui fait
exactement pendant & la proposition 28 du méme travail. On renvoie
& [3] pour Paxiome do Martin (AM).

ProPORITION 7 (AM). 11 ewiste un filtre non mesurable ayant la propriété
de Baire forte.

Prouve. Soit £, lo premier ordinal ayant la puissance du continu.
Boib (L2,) s , une dnumdration des compaets do K de mesure positive, et
(A uen uno dnumoration des compacts parfaits de K.

Tout ’abord, comina il est facile do voir, et est utilisé ¢b démontré dans
la prouve do la proposition de [4], il existe une suite &, d’entiers tels que
pour tout @ > 0, et toute suite I, d’enserubles disjoints de N, tels que
card I, = al,, on & myp.s.

T, inf (eard I,) ' card (@ nL,) 2 %.

On va congtruire par induction sur o< £, une suite croissante de
filtros I, des suites d’onsembles disjoints (1), de N, des fermés B, < 4,, et


GUEST


288 M. Talagrand

si B, # @, des suites (y*"), de B,, de gorte que les conditions suivantes
soient vérifides:
(8) ¥, a une base de cardinal < sup (¥,,card a).
(6) Vo e,y 3a,> 0, VB < a, lim, inth;  card (e NLf) > a,,.
(7) 3w, e F,NnL,.
(8) Le complémentaire de F, est maigre dans 4,\B,.
(9) (y*") est dense dans B, si B, = @,
(10) Vo, y*"nIi = @.
(11) Vau, cardI2 = %,.
Le premier pas étant analogue au cas général, supposons la construc-
tion effectude pour tout ordinal < a. Soit I = U Fy. Ce filtre a une

A<a
base ¥ de cardinal < sup(¥,, card ). Pour chaque ¥ & Y, d’apres (6) ot 1o
propriété des k,,, on a pour m presque tout o:
V< e, Vy e ¥, lim,intk;  card (mny nI?) > 3a,.

Le théoréme 3 de [3] montre qu’il existe x, € L,, tel que pour f< «
et ye¥, on aitlim,infk;" card (w,nyNIL) > 4a,.

Il en résulte que le filtre 7, engendré par F, et @, vérifie (5) (6), (7).

Soit ¥, le plus grand ouvert de 4, dans lequel le complémentaire de
F, est maigre et B, = A \V,. Il est facile de voir que B, est parfait.
Puisque 7, & une base de cardinal < cardR, I, est réunion de moins de
caxd R fermés. Lo théoréme 7 de [3] montre que F',NB, possdde la propristé
de Baire, donc est maigre dans B,. Il existe donc une suite (¥*™),, dense
dans B,, avec y*" ¢ I',. Soit H, le complémentaire de y**. Le théoréme
4 de [3] montre qu'il existe une partie I de N, telle que INH,, soit infinie
pour tout n, et que pour tout 2 € I, (N\z)nI soit finio. Soit alors I, une
suite disjointe d’ensembles finig, avee I = InH,\[1,n] et card L% = ¥,.
Pourz e F, on a It < 2 pour » assez grand, done les conditions (8) & (11)
sont vérifiées, ce qui termine la construction.

Posons 7' = L% F,. Daprés (7), F rencontre tout compact de mesure

@,

1
> 0, donc n’est pas mesurable. Soit 4 un compact parfait de K et o tel que
A =4, Daprés (8), le complémentaire do I est maigre dans 4,\B,.
Montrons que F est maigro dans B,. Daprds (6):

Voel,dp, Vo> p,anl @,
Maig Pensemble des « e F satisfaisant cetio condition est un X, de K, qui
est maigre dans 4, puisque les fermés {#; Vazp,w Nl 5 @} ne contion-
nent qu’un nombre fini ’éléments de Iy suite ™™, qui ot dense dans 4
La preuve est terminde.

a®

II. Sur la tribu engendrée par les ultrafilires. Dans [4], on considore
la tribu sur K engendrée par les ultrafiltres. Un problédme naturel est
de savoir si I’ensemble des ultrafiltres est un systéme minimal de généra-
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teurs pour cettie tribu, autrement dis, si (U,)ns 800t des ultratittres ot si U7
est distinet des U,, est il possible que U uppuatienne 3 In tribu engendréo
par fes (Uy)pea? Cecl équivaut au fait que U soit adhérent aux U, et
b Pexistence d’un ensemble borélien B de K, tel que si on poge:
H((U,), U)={yek; IvekK,seU,ne U, Y = 1},
S(U) ~fy e 5 A e K, we Uy <y, =1},

on ait H((T,), U) = 8((U,))"B. On a lo résultat plus préeis suivant:

ProrosrrroN 8. Supposons U adhérent anw U,,. Soit B un sous-ensemble
de I tel que H((Un), U) == S((Un))nB. Alors B n’a pas la propriété de
Baire forte, ot n'ost pas unmiversellement mesurable. Ainsi DVensemble des
ulirafilives ost wn systéme génératewr minimal de la tribu qu'il engendre.

Prewve. Bllo ost trés simple. On construit par induetion sur » une
suite I, do parties infinies de N, telles quen e I, I, ¢ U, ot que si p est le
plus petit entier tel qno‘ .{U lli ¢U,,ona I, € U,. Ainsi (I,,) est une partition

My
de N, chaquoe U, p > 1 contiont un des I,, et U ne contient ancun I,.
Soit @ application injective de K dans K qui & & associe y = O (2) donné
par
Yn = 1<=Tunique p tel que n eI, vérifie @, = 1.

10 est clair que 07} (»S'(( Un))) = K o quo ¢~ (I-l (T, U)) est un ultrafiltre
V. On a done 07*(B) = V, qui n’a pas la propriété de Baire, et n'est pas
m-mogurable, co qui termine la preuve.

11 se poso maintenant la question suivante: Soit U, une suite dultra-
filtres distinets. Pour quels filtres 7' est ce que lg‘n U, existe? Suivant les

lignes du théoréme 8, on a

TatorkME 9. Soit B wn fillre que Von suppose soit umiversellement
mesurable, soit ayant la propriété de Baire forte. Soit U, une suite dulira-
filtres tello que U == l‘gn U, owiste alors {n; U, = U} eF.

Prouve. 8i I == {n; U, = U} ¢ ¥, congidérons lo filtre ¢ engendré
par NNI et B On o @ =Gy x{0,1}, ou @4 = {w = N\I; aUI e ).
Afusi ¢ est soit univorsellement mesuvable, soit & la propriété de Buire
foxto sulvant 1o eas. Puisquo H((U,), U) = §(T,))N&, lo résultat déeoule
du théordme préeédent.

Lo végultvt précddent montre quo I no peut dtro trés régulier si
lim U, existe pour une suite Qultrafiltros distinets. Toutefois, lo résultut
aﬂi‘vwnt montre quo I n’est pas néeessairement twés pathologique. Il montre
aussi quo lo théordime 9 n’est gudre améliorable.

Provosimron 10 (AM). Il existe une suite (U,,) @ ultrafilires distinets et un
filire I, do sorte que U = li;‘n U, ewisle, ¢t que pour partie I de N dont lg
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complémentaire n'appartient pas F, le filtre engendré par I ot F' est maigre
et mesurable.

Preuve. Soit L un compact parfait métrisable totalement disconting.
Soit  une surjection de SN sur L. D’aprés le lemme de Zorn il existe un
compact M < SN\N tel que ¢(M) =L, et que pour tout compact.
MM, M #M, on ait o(M’) %= L.

Soit (U,) une suite de M telle que si d, = ¢(U,,) la suite (d,) soit denge
dans L. Soit d un point de L différent des d, . Soit (V). a, une énumération
des fermés rares de L. Par induction sur a< £2; on va construire des
sous-ensembles H, ouvert-fermés de L' = L\ {d}, de sorte que les condi-
tions suivantes soient vérifides pour tout a:

(12) Pour < a, d n’est pas adhérent & H,\H,.

(13) 4 est adhérent & H,.

(14) H,AN, = 0.

Supposons la construction effectude pour tout f < a. Soit (V,) une
énumération des ouverts-fermés compacts non vides de L’ qui ne rencon-
trent pas N,. Soit (W,) une base décroissante de voisinages de d. Pour
B < a, et pour p € N, soit

Ap={n; V,c Hy}, B,={n; V,c W, \N}

grace & (12) et (13), on voit gans peine qu’aucun B, n’est recouvert par un

nombre fini de complémentaire d’engembles 4. Lo théoréme 4 de [3]

montre qu’il existe une partie infinie I de Ntelle que I NB, = @ pour tout p

et que I\4, soit finie pour tout f. Soit iy eINB,. Il est clair que H,

=UJ V,, est un ouvert-fermé de L’ satisfaisant (12) & (14). La cons-
»

truction est terminée.
Pour a < 2,, soit

M, ={UelM; p(U) =4, Ue{T,; d, cH,}}.

Dlaprés (12), (13), la suite M, est une suite décroissante do formés do M.
Soit U e (") M,. On va montrer que si 7' est lo filtro sur N engendré par

les ensembles {n; IeU,} pour Ie U, alors I possdde les propriétés
décrites dans énoncé. Oela suffira puisque clairement U == limU,,.
P

Soit I = N tel que N\I ¢ F, Soit

J = [n; dne%, T={d,; pel}}.

On va montrer que N\J ¢ I, I suffit pour cela de voir que NN (INJ)e F.

Soit ¥' = {d,; p e INJ}. Par construction cet ensemblo est rare. D nprés
(14), il existe done a avec H,N N = @. Puisque ¢~ (H,) ot ¢~ L/ NH,) sont

Filtres 20k

deux ouverts disjoints de AN, il existe J' <« N avec dyeH,<J eU,.
Puisque Ve M,, on a J'eF doh le résultat puisque J' < NN (INJ).

11 suffit done de montrer que le filtre G engendré par F et J ost maigre:
et mesurablo. Soit W un voisinage ouvert et fermé de U. La minimalité
de M montre que L\g(M\W) est dense dans (W) . Puisque N\J ¢ F, il
existe neJ avec U, e W, ie. d, ep(W). Il existe alors un voisinage
V de d, tel que Ve {dy; ped} ot Vo INp(M\W). Si on pose Cj
={ped; d, =V}, ona U,e W pour p e (,. Il existe done une famille
(0,) de parties infinies de N tolles que si # €@, il existe n avee C, c x.
Ceci montre bien sur que & ost maigre ot négligeable, ce qui termine tout.
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