icm

vaut € =1,0768 ...

ACTA ARITEMETICA
XLII (1983)

Estimation de la fonection de Tchebychef # sur le k-igme nombre
premier et grandes valeurs de Ia fonction »(n) nombre
de diviseurs premiers de n

par

GuY RoBmN (Limoges)

0. Introduction. Désignons par =(z) le nombre de nombres premiers
inférieurs ouw égaux A =, par 6{(z) la fonection de Tchebychef: f(x)
= Y logp et par p, le k-iéme norabre premier.

it d
P premier

La premiére partie de ce travail étude le compertement asymptotique
de 0(p,) sous diverses hypothéses sur m(z). On montre en particulier
{théoréme 1) gme P’équivalence 8(p,)} ~ klogk est une proposition plus
faible que le thécréme des nombres premiers et que 0(p,) > klogk pour k
assez grand dés que f(x) < ar pour o assez grand {(a > 1).

La deuxiéme partie donne des encadrements explicitez pour ¢(p.)
lorsque p;, est la suite des nombres premiers usuels. Dans leur article
{[153 p. 243), Rosser et Schoenfeld annoncent comme congéquence de eal-
culs des zéros de la fonetion { de Riemann qu'ils peuvent démontrer
que 8(p,) = klogk pour k> 13. Nous donnens une démonstration simple
de ce résultat (théoréme 4) qui utilise seulement l'inégalité classique
8(x) < xlogd pour 2> 0 et le caleul des valenrs de &(p,) pour k<115,

D’autres inégalités, utilisant les résultats de Rosser et Schoenfeld,
sont données:

(Théoréme 6)  8(p;) > k{logk+loglogk—1,0769) pour k=2 avee
egalité pour &k = 66. : :

6{p;} > k(logk+loglogk 1) pour k= 17 eb k> 5106,
6(p) << E(loghk+loglogk 1) pour 18 < k< 5105.
Remarque, La 1™ inégalité du théordme 6 signifie que:
VYikz=2, &k #66, 6(p,) > k{logktloglogh—1,0769)
et que la c-onsﬁé;nte ¢ définie par .
0(p,;) = 66 (log66 +loglog66 —C)
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Cette remarque vaub pour foute Ia suite.
{Théoréme 8} 8(p,) << k{logk-+loglogk — 09465) pour k=14 ce
qui permet de tracer le graphe ci-dessous, *
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On montre aussi

2 ~
(Théoréme 7)  6(p,) > k(logk+10glogk——l+ loglogh __ 23,1454
logk logk
pour %223 avec égalité pour % = 4714, ,
(Théoréme 8)  0(p) < k(logk-}-loglogk—l—i— loglogh _ 1,918
logk logk
pour kz>>126 et sous I’hypothése de Riemann, : '
(Théoréme 9)  |6(p;)—L~" (k)| < 0,2377 B (logk)** vpour %>5,
avee :
2
dt
L{z) = f f _—
(@) =v-p Togi ) Togt -+1,045

Nos calenls nous ont permis d’améliorer les encadrements de P
donnés dans [12]: ainsi

pour k=2

pour k=2 et p, < 101

pour k= 7022

By = b(logk+loglogh —1,0072629),
Pr = k(logk+logloghk—1),
Pr< k(logk+logloghk —0,9383).
Les troisitme ef quatrieme parbies portent sur I’étude des grandes
valeurs, de la fonction o(n): nombre de diviseurs premiers de Pentier «.

Nous précisons certains résultats obtenus par Hardy et Ramanujan [4],
Bateman, Chowla et Erdés [1] et Norton [81.

Dans la troisitrue partie tous les résultats donnés sont conséquence
d'encadrement; de type Tehebychet:

or < 0(x) < bz, a,b>0

eb peuvent done se généraliser 4 des fonetions voisines de w{n) par exemple
@) = nombre de facteurs premiers de w =kmodl
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Nous obtenons
(Théordme 11)

logn
[43] (n) <1 3841 -].Ei—o—g"‘ poul' V(3 > 3 3
(Théoréme 12)

logn N
loglogn

(Théoréme 13)

. logn

; g —_——
@ln) (loglogn)?

pour nz>=3,

logn
loglogn —1,1714

o{n)< pour % =26,

Cette valeur 1,1714 améliore Ia constante 1,4 dommée par Norton
(8], p. 97).

Dans 1a derniére partie nous nfilisons les résulttats de Rosser ef Schoen-
feld pour prouver:

(Théoreme 16)

logn  logn
loglogn - (loglogn)?
Toutes ces formules sont les meillenres possibles puisque pour cha-
cune d’elles il existe un = pour lequel il ¥ a égalité.

Enfin en nous placant sous I’hypothése de Riemann et en utlhsant
[16], on obtient:

(Théoréme 17)

o log#

alm< %% Toglogny?

2, 3.

on) < lilogn)+0,12{legn)* pour n=2-3-5-7.

La démonstration des théorémes des deux derniéres parties se faif
par Pintermdédiaire de nombres jomant un role amalogue anx nombres
hauntement composés supérieurs de Ramannjan [6] et [107.

Nous dirons que N est {f, g} hautement composé supérieur &'l existe
2> 0 tel que N maximise f(n)—Aig(n). Pour Ramanuvjan fin) = logd(n)
et g(n) = logn. Dans notre travail f(n) et g{n) prendront diverses valeurs.

Nous obtiendrons toujours des sous familles des nombres ¥, = [[ p
PP
et dans la plupart des cag la caractérization de ces sous familles est un

probléme ouvert.

1. Comportement asymptotique de 0(p;). Nous d.lrons que f(z) =< g(x)
#'il existe ®,>0, a> 0, >0 tels que

of (w) < g{z) <

Yoz,

bf (@)
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THEoREME 1. Les 4 propositions suivantes sont équivalentes:

1) 7(m) = x/logm,

(2) , 8@) < @,

3) P, =< klogk,

{(4) 8(p.) = %(logk+loglogk-+0(1)).

Démonstration. Montrons Péquivalence de (3) et (4). Remarquons
gque (3) s’écrit :
logp, = logk +loglogk+0(1).

% k % .
6(p) = 3 Togp; = D logi-+ ) loglogi +0(k)
T i=1 i=1

- = Ek(logk+loglogk+0(1}).

Par suite

Inversement: linégalité 6(p,) < klogyp, toujours vraie montre que
logp, = logk--logloghk 40 (1). '
"D’autre part
6{pa) —0(py) = 2k (log2k-+loglog2k -0 (1)) —k (logh -+loglogk - O(1))
= k{logk+loglogk+0(1)).
Comme cette différence est supérieure & klogp, il vient
logp, < logk-+-loglogk +0 (1).
L’équivalence (3)<>(4) montre que la sumite logp, a le méme condu

: 1
portement que sa moyenne de (ésaro - 0(px)-

Les théorémes précédents peuvent étre préecisés par Iétude des déve-
loppements asymptotiques a4 DPordre supérieur. On peut ainsi montrer
(voir aussi [8], p. 14) .

~ TmforEME 2. Leg lrois premiires propositions sont équivalentes et
endratnent la quatriéme.

& = +
() () loga 0 (logzm )’
(b) @($)=$+O( )1
_ loga
() Pr = k[logk +logloghk+0{1}],
(d) 6(p;) = k[logk—:—loglogk—l—’r loglogk +0 ! .
; logk logk
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TaEEOREME 3. Les lrois premiéres- propositions sont équivalenles et
entrainent la gquatriéme.

() n(z) = L(z)-+0(a"loga),

(b) b (@) = QG—I—O(a;miogzm),
(¢} Py = L7H{E)+0 (K" (logky?),
{a) 0(py) = L~ (k) +0 (K (logk)*™).

2. Estimations de 6(p,}). D’aprés les résultats de Tehebychef, nous
avons fB{x) = (z) ce qui entraine d’aprés le théoréme 1,
O(p,) = klogk pour % assez grand.

Nous précisons cette minoration dans le théoréme 4 eb une majoration
dans le théordme 5 en ufilisant les encadrements de Hanson ([3], voir
aussi [2])- ’

(9) 6(z) < wlogd pour 2> 0,
(6) ) 6(n) = In pour x> 13.

La majoration classique () < xlog4 donne avec

' = 3

aio ] ot

(7) w(aff)=f 0wl _ o) | [ 00,
_ logi ' log=» n tlog®t
@
(8} o o n(m)gl,’?&—l—gg—m— pour & = 600
et de (6) on déduit
3

=— =0,

(9) ﬂ:(@ Z Toza pour o =5

Les théorédmes 6, 7 et 8 ddnnent des estimations plus fines & partir des
résultats de Rosser et Schoenfeld [12]-[16],

(1.0} B{z) <@ pour z< 10% - ([16], p. 359),
(11) 6(m)<w+0,0000813;;—w pour @31 ([16], p. 360),

0,007763%
loga
(13) 2y = k(logk-+loglogk—3/2) ([141, p- 69),
(14) p, < k(logh+loglogk—1/2) pour k=20  ([14], p. 69).

12) |6(@)—w| < pour w>>1,04-107  ([16], p. 359),

pour k=2
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THBOREME 4. Si pj; est la suile des nombres premiers on a:
(15) : pour k=13 6(py) > klogk '
dest-G-dire Py X Py X... X P> Ko Co

Démonstration. Soit 3 ky< % eb supposons

‘ o
m{m) < bT&g_m poy._r =Py

ou eneore .
% ilogi
Pi= —b-logp,:> bg pour i 2 k.
On a alors
13
0P —0(p) == ) logw;
T=kg+1
k .
= Z (logi-+loglogi —logh)
f=Rg+1

1 Ik
= flogwdm+ flog]ogwdm—(k—ko)logb
Ey Ky

= {mlogmmm]ﬁﬁu—{—[wloglogm—]i(m)},’gﬂ—(kmku)logb. -

Posons .
JE) = 0(py)—Flogk, g(x) = zlogloge—uz —wlogh—1i(x).

Alors f(B)—f (T} 2 g (k) ~-g (k).
La fonetion g a pour dérivée

g'{z) = Idglogm —1—logh.

Onag(@=0s¢ 2> =eo _

Par snite powr %>k, = [#,] -1 on aura g{k) = g(k,) eb done f(k)
2 f(ky). Pour ky > 115 on a =, <113 d’aprés (8). Done f{k) > f(115) > 0
pour k2115, 11 ne reste plus qu’ds calculer 6(p,) pour k< 115.

THEOREME 5.
(16) 6{p;:) < k(logk-+loglogk) pour &= 3.

" Démonstration. Pour > 2 on a p, < eklogk. Bn effet d’aprés (9)
Py < $hlogp, < eklogh  car P, <k

Par suite Iogpk < logk+loglogk 1.
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Pour % > %,>> 2 on peut alors écrire
O(Pr1) —0(pp,—1) < f (loge-loglogs --1) dx
kg

= [wlogw+-aloglogs—H(2)I;,.
Prenons . o _
S(&) = 0(p;_;) —k(loghk+loglogh) +log (eklogk),
g(@) == —li(z)+log(exlogm).

On o f(k)—f (ko) < g(k)—g (ko)

1 1
g'(@) = — Togw to+ pT est négative pour o> 7.
Done f(k) < (k) pour k3> % >4, or f(4) = —0,74 < 0.
Par smite '

8(pr) = 6(Dr—a) +logp, < f(k)+k(logk+loglogk)

soi% )
8(pn) < k(logk+loglogk), k>4,

Et on vérifie 4 la main que la formule est encore valable pour & = 3.

Avant d’anoneer les théorémes sur des encadrements plug fing nous

avons besoin de quelgues lemmes. Les résultats sur les minorations sont
meilleurs que ceux obbenus pour les majorations.

Mimorations:
Ligvms 1. On suppose qu'il ewiste a> 0, Ty, &y, vérifiant e*<loghk,
< logk, tels que

Vi; ko <E<h > k(logk+loglogh—a)
alors on a

k

(1) 8(p)—0ps) > | (Ioge-+ogloga-+

loglogx a )

loge - loga
kg
1 (I ~——n)2 .
avee o =?~(ng——i +a oft & est défini par
pes] 2 .

logk, si  logk,> e**2,
z = {logh, si logh, < e,
et si loghy < e“*“? % logk,.
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Démonstration. On a

logloghk—a
logp, > logk +loglogk +log (1 + 280era .
Toglk
Pour toub z=¢" on a
logz —a logz—a (logx —a)?
+ = - — .
10g(1 ' @ ) ) 2%
(logw —a)?

La fonction o est croissante dans Uintervalle ¢ < o< %

e déeroissante pour z = ¢***. En appliquant cette remargue i o = logh
il vient
loglogh —a
logp, > logk+loglogh+ —2 ——
gP;. == logrrloglog i+ Togh

ot ¢ est défini dans Pénoncé.
Par suite pour 5y < bk

k
. . . loglogi—a
0 —0ip,)> ) (logi-+loglogi-+ “EEI%).

i=kg+l

Le lemme se démontre en remarquant alors que la fonction

* logloge —a
1 logl —_—
rlogx+-loglogs + Togw

est’ croissante pour z = 0.
LeMuE 2. Pour k= e
" pp = Elogh+loglogk —1,13415).
Démonstration. Partons de .

0(p;) = k{logk+logloghk —1) —1i(k)

([13], p. 216)
eb

0,021 dramrds (11
) .
ogps 7* prés (11)

blpr) <py+
Dlaprés Pinégalité (14), p./logp, <<k done
B(pe) < p3+0,021k

par suite p, = k{logk-+logloghk—1,021) ~1(%).
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On obtient le lemme en utilisant une table donnant li(%) en fonetion
de kflogk. Ainsi pour -

A

k>0, H(k)< 1,1315 < 0,11315 %.

logk
TrforiME 6. Pour k=2
(18} 6{p) = k{logk +loglogk —1,076868)
avee égalité pour & = 66.
Pour k<17 et k= 5106
(19) 8(py) > k(logk+loglogk--1).
Pour 18 k< 5105
(20) : 8(p.) < k(logk-tlogloghk—1).

On suppose les hypothéses du lemme 1 vérifides eb k, = oco. On & done

%
. ] loglogm —a

0(py) —6(pr,) = [mlogfaww—’,—mloglogm—h(m)]’,ﬁo + f——~———g10§w dx

kg '

et on pose

F(&) = 6(p) —E(loghk-+loglogk—1),

g = —li@+ [

kg
on a alors f(k)—f(ko) > g(k)—g(kq)-
I/ étude de la fonction g montre que si

1 —_
oglogk, (g+1) =0
logk,

loglogw—a

Toga dw, @2k,

(21)

alors VE=k, glk) > glk,) et par suite f(&)=7(k).
On prend %, = 6, ¢ = 1,13415 (lemme 2) alors a == 1,22122 et (21)
est vérifié.
On constate que S (%) > 0 et on termine an calculateur pour & < k.
LmvE 3. Pour p,<10" et k=2 '

p, > k(logh+loglogh—1).
Pour p; =107 ' ‘
P, = k(loghk+loglogk—1,0077620),

Démonstration. On procéde comme dans le lemme 2.



icm

376 ) G. Robin

Pour P, <P, <104 on utilise (19} et (10).
Pour p, =10 on utilise (19) et (12).
TriorEME 7. Pour k23

loglogk 2,1'454)

{22} B(py) = (lugk—rloglogk —14 gk~ logh

avee égalité pour & = 4714, _
Démonstration. Sous les hypothdzes du lemme 1, Ia formule (17)
peut &fre écrite:

0(pr)—0(pr,) = [wlogw—m+mloglogw —li{z}—
loglogz ¢ { {loglogt’
it 0BT [ logstY',

Pour g > 0 posons

loglogk —
F(k) = B(Pk)—Vﬂ(lﬂgk+loglogk—1+ M)

logk
et pour 2=k

Jid . ¥ [loglogt )'
= —(14a)li{z)-- .
70) = 3~ H @)@ kft( gt ¥
0

On choisit,

logky(1+a) —loglogky+1
loghk,—1

ﬁ:

alorson aura f = 1tasi loglogk < a+92; dans ee ¢as g est alors croissante
et f(k) = f{k,)} pour ky <k < ki

On applique alors successivement le lemme 1 pour les valeurs indi-
-quées dans le tableau suivant. La dernidre colonne indigue le choix de f.

R 6« | a ]

7e(10%1) ca 1,6077629
400000 | #(101) | 1

250000 | 400000 | 1
210000 | 250000 | 1
200000 | 210000 | 1

1,1063729 | 2,106893
1,09957 2,1452
1,0959889 | 2,1442
1,002948 | 2,1451

{ 1,092526 | 2,14523

On conclut que pour %z 200000 f(k) >rf(200000) pour le choix de
B =2,1453. On vérifie & l’ordjnateur que pour 3 =Xk < 200000 f(k) > 0.
Dot le theoreme
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Terminons cefte étude en précisant selon les infervalles les meilleures
minorations

I3<k<B105
8{p)} > Blogk
5106 < k< 5130

(valable Vi 13),

0(p) > E(logh+loglogk —1) (k> 5106),
B> 5140
. logl
B(ps) > k(logk+loglogh —1 -+ 8 Oﬁgk M) ).

Magorations. Nous nous proposons de déterminer > 0 pour que
0(p:) < k(logh +100'10gk —a)  YE= k.

Noung ne donﬂerons pas la mei]lenre valeur de @, les calculs étant
trop longs. En effet, en admettant Phypothése de Riemann (voir théoréme

. i—1
9), 6(py) est trdg proche de i~* (k). La fonction wlogws +loglogr — I $(k)
admet un minimem dans Vintervalle [516-107, 520+107] qui vaut environ
0,952 ... Tl faudrait done caleuler 8(p,) jusqu’s & = 6-10° pour trouver
la meilleure valeur de @, sows I'hypothése de Riemann. Sans hypothége, il
résultera de Pinégalité (24) qu'il faudrait pousser le caleul jusqua & = 10%.
Levwe 4. Supposons da> 0 tel que Yk,

Prs k(ldgk +loglogk—a) e logloghk, = max (a, 1)

alors

1
¢ 1+loglogk,/logky

Py 421
= 9 > k J—
Tozp, = ( logk) pour b=k avee a; =

Démonstration. On a

P ‘T(logk +loglogk —a)
1 = loglogk—
08Pz logk +loglogk +-log (1 + —(El—zgk-——i )

E(logk-+logloghk—a)
logk-+loglogk

puisque loglogk = a. -

loglogk.

Tog décroit 81 loglogk>1.

On obtient le lemme en remarquant que ki

4 — Acta Arithmetica XL11.4
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Levwe 5. S3

x
o) zae—p Togo Pour &2 Py, ko> 0.
8
: loglogk —b\
B{p) < k(logk +loglogk -1+ ilzik—) pour k= ky
alors

" p < B{logk+Hlogloghk—a)  pour K=k

avee @ = 1—f—exp(—(b-+1-+a,8)) oh @, a éé défini au lemme 4.
- Démonstration. On a

i) loglogk —b

q1—— =E 7).

Done

Pk (logl.-; +loglogh —(1 —f) + loglogk —b—ayf8 ),

logk
d’aprés le lemme 4.

logz—
La fonction w:—»iu
&

(z>0) a up maximum pour z =t

valant e~ “+Y @Qolt le résultat.

Levws 6. 8i  pp<k{logk-+loglogh—a) opowr %=k, soif
_ logk, —|- et b vérifiani

7"0 e ifian

log(l+a—b—u)+b+2>=0
loglogk —b
Supposens 08(p.) <k (Iogk—;—loglogk—l—i— Og_log_i_m) pour k =k
0g
alors celte inégalité est wérifide pour &=k,
Démonsgtration. On a
logloghk —
logp, <logk+loglogh+ ~-w.

logk
Donec

loglogs —a
0(Prs) — 0By 0) < f (Iogm' +loglogz + WEL) dw

i loga
(mlogm——a;—l—mloglogw —Li{®)(1+a )-§~ m_loglﬂ) —
logz kg

. f loglogty’
logt

icm
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Posons
loglogk —b

fik) = 0(pp_y) — k Iogk—;—loglogk—l—;—w +logk+-loglogk -+,

_ loglogk,—a

T logk,
et

loglogt

g(#) = —(a¢-+1) ll(aﬂ)—]——— — f ( ) dt +logz-FHoglogw +v.
On a donc f{k}—f(ko) < g(k) ——g(ko)-
8i b vérifie Ia relation de Pénoncé alors g est déeroissante pour & = k&,
et lo lemme est démontré. En effefi:
loglogx 1 1

() = b—a-1 b1 4 L
ger= logz log2a z = wlogz’
—a~t—p  loglogw—(b+1)

logo log2a -

b
g'{%) <

expression du signe de logz(b—a—1—u)-+logloge
Cette expression est maximum en z; tel gue

—(+1).

1jlogey, = a-+1—b—pu.
Par suite ce maximum. sera négatif zi b vérifie
log(l+a—b—pu)+2+b 2 0.
THEORBME 8.
(23) 1< k(logk--loglogh—0,9385) Yk = 7022,

loglogk —1,9185
logh

(24) B(p)<k (Iogk +loglogh—1 1 ) Vi =126,

{25) 8(pe) <
Démonstration. On suppose p; > 1,04 X107 soit k= p,/logpy
= §43672. On peut done prendre dans le lemme 4, a,/0 = 0,83759, dans
le lemme 5, # = 0,007763 et dans le lemme 6, a4 = 2,23 x107%.
On part de la relation (14) avec a = 0,5, on obtlent gucceggivement

k(logk-+logloghk—0,9465) Vi =14

. en utilisant les lemumes 6 et 5

b = 1,46, & = 0,90708,
b=188,  a=093643,
b =1,015, & =0,93836,
b= 19184, a = 0,9385.

b = 1,9185
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Pour p; < 5) de déduit
e (24).
TakorEME 9. Sous Uhypothése de Riemann

1,04 %107 on utilive Pordinateur; Iinégalité (2
H H

powr k=312 16(p)—U(E) | < 0,12245 2 (log &)*2,
(26) pour k= H 10(p) —L1(F)] < 0,2877K (log by,
pour k=5 B(pp) = U1 (%) 0,125 (log k)*>.

Démongtration. On procéde comme dans les théorémes précédehts

en utilisant les encadrements de Shoenfeld [16].
(27) alw) < H(z) ~ologn/8x, =
(28) wi{w) > li(x) —aogs/8w, o= 2657,

On démoentre d’abord le résultat pour % > 12481 puis on regarde & 1’01(11-
nateur pour I < 12481

3. Grandes valeurs de la fonction o{N). Dang cette partie on n’utili-
sera, que des majorations du type Tchebychef c.a.d. essentiellement les
Tormules (B) et (6).

H ;. Oes nombres sont fondamentaux dans notre
i1

étude. On a logl, = 6(py).
TakorEME 10.

On pose N, =

log &,
loglogh,’

o {N) >

W
(%)

(Pest ume conséquence du théoréme 5.
TaROREME 11. Pour =3

1
(29) o(n) < 1,38402 — 20
. loglogn
avee égalité pour n = N,
nilogloo:
Remarguons d’abord que la fonetion f{n) = %—%ﬁ atteint son

maximum sur un nombre N,.
En effet comme N.<<on < Ny, entraine w(n)<
loglogw

I, et puisque la
> 16 on a f(n) < f{N,)

pour Ny <n< Ny, eb %3>3. On caleule f(N,) pour & =3, 4, ...,12;
le ma,mmum est atteint pour & = 9 et vaut 1,38401... Pour n < l\fB = 30
on vérifie & la main que f(n) < f(N,).

fonection s est décroissante pour =
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Ponr les nombres N, avee & = 13 ufilisons 8 (p;) = klogk {théoréme 4).

I
Compte tenu de la décroissance de o wa pour x> e on &
klog8(p,) _ Elog{llogk) loglogk loge
- < <1+ <1+ < 1,37.
FUN) 0{py) klogk logk = =
TeEorEME 12. Pour n=>3 on a
logn logn
L2 1 ABTAS
(30) @) < loglogn '’ o {loglogn)®

awee égalité pour n = N,

On peut procéder comme dans le théoréme 10 en montrant que
’égalité ne peut avoir lien gue sur un nombre N, e en utilisant une mino-
ration de 0(p,) de la forme

8(p,) = k(logk+loglogh —a).

En utilisant & = 1,0768 obtenu dans le théoréme 6 on constate qu'il
ext nécessairve de faire des vérifieations pour k< %, = 50000. 8i on utilize
gemlement 8 (z) < zlog3 alors k, devient 1000000, Néanmoins cette derniére
majoration et k, = 500 sont wuffisants pour la méthode que nous pré-
sentons maintenant, déja utilisée pour Ia fonetion somme des diviseurs:
voir [7] et [11].

DEFINTTION. Nous dirons que N est o-haulement composé supdrieur il
exighe A>0 tel que (i) —Alogn soit maximum en N. On dira alors
gue N est un nombre e-h.cs. pour le paramétre A.

On vérifie alors que

si <A< X est w-h.cs. pour 2,
logpse, togp;,

8id= N, et N,_, sont o-h.e.s. pour i

P
LEMME 7. Soient f et g deww fonctions définies sur N* & valeurs dans Rj

g est croissanle positive.
Supposons que
1) N maximise f(n)—e'g(n) sur N* pour & == 0;
2} Il emiste M > N, ¢ >0 icls que Va = N

FM) — g (B) = f(n) —og (n)
alors B mazimise fln)—eg(n) sur N
Démonstration évidente.

LeMME 8. Soient f et g deuw fonclions C* défindes sur R™ & valeurs
dans R telles que f soit strictement croissante pour 1314, 6t g o f~' concave
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S 997",
sur Dintervalle [f(%;), oof, (:_’.31 A S R V<0 pour itz 81 X =4,
et w1, alors
g'{(X) ')
glw)— (x) < g(X)—— (X).
, oy O a0 g7

Démonstration. g o f! ébant coneave on peut éecrire pour y, ¥

= Flt) ‘

gof W —gof H{E)< (y-T)(gof (¥
et ¥ =f(X) on a
(f (@) —F(X)g" (X)f(X)

Par snite en posant ¥ = f(x)
. g@)—g{X) <
d’olt le résultat.

logn

" LEMME 9. Soit A>1; si ¥ mazimise ¢id(n) = o) ——o— et 51
loglogn

N=XN, alors N est un nombre w-h.c.s. pour

loglog¥N —1

(31) V= .
(loglog V)t

Démonsgtration. Eerivons:

o(n)—2'logn = (w(ﬂ)— Aogn )—i—( #logn —Z’logn),

loglogn loglogn
(m)— < 29B% o maxi o
@ IR T .
loglogn maximum en N Pprenant da;gs le lemme 8
i
f(t) ES t, g(t) == — to = 62, & = logn, X =10gN’ _IWI}NS, N;Ns

logt _
et en posant A’ = Ag'(logN) on obtient:

Alogn

P . 7
loglogn —#logn ~ 2.[ n

<z[ o} "(log N)log N
—— o
S A Toglogy ¥ g )log ]

Par suite Vn = N,

w{n) g (log Nlogn < w{N)~Ag' (log N)logn

et d’aprés le lemme 7, N est un nombre w-h.e.s. pour
loglog ¥ —1

A" = 3¢’ (log N) = (loglog Ny~
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Remarque. Le théoréme 11 montre que N, maximise gff’ (n) pour
le para,metre A = 1,38401; les nombres smvants mammma.nt ¢ (m) sont
i\ 11 N12? 142 - .

LevwvE 10, Soz‘t Az 1; 8¢ N mavimise

logn logn
(2) — _ —7
: .g; (n) = wli) loglogn (loglogn)?
et i N> N, alors N mazimise g (n) pour
loglog N —2
32y 2 =14 gl08

loglog ¥ (loglog N —1)

La démonstration est analogue &4 celle du lemme 9; on applique
le lemme 8 pour
t - t 2493
logt’ log2t’ !

) =

X =loglN, =nz=Ny,

et en pdsa.nt

on obtient le résultat d’aprés le lemme 7 puisque log¥,, == ¢, et que N,
maximise ¢§'(n) Q’aprés la remarque ci-dessus.

Démonstration du théoréme 12. Si 'on caleule

logn ) (loglogn)®

L
hn) = \m(n)— Ioglog'n, logn

gur les premiers mombres N, on s’aper901t que le maximum est atteint
pour k = 47 et que ce maximum vaub 4, = 1,45742..

Montrons que N, donne effectivernent le maximum ce qui prouvera
le théoréme. Nous avons donc 4 démontrer que -N,, maximise

logn Togn
loglegn (Iog]og_;n)2 )

¢ )= w(n)—
8 ¥ > N, et si ¥ maximise g§?(n) alors d’aprds les lemmes 9 of 10, N

est an nombre w-h.c.s. pour le parameétre

loglog ¥,—2
(loglog I¥,)® *

. loglog N, —1
"~ (loglog Ny)*
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Ce parameétre doit étre inférieur & 1/logp, done

loglog ¥V, {loglog¥,
<( oglog ¥V, ( oglog ¥y, _1) Iogpk+1)(
logpy, logpy,
et d’aprds la majoration (B) il vient
(Iog10g3)2) loglog &,
logp, - | loglog¥,—2 °
Le membre de droite est fonetion déeroissante de % et pour k= 500,
A< 1,451,
On vérifie & la main pour % << 5090.
TuorEME 13. Powr n > 26 (> expexpl,17i4)

loglog vV, )
loglog N,—2

A< (1 +loglog3 -

(33) PO L
loglogm —1,1714

avee dgalité pouwr n = N . _
Démonstration. Soit f> 0. Dans le lemme 8 prenons

? 2

fiH =%t gt)= Togi—p’ ty=6"" z=logn e X —=Ilog¥,

On en déduit avec le lemme 7 que si ¥ 2> ¥, > 6/ ot si N maximise

logn
o(n)—1 m, que N est un nombre N, pour le paramétre
¥ = g (log Ny — 3 “0glogN —f—1
(loglog ¥ —p)?
- log N1g9 | .
Prenons f ==loglog ¥ sy~ ~——= = 1,1713... ce qui permet de

189
choisir &, = 11. :
_{)11 aura A’ < 1flogp;, 81 A< Ajlogy;, avec
1
log6(p)—(f+1)

En prenant 6(z) < wlog3, on obtient A< 1 pour % 3= 265000.
Pour k< 265000 on prend f(z) <2 et Pon a A< 1 pour %2> 440.
log vV,
IOglOgNk _ﬁ

A =logb(p)—F+1+

Pour 11 k<440 en vérifie que o (F,)— est ma-

ximum en k& = 189.

Pour 26 = » << N;; on montre que dans chaque infervalle [N, ¥qd,
i=3..,11 '
: logn

@fn)= loglogn—§ <0
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4. Précisions supplémentaires sur le comportement de w(n) en utili-
sant le théoréme des mombres premiers,

TaEOREVME 14. Lo fonclion
o (n)loglogn
Fln) = — =
og M

est déoroissante sur les N, pour k= 9.
Démonstration. On doit prouver que f(N,.) <f(,) pour &= 9.

Posons
h log &, log ¥,
e =0 N) e B (N —
log pra logps iy 02Px+a
I’indgalité s'éerit:
loglogN,., loglog NV,
= T (bHlogN ) —————
(b+log Npysd 10g N p0e <(b-+log.Ny) Tog IV,
- goik '
Ioglog N, ., loglog ¥,
. = < oglog N, b — .
loglog ¥y 41 +0 — s < loglog ¥ + g,

La fonction t—s¢-+-bte~ est pour b > ¢* décroissante dans lintervalle
[2, e], o étant défini par:

14+be~ (L —a) == 0.

Or pour k=9, b = ¢2; il reste done & prouver que loglog¥,,, < a c’est-
a-dire compte tenu que m—1-+be~*(1 —wv) est croissante si 2= 2 que

log Ny,

@ (Np42)108P540 > 108 Ny + Toglog Ny, —1

ce qui est mne conséquence du lemme suivant:
Levmve 11.
0{z)

e @ > 29,
logt(z)—1 pour 82

(34) () log 8 (w) — B (z) >

Démonstration. Nous utiliserons les encadrements de Schoenfeld
[16], page 359

&z )
pour @ = @, = b9

bz
(35) "ﬁ——:@< 6((5)<m+ ].Og.’!)

avec a4 = 0,12 eb b=1—a
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Posons
b{=) ()
Yy == - — >
Ale) == (o) logz  logz{logd(z) —1) POUT & = Fo
z ’ E
6{u)d
_ J‘ 0 (w) du _ f{x) f (u)qfu. Laprés (7)
2 wloghu log (log () —1) wlog?u
o L

al—— @ (1 + _f__) .
>B@) = f logjffag&% h logm(loglr(;gf 1) +f zigﬂdx ’
g
__r
1

—TogsTogz =i {log®n — (8 —a)log* +(1 —4a)logw -2a)

et B'(x) est positif.

En effet
‘ 1 (1—a) 1
! — — 1 logm—1)*—
Bla) = log?m logi» logtxz(loge —1)* Loga(logn—1) _
~(1—a)logz—4alogr+2a]
a—1 1—a 4alogx —24a
= ‘ = U.
log?® loga(loge —1)2 log*z (loge —1)*

On vérifie que B(59) (> 0,14) est positif; il s’ensnit done que A(x)
> B{x), est positif pour x = 59.

Pour 29 <2< 59 on wérifie I’'inégalité sur les nombres premiers
et le lemme se trouve azingi démontré. ‘

Levy®E 12. Nous avons les majorations swivantes: Pour 5z 2

7 2
(36) z{x)log 6 (z) < 1 2,89726
0{z) log8(z) log28(x)
avee égalité pour o = Py,
logf(x 1 2,96690
57 m(@)logd(z) _ 60
G{x) logwz log*e

- avee bgalité pour & = Pagy—0.
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Démonstration. Nous démontrons d’abord (36) et (37) pour
2> > ce qui nous permet d’utiliser:

(38) f (=) 2'.1;(1—~ ([16], p. 359).

=
23logw

Compte tenu de cela et de (7) les inégalités (36) et (37) sonb
congéquence de

<
8(t) T 2,843
9 | F: 1 :
(39) J ilog¥ < log*x ( +‘10gm
Dlaprés (11), le 1% membre est moindre que
0,014
T (@) — e e
logz-  loglax
I suffit done, de wérifier que
40 | Ti x o 2,829% <0
(40) ) logz  log®z  logim )

Or, le 1 membre de (40) est fonction décroissante pour & > &> ot est
négatif pour # = 6™, '
Pour « s ¢*% on verifie les formules (36) et (37) au calculateur.

THEOREME 15. Powr e<< 0,38 (voir th. 11),

logn
w(n) << (1 +¢) Toglogn
dés que logn = 18,125,

Démonsgtration. D’aprés le théoréme 14 on aura

logn
w{n) < (L4¢) Toglogn
dés que n = N, avec

log ¥,

N 1 —_—
C () < {148 Toglog ¥,
ce qui est vérifié d’aprés la formule (36) si

1 B
- £
logf(p;)  log28(py)

§ = 2,89726,

ii suffit pour cela gue logf(p,) > 1/e+8 soit loghN, > e,
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Le lemme 12 nous permet aunssi de préciger les théordmes 11 et 12
de la partie 3.
TEEOREME 16. Pour nn =3
logn Togn logn

< -+ 2,89726 ———
@(m) loglogn ' (loglogn)® T8 (loglogn)?

avee égalitd. pour n = Ny,
Démonstration. Le théoréme est une conséquence du lemme 12,
aprés avoir remarqué qu’il suffit de raisonmer sur les nombres N,

TrdoREME 17, Sous Uhypothése de¢ Riemann on a
pour n= N, wn)<l(ogn)-0,12(logn)!*,

Le théoréme 9 domme 8(p,) > U~(k)—ak'?logk*® pour %> 5 avee
a =0,12; on peut d’ailleurs prendre & = 0 pour & =12481.
Par suite
b < 1 (0(py) +aRH (logk)*?),
12 (log k)**
log 6(p:)

On peut alors écrire d’aprés le théoréme 4

E <L (8(pg) +ab (p)?

E<1i(8(py))+a

¢.a.d.
o (N <liflog{¥,))+a(log N )"  VE=5.

On vérifie & la main pour & = 4.
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