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Représentation multiplicative
des entiers A Iaide de Pensemble #41

par

J. MEYER (Relms)

Notations. # désigne ’ensemble des nombres premiers, # +-1 ensemble
des successeurs des nombres premiers et &’ l'ensemble des puissances
des nombres premiers:

P ={p:pe?, re N

Soit # un entier > 1 et p un élément de Z. On désigne par »,(n) expo-
sant de p dans le décomposition de n en facteurs premiers.

Soit p” un élément de #’. On dit que p” divise exactement un entier
n3>1 (et on note p|n) si et seulement si » = vy(n).

Soit A une partie non vide de N*. On note d4 (resp. d4) la densité
inférieure (resp. supérienre) de A et d4 la densité de 4 (quand elle existe).
On, désigne de manidre analogue les densités logarithmiques 64, SA et 84.

M, (4) est Vensemble des fonetions multiplieatives de module <1
dont la restriction & A vaut 1.

%4 est 1a fonetion caractéristique de A.

1.1. On sait ([81, [7], [10]) que la représentation multiplicative des
entiers & aide des éléments d'une partie donnée 4 de N™ est lide au faib
que 4 est un ensemble d’unicité ou un ensemble unitaire, et donc dépend
de résultats obtenus & partir de 'étude de fonetions additives et mulbi-
plicatives. En fait, on peut aller plus loin dans cette direction: cet article
2 pour but de montrer, dans le cas particulier ol 4 = £+1, comment
& partir de résultats généraux sur les fonctions multiplicatives on peub
obtenir des précisions importantes sur la représentation multiplicative
des entiers. )

1.2. Rappelons que P. D. T. A, Elliott [4] a, le premier, montré que
Yensemble Z+1 est un ensemble d’unicité, ce qui implique ({37, [7], [10])
la représentation de tout entier # > 1 sous la forme

2 = (P 1)1 ... (P 1)
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2 J. Meyer

ol les o, (1 < i < k) sont des nombres rationnels dépendant de #, ainsi que
Ventier k.

Pour sa part E. Wirsing ([9]) démontre Pexistence de deux constantes
¢; et ¢, telles que tout entier # 3> 1 admet comme représentation:

0t = (py 1)1 ... (1, +1)%

ol @ ¢t & sont des entiers < ¢, 5, & { —1, +1} et @ < p;+1 < 2. Sa mé-
thode permet aussi de démontrer Pexistence d'un entier Dositit » tel que
toute fonetion f élément de .#,(# 1) (ensemble des fonctions multi-
plicatives dont la restriction & £ -+1 vaut 1) vérifie

Vazl [fm)] =1.

1.3. Ce dernier résultat peut étre démontré bar une autre voie ([7])
mais aucune des deux méthodes ne permet, semble-t-il, de déterminer
Pentier v (que l'on conjecture étre égal & 1) ou méme d’en donmer un
majorant,

Nous allons démontrer ici, & I'aide de résultats sur les fonctions
multiplicatives dis & H. Delange que le plus petit entier » eonvenable est
égal 4 la quantité :

max (1/dy),
Jedl 1(P+1)
ol dy est la densité de Pensemble {ne N*: f(n) = 1} Nous donnerons
ensuite une minoration de cette quantité. Enfin nous établirons le lien
entre ce résultat et la représentation multiplicative des entiers, obtenant
comme corollaire le résultat suivant: tout entier # > 1 admet la Tepré-
sentation: )
W= (P11 (1)

ot les a; (L <7< k) sont des entiers relatifs dépendant de n (ainsi que k)
et » est un nombre entier < 8.

2.1. Pour toute fonetion multiplicative J appartenant & ., (Z+1),
posons

v =min{a e N*: f(n)* =1, Vn e N*}
et

» = min{a e N*: Vfe #y(#+1), Vn e N* f(n)® = 1}.
Remarquons que, d’aprés les résultats rappelés dans lintroduction, les

quantités », et » existent. Il existe Caillenrs une infinits d’entiers u, ot
u tels que !

f)" =1 pour tout n e N*
et

f)* =1 pour toute fonction fe.#,(#+1) et tout n « N*.

Ce sont les multiples respectifs de vy o de

Représentalion multiplicative des entiers 3

On a les résultats suivants:

ProrostrioN 1. Pour towle fonction f de #(#-F1), la densité des
entiers n = 1 tels que f(n) =1, notée d;, existe et vaut 1. )

COROLLAIRE. On a Pégalité: v = max (1/d).

fetly(#+1)

2.2. Pour démontrer la proposition, on utilise un résultat de H. De-
lange ([1]) que nous allons énonecer aprés avoir rappelé quelques défini-
tions. .
Pour toute fonction arithmétique complexe, on considére pour chaque
n e N* une mesure yu, sur € définie par

VEe?(C), u,(B) = %— [im e N*: m < n et f(m) e B}.

On dit d’une mesure sur C qu’elle est invariante par rotation si elle
est invariante par toutes les rotations autout du point 0. On dit qu'elle
posséde une symétrie d’ordre » si le groupe des rotations autour de 0 qui
la conservent est formé des rotations d’angle multiple de 2x/v (et est
done d’ordre »). Soit maintenant une fonction multiplicative f de module
an plus égal & 1.

On a le théoréme suivant:

TuEoREME (Delange). Pour que la suite {1,} converge vers une mesure
& non invariante par rotation, il faut et il suffit qu'il existe au moins un
m e N* tel que la série

ULy sem
_,_,p(l o))

soit convergente.

Cette série est alors convergente pour une infinité de m, qui sont les
multiples dun certain q, et la mesure p posséde une symétrie d’ordre q si
F@N # —1 pour aw moins un e N¥, Qordre 2g dans le cas contraire.

2.3. Démontrons maintenant la proposition 1. Soit f un élément
de #,(P?+1); les résultats rappelés dans Pintroduction montrent que
f est de module égal & 1 et que la série

N L )

i p

est nulle pour an moins un entier m > 1. Les hypothéses du théoréme
sont donc satisfaites par la fonetion f.
Soit le nombre ¢ du théoréme. Comme cet entier divise »,, posons:

Y - %
vy=12, ol LeN.
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Pour tout nombre premier p, f(p) est une racine »-iéme de 1'unité, de telle
sorte que f(p)? est une racine i-iéme de I'unité. Done il existe un nombre
réel { strictement positif tel que pour tout p vérifiant f(p)? # 1,
1—Rel[f(p)1= > 0.
Posons
8 ={pe?: f(p) #1}.

La convergence de la série
1
D 5 sy
implique les inégalités

£ 3= L = -Rels)) <

:peS .
Donc la série 2 1/p converge. On peut alors utiliser un résultat obtenu

dans [6] et du‘e que, pour chaque entier # > 1, il existe un nombre premier
p tel que Pon aif
P+l = 2ni

ol t est sans facteur carré, est premier avee 27 ef n’a ancun factenr premier
dans S. Par conséquent f(7)? vaut 1, ainsi que f(p 1) et f(2) (ear f(2)
= f(54+1)/f(2 +1)). Done f(n)? =1, ce qui prouve que

v =q.
La mesure u posséde donc une symétrie d’ordre v (et non d’ordre 2v; car
f(2) =1). Par conséquent: '
a{ne N*: f(n) =1} = 1/».
2.4. Pour démontrer le corollaire, il suffit de voir que

» = mMax .
fedt1(F+1)
D’aprés la définition de », max » <.
Sfel{P+1)
10 suffit done de montrer que » << max .
) Fedly(@+1)

Soient a,, a,, ..., a, les 7 valeurs distinctes prises par vy lorsque

f parconrt 1’ensemble M (P+1). On a Dégalité:

Y = PP.OIAGy, Goyeeny @)

Pour toute fonetion f de #,(Z+1) et tout entier positif a, f* appartient
4 M (P+1) eb 8i y=a'b, o =b (be N¥). I existe donec %k éléments

Représentation multiplicalive des entiers 5

premiers entre eux pi,Ps,..., 0, de & et L fonctions fi,fo, ...,  de
M (P +1) telles que
y=p; (I<i<k)
eb
k
¥ = PDCAL vy, Py oeny V) = n ;e
. =1
Pour toute fonction f de A, (#-11) et tout entier n >1, posons
y(n) = inf{a e N*: f(n)* = 1}.
Clairement
vy = D.p.CIl (7{(1)) 5515

et dans le cas particulier oll », est une puissance de nombre premier:

vy = maxv;(n).
n>1

1l existe donc k entiers #4, %,, ..., 7 tels que
A<i<k) vy, =y (ng).
Pogons maintenant
Y= tpn.n(n)  (A<I<E)
et montrons que p; divise .
Comme [ H fi(n)]” =1, ¥ divise ». Si p; ne divisaib pas v, v serait

diviseur d’lm nombre de la forme (v/pj VA ou 2 est un diviseur striet de
Py e on am‘am Pégalité:

T e 1
[[] #:29]

i=1

Compte tenu que pour ¢ # j, ( fi(n,-))("lp")z = 1, P’égalité précédente devient

) (”/pj}}“

(f3(ny)

Draprés la définition de m;, ceci implique que p; divise (»/pj)4 et done

que 4 = p;.
Ainsi pour tout _7 €{1,2,...,n}, p; divise n; et donc divise v, .4,

Par conséquent ¥ = H p; divise v, . et cebte dermére quantité est
i=1
majorée Par IMAX #y.
Fedl (P +1)
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3.1.1. Soit 4 D'ensemble des nombres entiers d>1 qui.sgeuwvent
§'éerire sous la forme
p+1
@ d=—0,
g+1
olLp et gsont deux nombres premiers impadrs tels que ((» +1)/(¢+1), ¢ +1)=1.
Elliott ([4]) & montré que 44" > ¢ > 0. Bien que la valeur de la constante
¢ ne figure pas dans larticle d’Elliott, son caleul ne souléve aucune difficulté
et permet de trouver une premiére majoration de Pentier » via le corollaire
de la proposition 1 car, pour toute fonction f de .#,(#+1), 4 est inclus
dans Pensemble {n e N*: f(n) =1} et done:
o< inf 4.
- fedly(#+1)
3.1.2. P étant un entier impair, soit /5 I’ensemble des nmombres
entiers d >>1 qui peuvent s’éerire sous la forme

p+1

0 ~P+D’

ol p et ¢ sont deux nembres premiers impairs vérifiant:
g=1(P) et (d,P(g+1) =1.

Par une méthode légérement différente de celle d’Elliott, nous allons
montrer que dA p est strictement positive pour tout P et qu’en particulier
a4’y >1/118,2 (remarquons que .47, est identique & A7) et dAys.. o3
> 1/54,0121.

Enfin nous modifierons Pensemble ;. .., en un ensemble A 3,
encore inclugs dans lensemble {n € N*: f(n) =1} pour toute fonction
f de A (P 1), et dont la densité inférieure est supérieure ou égale & 1/8,96.
Toujours via le corollaire de la proposition 1, on aura obtenu le théoréme
suivant:

TrforkME 1. Soit

y = min{a e N*; V] e M, (P+1), f* = 1}.

On a Vinégalité:
< 8.

3.2. » étant un nombre réel vérifiant 0 < v <1, on désigne pour
tout nombre réel x> 1 et tout entier d > 2 par N,(d,z) le nombre de
couples (p, §) € # X2 tels que '

p+1 = Pd(g+1),
(diP(Q‘i‘l)) =1,

Représentation multiplicative des entiers 7

g =1(P),
3<p< et S a1,

Nous allons évaluer de deux maniéres distinctes la somme > N, (d,%).
2gd<zl—YP
(1) ¥V (d,x) peut tout d’abord étre majoré par la méthode du crible
de Selberg ([5], p. 119):

N, ey < {g< ¥ ¢ =1(P), (Pd)g+ (Pd—1) premier}|
g(Pd) g [ 140 (loglogm )]

=

2P vilogix logz
ot 'on a posé
1
o [T )
o2 (p—1)
et détini l1a fonetion g sur leg entiers > 2 par
-1
g(n) = —
2<pin(n—1) P—=

La majoration de N,(d, #) étant uniforme, on obtient Pinégalité:

(1) 2 Ny(d, =)

agd<al —YP

) v logloga
< St; . 196 : [ 4_0(_233_§__) 9(d).
2log?x ogw
@(P) vlog g I
Nyl(d,z)>0
(i) Par ailleurs nous avons les égalités suivantes:
> N@e= ) ) e(Pag+D)-1)
acd<al 7P 3<gsa?1 <A<zl P v
g=1(P) Pd(g+l)-1i<z
(2, Plg+1))=1
= = R
2 P 1= 3 o > L me
Igg<se’ =1 g P g+1) -1 ItgsT — DT aq
= = = P =
q=1(P) ((p+1;¥11(:iz(+1:13£§q))+1)) 1 g=1(P) ((p+§)alli('i'("Lz>?q+%fL])) 1
p#Pg+1)-1
ol B, (2,) = O(=(2").
Y Nd,o= Y p(r) + By (@, )

3cqea’~1 p<a! =g tY) ri((p+1)/Plg+1),Plg+1))

agd<s! V[P
g=1(P) p=—1(P(g+1))
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I
4

p(r)ale (g +1),1P(g+1), —1)+Ry(, )
3<gsa?~1 11Pg+1)
g=1(P)

Li(2' (g +1))

<gzatr D o (1P (g+1))
g=1 ) .

+ Ry (2, v)

N

ol
Byfw,0) = By(m,0)+ > > w(B(g+1), 7P (g+1), —1).

3<g<z?-1 7IP(g+1)
g=1 (P}
[Par définition, pour tout nombre réel y > 2 et tout couple d’entiers
(@,1) e N* x N*, on pose:

Ly
Bly,d,l) = a,l

(v, ) == (Y, )— ( a)

et .
H(y,d) =max max |E(y,d,1)].]
<y (Ld)=1

Le théoréme bien connu de Bombieri ([5], p. 111) permet d’estimer B, (2, v)
lorsque I'on suppose v strictement: inférieur & 1/2 et x suffisamment grand
car:

By (2, 0)] < |By(, 0)]+

3<e<a?—1  rIP(et1)
g=1(P) r<loglz

Bz, rP(q—}—l).)) +

D' Bz, rP(g+1)).
r|Plg+1)
r>loghz

81 r < logbs,

N Bl Pg+1) =0 (—“—)
s(_gf;‘/,_l ( ) q )) * \Togiie H
7=1(P)

pour r > log*z, on utilise la majoration triviale

@

Ainsi:

B (@, )| < Ry (z, )+ 0, (10:3 )+0(m viow i),

By(@,v) = O, (—m—)

logéz

Représentation mulliplicalive des entiers

Dautre part, comme 7 divise P(g+1)

) wsl)
p(rP(g+1))  rp(P(g+1))
Done:
7 Li{z*"(g+1)) _
Z N,(d,z) = 2 —P‘(q—+r+Rz($;”)
2cd<al =YpP 3gg<a¥—1
’ g=1(P)
& )
. ——— N N
, Plglegn)
3=z’ -1
¢ gml(P)
ol

(gt @ g4
Z P(q+1) ( (m (q—i_l)) 10g(w1—v(g+1))

Ry(w, v) = Ry(2, v)

3<g<x -—~1

&
e, = e 940 () = 0 o)

On obtient alors la mi;nora.ticn:

1

@’ 0, K )
N"(d’m)>1’log w(a, By 1)+ log®v

2d<al V1P

> s o
Z Pp(P) vlogiz = "\logiw/]

Tenant compte de la majoration (1), on 2 Pinégalité:

v g7 [ 140,(1/logz) ]

@) D, ez 80, P [1+0(10g10gw/10gm) :
agd<z VP
Np(da)>0

(iii) I1 reste maintenant & majorer 1’exp1essmn de gauche.
Définissons une fonetion gp sur les entiers > 2 par
p—1
aw= [[ =
2<pin{Prn—1)

Lorsque 7 est premier avec F, on a 1’éga,lit;é

p—_l

DIP

):
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Par suite btient 1’inégali : : | T \ ! g
ite on obtient I’inégalité j _ ‘}J #() ‘Z Fluye
. » p— 9 ml—-t: ri2P n<el—V~1
{3) d)> . . i =—1(Pr)
® gd:gu,,, 1 (0) > - g T +a) o
2gdgal — p 1 2
| - Sl [T (-3 (s PR e
Soient » et ' deux nombres réels supérieurs on égaux i 1, tels que 1/u+ : A 7 ?
+1/w’ = 1. Appliquant 1’inégalité de Holder, on obtlent [y, désigne le caractere principal modulo 7P.]
1fu Alfu’ g
) 2 w@s<( ¥ af'{ 3 g N v oo [ (14 TELY
2gd<zt =Y P 1<d<a! %P agd<z! P . o f(Pa—1)" == +
Npld.zy>0 Nplda)>0 (d.2P)=1 . Dy pteP P
.. i Ta2P)=1
Définissons une fonction multiplicative f par ' o ¢ (2P) 1
% — Lo ")
feh =1 VreN?, Z {an(vP) 2P¢(27P)} N
p—1 " f(p)g"'—l) ?(P) 1w
>2 fp) =272 e nr o F it B LA
? f@) P—2 € 3 P ﬂ(l—l- P P (
e sorte que Aingi, posant
Vi>2  gpld) = 7(@)f(Pd—1). e =D —2) 1
ap(u) = ” 1+ 7 ]
Appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient P12
u’ \ 2ur\1/2 2gs? on obtient:
» p) L@ <( X sar) 2 fea-1pf. a o(P)
2yl 1<a<al~"p 2<d<al =P X -\ (A < e % z7).
‘ (d2P)=1 {d.2P)=1 (@2B)=1 {5) 411.1 gp(d) < P BY2 ap(®)+o(z™)
Pour estimer les deux expressions de droite, on va utiliser des théordmes 2<(3§§);1IP
bien connus sur la valeur moyenne des fonctions multiplicatives ([27): ; o i i i
. : r (2D TRegroupant les inégalités (3), (4) et (3) on obtient la minoration
, - 2= 1 2, ‘ : ,
e T e L o A N R SN TS Y )y S
<ipoe ’ | : e E \Bal lePat] e 21
v ; \ . Ny(d2)>0
{7 désigne le caractére principal modulo 2P.]
: - 1 . ) : Done: e
N opap =2 (1 ) ( f(p) —1) N , o TTe-2\( 2P
= - = 1+ ——| +o(a*™). L AN ez (——~ —-—) TPy ()
D’autre part: ' ) - ot comme 7 est un nombre réel quelconque inférieur 4 1/2, on obtient
% ' o / p—2\» ‘
éliv FPa—1) ZP: () Z f(Pd—1) !,l p—1 2P )"”"
T e ©) o>\ 50 ) \swem]
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Enfin, comme pour tout nombre premier impair p on a Pégalité:

= 5
p—1 -1\ p

. 1
on obtient, en posant a,, = n (1—— ————), la proposition suivante:

P3P (p—1)
PROPOSITION 2. Pous tout nombre réel > 1, on a la minoration
P 1
(7) anpz )

P (160p)" (ap(u) 2] "
3.3.1. Faisons P =1 dans 'inégalité (7). On obtient
1 1
adN, = .
=t (16a,)* (al ('L")/z)u_1
La valeur de e; = 0,66016 ... figure dans [8]. Le calcul de a,(u) est asses
délicat pour les valeurs de u trés proches de 1, mais le maximum de Texpres-

sion de droite de (8), en tant que fonection de u, semble atteint en une
valeur voisine de u = 10/9.

(8)

On trouve
10 1/10 1

@ (— = 7,442 ... it AN = ——.

1( 9 ) ’ T
3.3.2. Faisons dans (7) le choix P = 3-5-...-23 et u — 50/49
On trouve:

1 -1
Qagese, 003 = ]7 (1— W) "0y = 0,99126 ...

2<p<23

et

50 \149
3.....28 ZQ—) < 1,067.

Par eonséquent:

P(3+5- ... -23) 1 1

ax. 3e23 2 ' = .
= 3:5-...-23 17,6715 54,0121

34.1. Introduisons maintenant lensemble Ny....ns- Posons
P = 27:34-5°-73-112.132.172-192-23,
et
‘/V:;-...~23 :69 0N 5., o230

Représentalion multiplicative des entiers 13

11 est clair que:

, ) <1 U(.P’)
LYY C S (YT P VSRR VA
o1p 51
Ainsi:
’ o~ 1
AN g s = (6,0301) A5, 0y > 8,06

3.4.2. 1l reste maintenant 4 montrer que, pour toute fonction f élé-
ment de .#,(#-+1), fM’é.,.__gs = 1.

A lexception du nombre 32, tout entier d diviseur de P’ et puissance
d’un nombre premier peut se mettre sous la forme: )

_p+1

=1
olt p et ¢ sont deux nombres premiers et (d, ¢-+1) = 1. [Voir tableau en
annexe.] D’autre part:

32-7 =223+1.
1 est done clair que fig,, = 1. En particulier f(3-5-...-23) =1.
Comme tout entier ' de 4. .., peut se mettre sous la forme (II),
fM’s-...-zs =1.

Enfin tout entier n élément de 4. ., 'écrit comme produit n = dn/,
ol AP, n' €Ny, o €6 (d,n') = 1. Par conséquent

3.5.1. Plus généralement & tout entier impair P, on peut ?.sgocier
un ensemble 4/ 5(P’) en faisant choix d’un nombre P’ dont les diviseurs
premiers impadirs sont ceux de P:

Hp(P) =) oANp.
8P

I1 et clair. que

AN W(P) =

et que I'on ne peut espérer obtenir pour dA"x(P") (& parbic de' ceti;ej inégalité)
une minoration meilleure que (2P /¢ (2P)) dA4"p, autrement dit meilleure que

2

(16a,p)" {ap () /2"

(9)
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Or on peut montrer que, % étant fixé, a{fp(ap(«u)/?:)”“l est une fonction
décroissante de P, pour P supérieur ou égal & une constante dépendant de
«. Bn effet, pour tout nombre premier impair p, on a:

1\ 2u’ o’
Pl —1 = +—~1—— -1z “ H
p—2 ’ p—2

Ainsi:

2u’ Hu’ Y u'
(1+ {(p-1)/(p—2)) —1)’ . (1+ 2 )
P »(»-2)
et cette dernidre quantité peut &tre minorée, pour p assez grand par 1 -
+1/p(p—2) (car la fonetion hi—>(L+h)M —1—Rh/24' est positive dans
un intervalle [0, h,], la constante h, dépendant de %’).
Par conséquent, pour p assez grand:

! * ((P -1 [(p— 2))2""_1 )ﬂiu'
_ 1 .
(l (p——lf) ( + -

o [y |
- -1\ p—2/1 7

On ne peut done obtenir pour Pexpression (9) une majoration supérieure &

1 1 1
8 limafp(ap(u)/2)*t 8
P-roo

Powr P’exposant » du théoréme, on ne peut done avoir un meilleur résultat
par cette méthode que » < 8.

3.5.2. Conjectures. Une premiére conjecture est que le facteur 8 qui
figure dans la majoration de N,(d, #) peut &tre divisé par 4 (conjecture
de Hardy-Littlewood); une seconde est que le théoréme de Bombieri
peut s'appliquer & toute valeur de Pexposant v (celui qui figure dans I
définition de N,(d,w)) inférieur & 1 (conjecture dA’Elliott—~Halberstam),
ce qui permettrait de multiplier par 2 les résultats obtenus. On aurait alors
Pinégalité d.4... . > 1/1,12 et on en conclurait que Pentier » du théoréme
1 vaut 1, ¢’est-a-dire que la seule fonection élément de #,(# +1) est liden-
tité.

4.1. Cette partie établit le lien entre le résultat obtenu sur les fone-
tions multiplicatives et la représentation des entiers naturels comme
produit ou quotient d’éléments d’un ensemble d’entiers donné 4.

Les démonstrations employées sont calquées sur celle du théoréme
caractérisant les ensembles unitaires ([7], proposition 4) qui devient
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alors un simple cas particulier (cas ot » = 1) du théoréme énoncé ci-des-
sous:

TrgorEME, Soit A = {a};.r une partie de N* et v un entier > 1. Il est
équivalent de dire

(1) Pour loute fonction multiplicative f dont la restriction & A vaut 1,
lo fonction f* est identiquement égale & 1.

(i1) Toute fonction additive g, dond la restriction ¢ A est & valeurs dans
Z, vérifie:

VYuneN*, wn)eZ.

(iil) Pour tout entier natwrel =1, il existe une suite (a;(n));; @66~
ments de Z, presque tous nuls, telle que:

v 81 pTiln,
Do) =1
forys 0 si phn.

Priag

Vpe?, ¥re N,

4.2. Avant de démontrer le théoréme, donnons-en une application.
COROLLAIRE. Il existe un entier v << 8 tel que pour tout entier n =1,
il eriste une suite (ap(n))peg @entiers relatifs presque tous nuls felle que

w = [ @1y,

peEP

Démonstration. Le théoréme 1 permet de dire que Pensemble:
# 41 satisfait la condition (i) du théoréme précédent pour un certain
entier » < 8. Et la condition équivalente (iii) implique la représentation.
donnée de tout entier #.

4.3. Démonstration du théoréme. Démontrons d’abord que (i)
implique (ii). Soit ¢ une fonection additive telle que
‘ Vaed, gla)eZ.
La fonetion multiplicative f = ™ vérifie
VYaed, fla)=1;
la condition (i) implique alors
VueN*, f(n)=1.

On en déduit:
YrneN*, wn)eZ.
Montrons maintenant que (ii) implique (iii).

Remarquons tout d’abord que la condition (ii) implique que 4 est um
ensemble d'unicité pour les fonctions additives. En effet, soit f une fonction
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additive telle que
f(4) = {0}.

Ceci implique, d’aprés (ii) que f(n) e Z pour tout entier #» > 1. Considérons
Ia fonction additive ¢ = f/¥/2; g est nulle sur A et, par conséquent, g(n) e Z
pour tout entier n = 1. Pour que »f(n) et vg(n) appartiennent simultané-
ment & Z, il faut que f(n) = g(n) = 0.

On a ainsi démontré que f est identiquement nulle.

Soit maintenant (&), une suite de nombres réels Q-lindairement
indépendants et &' = {p{, Pay ..., Ps, -.-} lensemble des puissances de
nombres premiers rangés dans Iordre naturel:

P =1{2,3,22,5,7,..}:
On définit une fonction additive I par

Lipy) = & VEx=1.
Et 'on note: )
V1 le Q-espace vectoriel engendré par {L(p;)}isi,
Uy le Q-sous-espace engendré par {L(a,)}i.r,
My le Z-module engendré par {L(pz)}is1,
X, le Z-sous-module engendré par {L(a;)}icz-
Montrons que la condition (ii)- implique
Vn>=1, +»L(n)elN,
ou, ce qui est équivalent,
Vo' e, +L(p el

‘Bupposons quil existe un élément p; de #’ tel que »L(pg) ¢ Ny. Soit
{¥}ren tme base de Ny (qui est libre comme sous-module d’un module
libre sur un anneau prineipal); {u;},.x est aussi une base de Uy qui est
identique & ¥ car, d’aprés la remarque faite au débubt du paragraphe,
A est un ensemble d’unicité. Par suite il existe des coefficients rationnels
{ag(Po))renw DPresque tous nuls tels que

vL(py) = ) vay(po) g,

keN

et il en existe au moins un, appelons o, tel que

vey, ¢ 2.
Soit ¢ 'application linéaire de V, dans R vérifiant
‘P(ﬂ’}co) =1, A ‘
@) =0 Vke N—{k}

et g, la fonction additive égale & go L.

S A e el
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Pour tout élément a de A, il existe une suite (ak(a))ksx d’éléments
de Z, presque tous nuls, telle que:

L{a) = 2 ay (@),
keN
Ainsi

95(8) = @y (0) € Z.

On a done construit une fonetion additive g, dont la restrickion & 4 est
a valeurs dans Z sans que vy, le soit (car vg,(p,) = vay, ¢ Z).
Par conséquent on a montré que (ii) implique

Vuz1, vL(n)eN,.

Done il existe, pour tout entier #>=1, des coefficients entiers relatifs
{a;(n)};e1, Dresque tous nuls, tel que

wL(n) = D' ay(n)L(ay).

iel

11 suffit maintenant de remarquer que la fonction additive 8, (o p” est
un élément queleconque de #') véritie

vor(n) = D a(m) dyr(a;)’ _
iel ! -
pour prouver la’condition (iii).

Démontrons enfin que (iii) implique (i).

La condition (iii) entraine trivialement la condition (ii) du théoréme
caractérisant les ensembles d'unicité ([7]) et dome ([7], lemme p. 11)
implique que toute fonetion multiplicative dont la restriction & A vaut
1 est de module égal & 1.

Soit fune fonetion multiplicative telle que f,, = 1. D'aprés laremarque
ci-dessus, on peut définir une fonction additive g par:

Vored', [ =m0, 0<g(pn) <.

Alors,
' V=1, fn)=emm, =

On a les égalités suivantes

Vaz1, fo) = ] exp@ing(p"} = expfomi 3 ("),

ol L P
) = expfoin 3 X am( Y wm) o), |
'pe# r=l iel .
My’ : .

2 — Acta Arithmetica t, 43, 2. 1
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floy = exp {2ix > a;(n) 3 > 927}
iel . :pe.'f' r>1
o7llay

= 6xp {22'7\: 2 af(’ﬂr)g(“i)}

iel

n (exp {2ing (a,)})™

iel

“Hf L(n)_

iel

I

Ce qui prouve la condition (i) et achéve la démonstration du théoréme.
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Annexe

Tout entier d figurant dans la liste ci-dessous se met sous la forme

1
I e @i =
a q p '} @ ¢ | P
2 2 5 7 5 41
22 2 i1 7% 5 293
23 2 23 7 17 6173
24 2 47 11 3 43
28 2 191 112 7 967
27 2 383 13 7 103
3 3 11 132 5 1013
32 7 71 17 5 101
33 3 107 172 5 1733
34 i 647 19 i 151
5 3 19 192 7 2887
5% 5 149 23 5 137
5% 3 499 |
References

H.Delange, Surla distribution des valeurs des fonctions multiplicatives complexes,
C. R. Acad. Sci., Paris 276 (1973) (15 janvier).

— Bur les fonctions arithmétiques mulliplicatives, Ann, Sci. Eec. I\Orm bup .
3eme série, 78 (1961), p. 273-304. .

F. Dress et B. Velkmann, BEnsembles d'unicilé pour les fonctzom addilives
ow multiplicatives, C. R. Acad. Sci., Paris 287 (1978) (10 juillet).

P. D. T. A. Elliott, A conjecture of Kalds, Acta Arith. 26 (1974), p. 11-20.
H. Halberstam and H. E, Richert, S’ww methade, Academlc Press, London
1974.

J. Meyer, Sur les fonctions additives bornées sur les 'nombres de la forme p+1,
avec p premier, Bull. Soc. Math. France 105 (1977), p. 33-45.

{7
{8]
[¢1
[10]

Représentalion multiplicative des entiers 19

J. Meyer, Ensembles d’unicile pour les fonclions additives. Etude analogue dans le
cas des foncitons multiplicatives, Publications Math. d’Orsay 81. 01 (1981), p. 50-66.
N. M. Shah and B. M. Wilson, On an empirical formula connected with
Goldback’s theorem, Proc. Cambridge Philos. Soc. 19 (1819), p. 238-244.

E. Wirsing, Additive functions with restricted growth on the numbers of the form
p+1, Acta Arith. 37 (1981), p. 345-357.

D. Wolke, Bemerkungen iiber Eindentigkeitsmengen additiver Funkiionen,
Elements of Math. 33 (1978), p. 14-16.

UNIVERSITE DE REIMS

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Moulin de la Housse

B.P. 347
51062 Reims Cedex

Regu le 4. 5. 1981 {1251)



