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La suite des approximations successives
dans Je cas gemeral

par
J. P. Delahaye'(Lille)

Résumé. Dans ce travail, nous considérons les suites engendrées par litération x,.; = f(x,),
ol f est une fonction continue d'un espace topologique séparé E dans lui-méme (comme on le sait,
ces suites ont une imporiance fondamentale en mathématiques et spécialement en mathématiques
appliquées).

Nous nous intéressons alors & Pensemble des points d’accumulation (et 4 'ensemble des points
sous-limite) de la suite {x,), sans faire d’hypothése supplémentaire concernant f.

Les diverses études faites jusqu'd présent sur ce sujet se plagaient dans un cadre relativement
restreint (les espaces métriques compacts, le plus souvent) [8] [9] [10] [12]. Nous avons regroupé et
généralisé leurs résultats et nous en avons obtenu de nouveaux. Pour justifier les hypothéses utilisées
nous donnons des contre-exemples, dont le deuxiéme, au §3, est particuliérement important car il
montre que Iensemble des points d’accumulation de (x,) peut &tre fini sans &tre un cycle (Cest la
premidre fois qu'une telle situation est décrite).

§1. Définitions et notations. Soit E un espace topologique séparé (c’est-a-
dire vérifiant I'axiome de Hausdorff). Si x est un élément de E nous noterons
V(x) Iensemble des voisinages (ouverts ou non) de x.

Soit (x,) une suite de points de E.

On dit que (x,) est convergente et que x est sa limite si et seulement si:
YveV(x),In,eN,VneN: n> ny= x,e0.

On dit que x est un point daccumulation de la suite (x,), et on note
xeA(x,), si et seulement si:

VveV(x),VneN,An,eN: n < nq et x, &v.

On dit que x est un point sous-limite de la suite (x,), et on note x € L(x,), si et
seulement si il existe une sous-suite (x,,) convergente de limite x.

On montre que A (x,) est fermé, par contre en général L(x,) n’est ni fermé ni
méme séquentiellement fermé [4]. Ona A(x,) = L(x,) et, si tous les points de E
admettent un systéme fondamental dénombrable de voisinages alors L(x,)
= A(x,).
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_ La suite (x,) est dite cycliqgue (resp. asymptotiquement cyclique) $°il existe un
entier non nul p, tel que:

VneN: x,., = X,

(resp. ,()fﬂp)’ (Xmp+1)s -+ s (Xup1p— 1) sOIENL cOnvergentes), le plus petit entier non
nul vérifiant cette relation est appelé période de (x,).

_§2..Inclusions et égalités entre L,f(L), 4 et f(A). Soit, en plus, une
application continue de E dans E. On montre facilement que:

FlAG) = AGR) et f(LEx) & L{/(x,).

S‘up_posons maintenant et jusqu'a la fin, que la suite (x,) est engendrée parf
C’est-a-dire que: o

(%) VreN: X0, = f(x,).

Proposirion 1. (i) f(A(x,)) = A(x,); (i) f(L(x,) = L(x,).
] _]?ernonstratlon. Elle résulte des inclusions énoncées au-dessus et des
égalités:
A () = A(xuer) = A(x) et L(f(x) = L(x,s ) = L(x,).
COROLLAIRE. (i) Si A(x,) (resp. L(x,)) est réduit & un élément, x, alors f(x)
= X. .
(i) Si A4 (x,,).(resp. L(x,) est fini et non vide, alors il contient au moins un cyele,
(On appelle cycle d’ordre p de f toute suite finie de p éléments distincts
(1, X35 ..., x,) telle que flxg) = x,, F(x3) = x3, "')f(xp) = X;).
f.’.ROPf)SITION 2..() Si E est compact alors f (A(x,) = A(x,).
(i) Si E est séquentiellement compact, alors F(L(x)) = L(x,)
. ’ . v
. (Rappelons que E est dlt. sequentiellement compact si toute suite (yn) de
points de E. posséde au moins un point sous-limite. Il existe des esp"aces
compacts qui ne sont pas séquentiellement compacts, et inversement il existe des
espaces seéquentiellement compacts qui ne sont pas compacts)
Dans le cas des espaces métri itior
) . ques compacts cette proposition est classique
!:8;[ [12] et de démonstration assez facile. Par contre, dans le cas général tr:ité
ici, con’lme nous allons le voir, la démonstration est un peu moins évidente.
Démonstration. (i) Soit x€A(x,). Pour tout voisinage fermé de x, v,

’ensemble K = fke N: x, El)] est ‘nﬁni En Cl' ssant lBS Al A t { K
u 1 » Ak l . assar clements de
v par

ks (0), k, (1), .., Ky (), ...

on i -sui i
obtient une sous-suite (xk,,(n))' Puisque E est compact la sous-suite (X m-1) a
()=

au moins un point d’accumulation .. Par définiti X ’
continuité de Fom o r i Yy éfinition de (x,) et d’aprés la
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En utilisant & nouveau la compacité de E on peut alors établir qu'il existe
y e E tel que pour tout voisinage ouvert de y, w, et tout voisinage fermé de x, v, il
existe un voisinage fermé de x, u, tel que: u < v et y,ew. Ceci permet alors
d’établir que x = f(y) et que yeA(x,).

(i) Soit xeL(x,). Par définition il existe (x,,) une sous-suite de (x,)
convergente vers x. La sous-suite (x,,- ) admet au moins un point sous-limite
y qui, bien sbr, vérifie f(y) = x. :

Remarque. Méme dans le cas trés particulier E = R, Pensemble A4(x,)
(alors égal & L(x,)) peut &tre fini ou infini, dénombrable ou non dénombrable,
parfait ou non, de mesure nulle ou non [2] [6].

CoNTRE-EXEMPLE 1. Une hypothése de locale compacité (m€me dans le cas
des espaces métriques) ne suffit pas pour obtenir les conclusions de la
proposition 2. En effet, soit f l'application de R dans lui-m&me définie par:

Vxel—o0,0]: f(x) = x/2+1,
Vxel[0,1]: f(x) = x+1,
VneN* Vxeln,n+1-1/2"]: .
flx) = -(n+1———1/2")(2"/(2"~1))(x—n—1+1/2”)—1/2",
VneN* Vxeln+1—-1/2" n+1-1/2""17:
fx) = @m+2+1/2" 2 Y (x—n—141/27)—1/2",
VneN* Vxe[n+1—-1/2"" n+1]: f(x) = x+1.

v Alors, en prénant %o = —1, la suite (x,) définie par (+) a partir de x;) et f,

vérifie: .
L(x) = A(x) =N et f(A(x)) = N*

§3. Compacité de A. On considére toujours une suite (x,) engendrée par la
relation x4, = f(x,) oufest une application continue de 'espace séparé E dans
lui-méme. ‘

ProrosiTion 3. Si E est localement compact alors: Pensemble A(x,) est
compact si et seulement si Pensemble des points de la suite (x,) est contenu dans un
compact.

Un résultat semblable pour des fonctions multivoques dans le cas E = R™
est donné dans [9].

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Pour montrer
quielle est nécessaire, raisonnons par Tabsurde en supposant que A(x,) est un
compact et que (x,) n'est contenu dans aucun compact. L’ensemble A (x,) qui est
compact, posséde donc un voisinage compact v ({11 p. 65). Daprés les
hypothéses les ensembles {keN; x,ev} et {keN; x,¢v} sont tous les deux
infinis, et donc I'ensemble {k&N; x,€v et x,,; ¢v} est lui aussi infini. Nous
pouvons donc construire une sous-suite (k) telle que pour tout entier n:
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X EV €L Xy g §v. Puisque v est compact, la sous-suite (xy,) posséde au
moins un point daccumulation x. Le point y =/f(x) est un point
d’accumulation de (X +1), donc ye A(x,), ce qui est impossible car pour tout
o Xymy+1 G0

CoNTREEXEMPLE 2. Le contre-exemple suivant est particuliérement
important car il montre que lorsque E n'est pas localement compact, (x,) peut
wétre contenu dans aucun compact, bien que A(x,) soit compact. Il montre
aussi'que A (x,) peut &tre fini sans 8tre un cycle ni méme une réunion de cycles.

L'espace E sera I'ensemble des suites d'entiers (r,), de T'une des formes
suivantes:

Forme 4, pour i€{0,1,2}:
VneN; 1, =1I.
Forme B,, pour meN, m > 3:

by = et VneN:n#m-3 = t,=0.
Forme C,, ., pour pe{~1,2}, geN, ¢ 23, meN, m>= q:

fpma=m et VneN:n#g—3 =, =p.

‘E est muni de la topologie de la convergence simple et l'application
continue f de E dans lui-méme est définie par:
S (Ao = Ay f(4y) = 4 S(4) = Ay; I (By) = Cromm
f(Cl,q,m) = Cz,q,m; f(CZ,q.m) = Cl.q-—l.m si q > 3;
f(Cz,a.m) = Bm+1'

5. 21 nous prenons X, =By, la suite (x,) engendrée par f commence par;
35 Cu338 C2,3.35B4s Cioa4; Cogas Ci3,45 Ca3,45 Bs; Cy 555 etc. On montre

que (x,) n'est contenu dans aucun compact, que (x,) admet les trois points
X - .

d’accumulation: Ag, 4,, A, qui ne forment pas un cycle.

§4. L’ensemble A et les cycles de f. Les hypothéses restent les mémes que
celles du §3.
, Le lemme suivant est une double généralisation 4 A(x,) et & L(x,) de
résultats analogues de [8] et [12]. "
LEMME. Supposons‘ que: Pour tout voisinage v de A(x,) (resp. L(x,):
dnyeN, VneN, n> Ry = x,€v.

5 ngtA # Drelque A c A(x,) et A A(x,)(resp. A < L(x,) et A % L(x,)).
S’il existe v un voisinage de A et w un voisinage de A(x,)— A (resp. de L(x )—':4)
vérifiant vw = @, alors: f(A) A "

Démonstration. Supposons quef(A)
que f(v;) = v. Soit. alors n, tel que si n >
certain entier n; > n, tel que: x, €.

< A. Soit v, un voisinage de A tel
ny alors x,ev, Uw. 11 existe un
Par construction X +1 €D et
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Xy +1 €05 Uwet done x,, . €v;. Par récurrence on montre de méme que pour
tout entier p: x,, +, €y, ce qui implique que A4 (x,) < A (resp. L(x,) = A), ce qui
est en contradiction avec I'hypothése 4 # A(x,) (resp. A # L(x,)).

Le lemme nous permet maintenant d’établir la proposition suivante qui
dans le cas particulier des espaces méfriques compacts est énoncée sans
démonstration dans [8].

ProrosiTioN 4. Si E est un espace localement compact et si A(x,) posséde un
nombre fini non nul de composantes connexes, chacune d'elle étant compacte, alors
il est possible de numéroter ces composantes A, A,, ..., A, de telle facon que:

J(Ay) = Ay, [(A) = A4s, ..., f(A4) = 4.

Démonstration. A(x,) est compact, la suite (x,) est donc contenue dans
un compact ce qui permet de montrer que I'hypothése du lemme est vérifiée.
Numérotons provisoirement les composantes connexes de A(x,):
A1, Ay, ..., A, Tl existe vy, vy, ..., v, des voisinages respectils de A4, 4,, ..., 4
deux a deux disjoints. D'aprés le lemme, pour tout it f(4,) & A;.

Montrons que s'il existe ye 4; tel que f(y)e 4; alors f(4;) = A;. II existe
velV(y) tel que f(v) < v, donc tel que f(v.n A;) = A;. L'ensemble B
= {x€A;: f(x)e A;} est donc un ouvert relatif de A (x,); C’est aussi un fermé car:
B = A;nf"1(4)) et donc B = 4;. '

On conclut en utilisant la proposition 2 et en appliquant encore une fois le
lemme pour montrer qu'il ne peut pas y avoir de ,sous-cycles”.

Nous pouvons maintenant établir le théoréme suivant qui fournit de
nouvelles caractérisations de la convergence cyclique de ['itération x,,,. ; = f'(x,)
et contient comme cas particuliers les résultats de [8] [9] [12]. '

THEOREME. Soient pe N*, xe E. Si E est localement compact, les affirmations
suivantes sont équivalentes:

(i) A(x,) posséde p éléments dont x,

(ii) x est point isolé de A(x,), f?(x) = x et pour tout ief{l,2,....p—1}:

14

Jix) # x,

(iii) la suite (x,) est asymptotiquement cyclique de période p et xe€ A(x,),

(iv) A(x,) posséde p composantes connexes dont Pune est {x},

V) A(x) =[x, £00, 203, ..o 771 (x)].

Remarques.

1° Une fois de plus le contre-exemple 2 montre que 'hypothése de locale
compacité est essentielle.

2° Dans le cas ou E est un intervalle compact de R, beaucoup d’autres
propriétés intéressantes des cycles de f peuvent &tre démontrées (voir [2] [3] [6]
7] (11D, '

3° Il est possible d’établir que lorsque E est localement compact et que la
suite (x,) ne posséde qu'un nombre fini de points d’accumulation alors A4 (x,)
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= L(x,). Ici on peut donc affirmer que dés que I'une des conditions (i}~(v) est
satisfaite alors A(x,) = L(x,).

Démonstration. (i) = (ii). Cest une conséquence de la proposition 4.

(i) = (iii). Supposons que (ii) est vérifiée et donnons-nous un voisinage
compact de x, v, tel que v " 4 (x,) = {x}. Puisque I'application /” est continue,
il existe un voisinage compact de x, w, tel que fP(w) c v et w < v.

Lensemble {keN; x,ew et x,.,¢w} est fini, car sinon la suite (x,)
admettrait un point d’accumulation x'ev—W ce qui est impossible. Il existe
donc un entier r, tel que pour tout ne N: X, 4, € . Ceci permet alors d’établir
que (x,,+,,) converge vers x et que (x,) est asymptotiquement cyclique de
période p.

(iii) = (iv); (iv) = (v); (v) = (i). Evidents.

§ 5. Ensemble dérivé de L et de 4. Les hypothéses sur fet (x,) sont les mémes
que précédemment. Si F < E nous noterons F' ensemble dérivé de E, cest-a-
- dire I'ensemble des points d’accumulation de F: ’

xeF < VveV(x),IyevnF: x # y.

ProrositioN 5. (i) Si E est compact alors A'(x,) < f(A'(x,)).
_ (i) Si E est séquentiellement compact et compact alors

L(x,) = (E(x)”
Remarque. Dans [8] ou la partie (i) était énoncée pour les espaces
métriques, Rogers et Metcalfl posaient la question; est-il possible que

A'(x,) 5 f(A'(x,)? Larticle [5] répond 4 cette question en donnant un exemple
d’espace compact E < R et dapplication f de E dans lui-méme tels que:

A() Af(A(x)) et Lix) #f(L(xy).

Cependant certaines hypothéses supplémentaites sur f (par exemple que
S™%(a) est fini pour tout aeE) assurent que légalité a lieu (voir [4] [8]).

Démonstration. Supposons E compact (resp. séquentiellement compact
et compact). Soit ae 4'(x,) (resp. ae L'(x,)). Pour tout voisinage w de a soit un
point b,, tel que; b, # aetb,ewn A(x,) (resp. b, ew n L(x,)). Soit ¢, & A (x,)
(resp. c,, € L(x,)) tel que f (c,) = b,,. La compacité de E entraine qu’il existe un
point ¢ de E tel que:

VweV(c), VveV(a),JueV(a): ucyp et C,EW.,

Ceci permet alors de montrer que f (c) = aet que ce 4’ (x,) (resp. c e L'(x,).

§6. Applications. Les généralisations présentées ont principalement consisté
en la suppression de 'hypothése de métrisabilité pour l'espace E. Les espaces
non métrisables se rencontrent fréquemment en mathématiques, y compris en
mathématiques appliquées. Par exemple I'espace des fonctions de R dans R
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muni de la topologie de la convergence simple n’est pas métrisable. Plus
coneréternent encore, Iespace de fonctions D(U) (U: ouvert de R"™) et Tespace
des distributions D’(U) ne sont pas métrisables quand on les munit de leurs
topologies naturelles -(voir par exemple [13] [14]). Les propositions et
théorémes démontrés ici peuvent donc s’appliquer & ces espaces-la.

Par exemple supposons donnée I'équation distributionnelle:

(%) ®T=0, TeD'(U)

ou @ est un opérateur continu de D'(U). Définissons ¥ en posant #T+ T = ¥T.
Le corollaire de la proposition 1 fournit immédiatement la caractérisation
suivante:

L’équation () admet une solution si et seulement si il existe Ty D'(U) tel
que la suite ¥" T, n'ait quun point d’accumulation.

Si dans un probléme d’équation fonctionnelle ou distributionnelle, on
applique une méthode d’approximations successives, le comportement de la
suite obtenue méme lorsqu’elle ne converge pas est intéressant. a étudier, les
énoncés généraux de cet article s’appliquent et fournissent des informations
utiles.
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