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We recall that f(i) = (i'***] and that 4, = i,(g) Is the smallest integer
for whieh f{i;~1)>g¢. A simple caleulation shows cg-iyjg< g™ for

12 :
g > ¢, Choosing { = max {Gg, E+1}’ by (26) and (28) we have

Prob {l|{&: 1<i< R, & = h (mod ¢)}|—k/g| > ¢ for some h, g, k}

gg j,A.Y.r: Prob{|{&;: 1< i< iy(Q), & = h(mod 9)}f > 1}
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Thus the proof of Theorem 3 is complete.
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Polynémes de F,[X] ayant un diviseor
de degré donné
par

Mmpemis Car (Marseille)

1. Introduction. Soit F, le corps fini & ¢ éléments et F [X'] Pannean
des polyndmes & nne mdetermmée sur ls corps F,.

8i —1 n’est pas carré dans le corps F,, il ¥ & une similitude parfalte
entre Pétude des sommes de deux carrés dans F,[X]et I"étude des sommes
de deux carrds dans l'annean Z, comme le montrent la caractérisation
des sommes de demx carrés donnde dans [7] ou Pestimation du nombre
A(n) de polynémes unitaires de degré » qui sont sommes de deux carrés
obtenue dans {171

8i —1 est carré dans le corps F,, cette similitude disparait, et, le cas
de la caractéristique 2 excepté, le probleme des sommes de deux carrés
devient trivial puisque tout polyndme de F,[X] est alors somme de deux
carrés. On rend ce probléme moins frivial en exigeant dans les sommes
de deux carrés les eonditions de degré les plus restrictives possibles, con-
ditions qui sont automatiquement réalisées dans le cas ol —1 n’est pas
carré dams le corps F,. Les polynomes de degré 2n ou Zn—1 sommes
de deux earrés . ‘

A4 B

ot A et B sont des polvmémes de degré au plus égal & » sont les poly-
némes de degré 2n ou 2n—1 admettant un diviseur de degré n.

Par tne méthode semblable & celle quont utilisée Erdss [4] et Tenen-
baum [9], on obtient dans [2] une estimation asymptotique du nombre
A{N) de polynémes unitaires de degré N de F [X]ayant un facteur de
degré égal & la partie entitre de N /2, estimation donnée par le théoréme
snivant:

THEOREME. Pour foutl réel & > 0, il existe un entier N (g, &) ne dependant
que de g ef de ¢, tel que, pour tout entier Nz=N(q,«) onait

&
L i) < = (log M)~

Y“Te



132 M. Car

_1 1-+log(log2)
N log2

la constanie impliguée par le symbole < ne dépendant gue de ¢,

Sous Ia forme d'un probléme de divisenr, le probléme étudié en [2F
n'est quun cas partieulier dn probléme suivant: Xiant donnés deux
entiers 0 < <N, peut-on estimer le nombre de polynémes de degré ¥ de
F,[X] ayant un diviseur de degré n? Ce probléme peut se poser que —1
soit ou ne soit pas carré dans le corps F,. Clest ce probléme que nous
étudions ici, en nous lmitant aux polyndmes unitaires, et, pour des raizons.
de symétrie, au cas oll N > 2»n. On supposera aussi # 5= 0 pour que le
probléme ne soit pas trivial

Notons que si —1 est carré dans le corps F,, et si celui-ci n’est pas
de earactéristique 2, ce dernier probléme peut encore s’interpréter comme
un probléme de sommes de deux carrés. En effet, tout polyndéme de degré

N ayant un diviseur de degré s s’éerit comme somme de deux oarrés

A*L B, ot 4 et B sont des polyndmes de degré an plus égal 4 Sup (n, N —a).
Cette limitation des degrés ¢tant moing naturelle que celle imposée en [2],
nous ne nous intéresgerons pas & cette interpréiation.
On désigne par F(N, ¢) le nombre de polynémes unitaires de degré
N de F,[X] admettant un diviseur de degré o. 8i I'on impose au rapport
V/n de rester borné, lestimation des mombres F{N,n) peut se faire
comme celle des nombres A(N) qui est faite en [2]. Lorsqu’on n’impose
pas cette condition, l’estimation des nombres F(¥, ») se fait par une
méthode légérement différente, méthode utilisée dang {9] pour résoudre.
un probléme analogue sur les entiers. Les résultats établis ici généralisent.
les résultats obtenus en [2] avee une minoration meillenre, semblable
& la minoration obtenue en [11]. Ils peuvent etre résumés par le théordme
suivant:

THEOREME, Soit

1+-log(log2)
.
log8

a =

Alors,
(1) st » et N sont des enticrs lels que 2<n< XN, on a

P
F(N,n) <<Z‘;;;: (logn)~2,

(2) il existe une conslanie absolue ¢ >0, effectivement caloulable, ef
ui entier ng 2= 1, tels que, pour tout entier n = ny, powr fout entier N = 2n,

icm
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on uil
.
F(F,n) » g-u— exp( —e{log(n)log (logn)'*)
9

les constantes impliquées par les symboles < ne dépendant que de (.

Remarquons que ce théordme ne donne pas d’information pour tous
les entiers » possibles. On n'a ancun résultat général pour les petites valeurs
de n. Toutefols, on pent faire tn calenl direet de F(¥, #) dans eertains.
cas particuliers. Par exemple, on a sans difficulté que

q—’"[1—(1—%)q] s ¥=q,
F(¥,1) = x
’ q*"[l—y(—i)k} si N<gq.
P A

2. Notations and conventions. Soit % Uepsemble des polynémes

. nitaires de F,[X]. I mot polynéme désignera toujours un polynéme

de %. Soit 4 un tel polynime. On note
d°4 le degré de A,
14| le nombre ¢
S8i 4 s'éerit comme produit
A =PP...P",

oit Py,..., P, sont des polynémes irréductibles deux a4 deux distinets,
Ol %y, ..., #, sonb des entiers strictement positifs, on pose

o{d) =r, £(4) =4+ .. TU.

Soit alors i(n, 4) 'ensemble des indices i e {1, ..., r} tels que 4°P; < %
On pose
2.4y = 3w

Fei{n,1) )

o,(A) = Card(i{n, 4)),

T polyndme A est dit sans facteur carré si o(4) = 2(4). On désigne par
2 I'ensemble des polynémes sans facteur carré.
Soient 4 et B deux polyndmes. On note

AvE le plus grand divisenr commun de 4 et de B,
A|B la relation A divise B. '

On désigne par # lensemble des pelynoémes irréductibles. 8i n eb
N sont des entiers tels que 0 < » < /2, on désigne par F (N, #) P’ensemble
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des polyndmes de degré ¥ de % admettant un divisenr de degré n. 8i # est -
n ensemble fini de polyndémes, on note ||#|| le cardinal de # et, pour tout
nonxbre réel y, on note

o, (#) la somme E B
BeX

3. Estimation des nombres ¢,(N,n), p,(¥,n) et P (N,n). Soicnt
&, n, & des entlers positifs. Soient
7 (N, %) le nombre de polymémes I ¢ 2 tels que w,(H) =k, 4°H = N,
1. (N, n) le nombre de polynémes H e ¥ tels que w,(H) =k, d°H =N,
P.(N,n) le nombre de polyndmes H e % tels que Q,(H) =k, @°H = N,
On pose

0l N) = GV, N)y pu(N) = (N, )y, Pp(l) = Py(V, N).

‘Ces nombres ont été étudids dans [31 On y démontre lo =

TEEOREME F. Soil wn nombre véel A > 0. Si k ¢t N sont des entiers
tels que 1 < k< Alog(N),
¢" (log Ny ¢" (log NP

N) <

(N . £ _ooed)
GN) STy Pl N{E—y

Tes constanies impliquées par les symboles < we dépendant que de ¢ ¢t d¢ A,
Soit un nombre réel A €10, g[. 8i & et N sont des entiers tels que 1 <k

< Alog(N), ]

g¥ (log )"

Pu(M) < N(k—1)!

H
1a constante impliquée par le symbole < me dépendant gue de q et de A.
On désigne par (V) le nombre de polyndmes irréduetibles de degré .
On a

G (N) = p2(N) =Py (V) = a(¥N).

10 est bien connu que les polyndmes irréduetibles de F,[X] ont une réparti-
tion analogue & celle des nombres premiers. Cette répartition est donnée
par le théoréme suivant dont on peut trouver une démonstration trés
simple damns [8].

TERoREME I Pour toul entier k3> 2,

g —2¢" < k() < gF.
On obtient une estimation des nombres p, (N, ») et P,(N, n) & partir

de Pestimation des nombres P (N, n). Cette derniére estimation fournit
en outre une minoration de ¢,(¥, ) qui sera utilizsée au paragraphe 5.
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3.1. Estimation des nombres ¢ (N, n) et Po(¥,n). Du théoréme IF
on dédnit la relation

Nen
] N AT W R q

{1) Go(V, 0) K Po(N, a) < gV, 0} ITESITESI

Seit un nombre réel » > 1. On note #{¥, »} Pensemble des polyndimes
de degré N dont tous les facteurs irvéductibles sont de degré strictement
supérieur & . On pose

{2) PN, 2) = 2N, n).
Boit '
1
3 Via) = 1— ).
@) (o) ﬂ ( ém)
apge

LComme pour le théoréme 1, p. 201 de [5], on démontre quele rapport
PN, )
V@)

reste borné par deux constantes strictement posifives. La démonstration

nécessite quelques notations supplémentaires. On chomlt sur S une relation
d’ordre total notée < te]le que

PGP < Q.

8i @ e#, on nole [, resp. @[, Vensemhble des polyndmes irréductibles

P tels que @ < P, resp. P < @ et P 550, On note % (N; @) V’ensemble des
polyndémes de degré N dont tous les facteurs irréductibles sont dans
[¢. On pose

{4) | PN, Q) = 12(¥, Q)l;
o 1
() | 7(Q) = ﬁg (1"Tp’|')

PrOPOSITION 1. I1 emiste des constanies absolues a; >0 et a,> 0,
telles que
(a) pour tout polyndme frréductible Q), pour tout entier N Z d°(),

{6) o, V() & SPF,Q<e ?(Q)qu
(b) powr feul nombre réel x> 1, pour tout entier N > m,
(7) a, V(2)" <P, < o, Vir)g".

Démonstration. Le théoréme I remplacant le théoréme des nom-
bres premiers, comme pour le théoréme 429 de [6], on démonire qu’il
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exigte des constantes absolues a; > 0 et a, > 0 telles que, pour tout ¢ = 1,
on ait

(8) ay <V (1) < oy

Le théoréme II nous donne aussi, pour toub polyndme irréductible P,
logd _ V(d°P)
aer TP

(9)

Soit un nombreréel » = 1. Soit ¢ nn polyndme irréductible. Soit un entier &,

Bi o< N < 22, resp. 51 °Q < N < 24°Q, et 5 H e ¥(N, 2), resp. si
He#(N,Q), H et irréductible, ef

P(N,») =x(¥), resp. P(N,Q)—=a(N).
Le théoréme II ef les relations {8) et (9) nous donnent
29  PN,») 1 20  P(N,0Q) 1
< N1 < Ty g— N3 . g .

2004, g Vi ay 200a, g Vi) a, {1 —log2)
On pose a; = 29/200a; et a, = 1/a; (1—log2). La proposition est 4tablie
gous les hypothéses

(F,) d°Q < N < 2d°Q.

Soit un entier v > 1. On dira que » et N véritient l’hy'pothése (H,) st
<N« (v+1)y; on dira que ) et ¥ vérifient Uhypothése (H,,.) si 4°Q
<N < (v+1)4°Q. On suppese que sous 'hypotheése (H,), resp. {H,), (6),

resp. (7), est vérifide. Solent alors § €. et un entier N vérifiant (ﬁu L1)e

(H;) e < ¥ < 2», Tegp.

On peut supposer que N = (v+1)d°@. On a
P(N,Q)=P(¥N,Nn+1)+ > PN—&R , B),
d“Ré_A?u-l—l

Njo+1 et N vérifient (H,), et, pour tout polyndme Re[@) tel que d°R

< N/v+1, R et (¥ —d°R) vérifient (H,). On applique les relations (6) et (7)

aux nombres P(¥ —d°R, R), P(N, N [v). Aprés simplifications on obtient
o< P(N,Q)/V(@)" < a,.

Le point (a) est établi sous I"hypothége (1_11, 1)

Solent # > 1 et wn entier ¥ vérifiant (H,_,). T1 existe un et un seul
polynéme irréductible @ tel que # (N, ) = 4’7(1\7, ). Mais alors, V()
= V(Q), 4°Q > » et 4°Q < N < (v+1)4°Q. D’aprés ce qui précéde,

a1\P(N o) [V (@)g" < % Ua,
ce qui établit le point (b).

Polyndmes de FgfX] ayent un diviseur de degré donnd 137

COROLLA}BE Il existe une constanie absolue g telle que pour fout entier
vn 1, pour tout entier N = n, on ait

{10) 2o (N, n) < Py (¥, n) < ayq” -

TrEoREME Q. II existe une constante ahsolue o, > 0, un entier 6, > 0
tels gue, pour fout entier m = 0, pour tout entier N > n, on ait

g (N, 0} = ag” -

3.2. Muajoration des nombres p, (N, n) et P .{N,n). On suppose k= 1.
On conserve les notations du paragraphe 1.

On désigne par 5#°(n) l'ensemble des polynémes de # donb tous les
facteurs irréductibles sont de degré au plus égal & n, et par #(zn, k), resp.
#(n, &), Pensemble des polynomes H e # (n) tels que 2(H) =k, Tesp. tels
qus w{H) =k

ProrostTioN 2. Soil un nombre réel A > 0. 8i & ef n sont des entiers
tels que 1 <k < Alog(V{n)),.on, @

(—IowV(n))

{11) oy (Bin, R)) i

1a constante impliquée par le symbole < ne dépendant que de g et de 4.
Soit un nombre réel A e 10, g[. Si % et n sont des entiers tels que 1 < F
—Alog{V (), on a

(—log ¥ ()}t
— 3., 1

{12) o_,(#n, b)) <€ 7

la constante impliquée par Te symbole < ne dépendant que de q et de A.
Démongtration. Posons, pour tout nombre complexe z de module
strictement infériewr & 1,

(i) | f= D #®E"

Hest{n)

On remargne gue

e

{1} fl2) = Y o q(hin, k))e".

k

[
o

Dans le disque is| <1 cette série est absolument convergente et
§6orit comme produit enlérien absolwment conve}'gent

o= [

Pegd
d°P<n
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7 . 131! 1\°
10=[] (o -w) Jo-m)
alors,

(i) f&) = g&) T (m)~".

Le produit g(z) admet un prolongement analytique & tout le plan
complexe. Pour tout réel 4 > 0, les fonctions g et ¢'" sont uniformément
hornées dans le disque fermé j#] < 4, les bornes ne dépendant que de g et der
A, Sott un entier k < — 4log (V (1)), soit ¢ = &/ —log(V (n)). La formule de
Cauchy nous denne

icm

On pose

(2

G_z (h’(%p R)) =

[ g()Vin) 2z " da,

2w .
|2] =2

id_;(k(ﬂ, ?i))-.f/(s)i. f%—ndz-—

7N —gle)—g'(e){z—2)
A-,—lp'(n)z dzjj<

fg=a ]zl &

(—log(Vm)fF| (- log ()2
it ] (k—1)1 "

le—el* |V (n) ™"
TR

[
)
B
—_
32

o (h(n, B)) —g(e)

les constantes impliquées par les syinboles < ne dépendant que de ¢ eb
de A. La majoration (11) s'en déduit.

Pour la majoration (12) on procéde de fagon similaire. Le prolonge-
ment analytique n'est possible que dans Ie disque |7] << ¢, d’oll 1a condition
A e]0, g[ exigée pour la relation (12).

TEEOREME F,. Soil un nombre véel A > 0. Alors, i & et n sont dos
entiers tels que 0 <<k << Alog(n), pour tout entier N> 0, on a

g (logm)*
n(kl)

la constante impliguée par le symbole < ne dépendant que de g et de A. Soit
un nombre réel A €10, q[. Alors, si k et n sont des entiers tels que 0 <
< dlog(n), powr tout entier ¥ >0, on a

P, m) <

g (logn)*
(k)
la constante impliquée par le symbole < ne dépendani que de q et de A.

PN, n) <

b
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Démonstration §i % = 0, ebsi ¥ > n, le corollaire de Ia proposition 1
donne les résultats anmoncés. 8i k =0, et si ¥ < n, le théoréme F, est
trivial. On suppose k= 1. Soit T e # tel que 2,(U) =k, U s’éerit comme
produit HE o H & # (n, k), olt B est un polynéme tel que Q,(R) = 0.
On a la majoration

DY PN —aH,n).

HE.#’(ﬂ )
PH=N

SinzN—d°H, P(N—dH,n) =0, si n<XN
corollaire de la proposition 1, d’of,

PN, n)<

—d4°H, on applique le

CPu(V,n) < azgr“'n.“‘l 2 HHIT S ey oL, (#(n, B))-

HedH (n,k)

SHLN )
Les relations (8) el (13) donnent le résultat annoneé. L'autre majoration
s’obtient de facon identique.

4. Majoration de F (X, n}. Dang ce paragraphe, leg constantes impli-
guées par les symboles € ne dépendent gque de g ou sont absolues.

Lexous., Soient @ ef b des nombres réels tels gue 0 <b <1 < a. Alors,
pour tout x réel strictement positif,

. mh e\os -
W D<)
hrax
1 mh e bz ;
—1/2
) ¢5<Hf
h<bar

Démonstration. (Pest le lemme 1 de [10].
ProrosiTION 4.1, Soif

: 1+log{log2)
g = ] e e T2,
log2
Alors, st m et N sont des entiers tels que 2 < n << N,
F(N,n) € g n*{Iogn)"".
Démonstration. Posons

logn 5 13 11

ez Tn" T

On partage Vensemble & (N, n) en ¢ing sous-ensembles F, (N, n), 1 < <

“t
~

. détermings par -Jes conditions suivantes.
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HeéF (N, n)e 2, (H) < a,

HeF (N, nywa< 2,(H)< b,

He#F (N, n)eb< Q,(H) et o,(H)<c,

HeF (N,n)=b< Q,(H) Iet ¢ < w,(H) < e*log{n),
HeF,(N,n)eb< Q,(H) et etlog(n) < w,(H).

On pose
F(N,n) = |1F,(N, 2.

1°8i He #(N,n), H écrit comme produit UV avee d°U =n,

AV = N —n eb 2 (H) = 2,(U)+2,(V) = 2(U)+ L,(V), @it Ia majo-
ration,
Fy(¥,n) < ) Py(n)Py(N —n, n).

itjse

Pour 1< i< a, j<a, on peut appliquer les théorémes ¥ et I, d’oi,

N i+i—1 R 210 ﬂ)h
—— o (Qogmy@™ o x (2loga)”
RN OSE 2 i L
iriea Decha—1
. izl

-ef, avec (2),

N

Fy(Vyn) < i—g(logn)_”‘“’ (2elog (2))lesnioes,

{a) F (N, n) <€ g""a-r“(logn)—lﬁ,
2° On a
Fol& ) < 2 Py(H,m).

a<k<b
13logn

Pour k<t =
o 10log2

, le théoréme T, s’applique, e,

(logm)®
2

a<ksh -

(X, n) < ¢n?

?
Ta majoration {1) donne alors _
Fy(N, n) < ¢"n™ (logn) ™ {elog{2))osnoe®,

(b) Fo(W,n) <€ ¢¥a"(logn)~".
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3% 81 He Fy(N,n), H est divisible par le carré d’un polyndéme K
tel que 2,(K) > a/10 et done tel que d°K > a{10. Par suite,

PN, my< 3 gV E g gv-am,

TEZN2

A*E=afl0
Or,

qa}m > galm - umo’
d’ol,
() ' F (N, n) € g¥n00,
4° On a
(E,m< M p¥,m),
Hej10<je log(n)

on applique le théoréme F,,

{logn)!
[

F (N, n) <€ g¥n? y
e
Ha/10 <j<eSlogln)
Avee (1) on a alors,
11logn

10 . 1tlog2
By, m) < g¥o (logn)™® (Eelog(z))

rn.
~11a T8 1%
lng2

1
10

=¢@Fn (logn)™'#,

(4) Fy(N,n) < g¥n71eme,

38 Hes s(N, n), il existe un entier k> e?log{n), un polyndéme
Kegn,k)y="hn,k)n2, tel que H soit divigible par X, 'ensemble
h(n, k) ayant ét6 défini an paragraphe précédent. Done

F@m< YN goes

Iz=e?login) Kegln,k)

On 3
1 k
o_yan, 1) gﬁ( D }P]‘l) :
Ps#F
d*P<in
On applique le théoréme II
' (1 +Hlogn)®
F(N,n) <" 2‘, !

Ezzedlog(n)

4 — Acta Arithmetica X1LIIT, 2
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d’olt, avec (2), |
Fy (¥, m) < ¥ (logn)~ "% ((1+logm)/elogn) =",
(e) Fy(N,n) < ¢~ (logn)™,

Comme a < 1/10, les relations (a), (b}, (e), {d) et {e) donnent le :L*éfsultad:j
ADNONCE.

5. Minoration de F{¥,n). Suivant la méthode utilisée dans [9]
et améliorde dans [11], on construit un ensemble contenn dans & (N, )
dont on minorera le nombre d’éléments.

‘ Les constantes impliquées par les symboles 0 et <€ gue nous utiliserons
ici ne dépendront que de g ou seront absolmes.

On pose, lorsque ces expression ont un sens,

L(z) =log(z), Ly(x) = log(log(a)).

5.1. Construction des ensembles & (N,n) et #{N,n). Soit un entier
n 2z 3 tel que

142 Laty1y2 1 Lln)\1f2

(1) # > sup loHEEGYE “_[:E_(i)f“ﬁ_]_ q Zar) )(m) |

{ 7(2) | J
Posons
@) | E = [(Lm) L)),

Lin}’
'ﬁ =] ——— ]

() . [EKL(E)]
Pour ke {l,..., K—2}, soit &, Penserable des polyndmes irréductibles.
P tels que '
{4) WE o @OP « uBFVE,

Soit & engemble des polyndmes sans facteur carré, ayant exactement ¢
facteurs irréductibles dans chaque ensemble Z, et n'ayant pas d’autres
factenrs irréductibles. La condition (1) assure que l'ensemble # n’est
pas vide. En outre, on a la '

PROPOSITION 5.1. Soient

5L
() - B(n) =(2Kfl?()2) 1) Ri2E
(6) bi{n) = %TLI__EIK(I-{*B%*UE). .

Alors, si Be A,
AT  Blw) < A°B < bin),
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ety en conséquence,
(8) ' I#T < (g —1).

Démonstration. Immédiate, avec le théoréme I1.

Pour tout entier §j= @, soit #; Densemble des polynomes de degré
j s'éerivant comme produit PR ol B € &, od P est un polynéme lrréduetlble
Les relations (1) et (7) montrent que la décomposition

H=PB, PecsF, Bed,
des polyndmes de ##; est anique. On pose alors,
 Pep(H) e B=RB{H.

Pour tout entier 7 = n, soif 77; Pensemble des polynimes de degré j s’éeri-
vant comme procduit QB ol .B e &, ol §) est un polyndime sans factenr
carré tel que o, (@) = 0.

Pour N = 2n, soit Z(¥,n) Pensemble des produits TV ou U e 57,
oit V e #y._,,, pour N > 2n+b{n), soit (N, n) Pensemble des produils
TV ol Ueast,, ob Ye¥y_,. On a

(9) (N, n)l< F(N, a),
{10) (N, n) < F(N, 7).
D'autre part, on & la _
PROPOSITION 5.2. Soit §(X, n), resp. TN, n), le nombre de solutions
de Véquation '
(m GV =0TV
telles que (U, U, V', V') e o, %, x&f’x_ﬂxaé’v_n,resp telles que (U, U’
T, V') e o, X, XV 5 XV j_y. Alors, on a
(11} 187, X gl < S(N, m) {2 (N, 0},
{(12) 15, X ¥ 3_n P < T(N, ) i¥ (N, n)].

Démonstration. Avee Uinégalité de Cauchy-Schwarz,

5.2, Bstimations auwilliaires. Ces estimations se déduisent dm thé-
oréme II.

ProrosrTioN B5.3. Sihefl, ..., K —2},s0it ¢, laréunion des ensembles
Py ey Py st hefl, ..., K—3}, soit #; la réunion des ensembles Py, ...
vy Py Alors, 81 L<h<K -2, 00 4

(13) ——Ll(;)‘ —nME (1+2q-8

]/E )@l o1 (F) <

Yg—1
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L (n) _ur PR I/c_f—g - L (%) K
() ———n (fmuq ey AR R
{15) , o (T} < q%l g

ant

{16) % < 1 (1eL(2))Me'T i B est pair,

1 ¢ \12ht
(17) RE1C <t (LeD(2)M e si Rt est impair

{ri(r+1)!}2
' et st bt = 2r+1,

sl hLE~-3, 0n a

_9_ Vg
(18) w@” ~7?/—(h+1)',K (1 “]“2Qha }/Q_f_l ) “‘<- Gy (f;&)
< (K —2 ;{h)L(’”') p G
o o -2—h)t
C (19) {o_1 (Fu)} < t! (231;(2))2(11—2—16)56211_

[(E—2 =Ty

Démonstration. Les relations (13), (14), {15) et (18) sonbt des
conséquences immédiates de (1), (4} et du théoréme IL

Les relations (16), (17) et (19) se déduisent des relations (2), (3),
(14) et (18) et de la formule de Stirling. '

PrROPOSIITON 5.4. On @

(20) o_1p( ) < PR,

2K a 2
(21) _ 0‘_1(.@) }t 2 ﬂ(l 2)(1 K),
ol

@ = 1— 1+ L,(2))/L(2).

Démonstration. Avec (7) il vient

a_qpl{%) < 2

Fed
Bln)<d"B<b(n}

lB E—l]ﬁ < Z qrj'.’
Bln)y<r<b(n)

?

Aot (20). _
Désignons par &; (1<i<<H—2), Pensemble des polyndmes sans

facteur carré, produits de ¢ facteurs irréductibles de &, et n’ayant pas

d’autres facteurs irréductibles. Tout polynéme B e # sécrit de facon

s

icm
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unique comme produit B;... Bx_, ol B;e &;, d'ol,

o_,(#) = 1By.a By o™

By aBr—g)e@ X, nfg _o

E-2
(*) o () =[] o).

i=1

Le lemme 13, p. 147 de [5] nous donne

1
0580 3 {o @} (3] Lo 2T o @)
Les relations (13), (15) et (1) nous donnent

L X n..ﬁx)’ q
L(r) g1

q—IS ! 3 22 . s
<3310 (1T u&(z)) FEEL )

nE g niE

& s 1tE2
(2) AT MR AN AR 2L (n) (1

Avec (3) il vient

—1% 3 2
R A oy L

32(g—1) \ ' 4L(
et,

ot 1 .
o_, (%) > ﬁ-{cr_1 (ZaY.

La telation (13) nous donme

cms IR - Y

Avee (3) ef la formule de Stirling, il vient

g _
o_y(B) >t (-—HBI;I(; )) 172 (26T (2))HMAEER),

et, avec (),

oy (@) > - E-DRy—a)t-3IE)

5.8. Minoration de ;[ et de ¥ 5 [
PROPOSITION 5.5, Soif wn entier j= n. Alors, on &

(22) "';?j" > qij‘—lt(ﬂﬁmlﬁﬂﬂ"“_ﬂ](l—zlﬂ)_ .

145
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Si nz=ny, 8i N>
(23) [E I TP Sl Sl

Démonstration. Le théoréme II nous donne
j—d°B Qq(j a°B){2

2pn+b{n), on a

. g
1 = Dali—EB) > Y
BEEB Be#
-1/
-1 v ~1 9 1B .
>l D) 1B 20" Y =
Bs:? Bed
Avee (1), (6) et (7) il vient '
. 4
125 = !I’J_l o_ (%) — ? q—llzz (%),

t (22) se déduit alors de la proposition précédente et des relations (2)
(3)

On suppose ’}L> #y &b I\T > 2+ B(n). Tout élément de ¥ y_, s'éerib
de facon unigue comme produit @B ol ) € 2 aves w,(@) = 0, ou Be
avec d°B <C b(n) < n, d’od, :

W amall = ) 4o{N —n—3d°B, n).

Be®

Ona N—n—a°B > 0= . On peut apphquer le théoréme Q

Qo (-'N—’f’h‘— dnB) > ..;; qN—n—d"B’
et,
1 .
Ik > g% "o

{23) se déduit de Ia proposition préeédente.
a.4. Majoration de S{N,n) et de T(N,n).
ProPORITION 5.6. 8i N < 20+b(n), on &

(24) BN, 0) € [, XAy 85 Ly (m) 2 A E T34,
Démomnstration. Les solutions (U, U, V, V') de I"éguation
(E) . UV =0V

considérées ici appertiendront toutes & #, X, XHy_, X Hy_,. Soib
(U, U0, V, V') une telle solutlon Il existe des polyndmes ureductlbles P,
P, Q, Q des polyndmes B, B', €, ¢’ de # tels que

PBEQG'C =TV =U'V =P B0,

icm

. =0 8i
(@) 8 [ .
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ef, d’aprés la proposition 3.1,
{3} PQ =P,

SiP=0,aloxs P=P =@ =g, 8i P =@, Péguation {(E') n'est
satisfaite que dans les cas suivants

HP=Pet§ =0,

(iff P =0 et P' =0".
On partage les S(¥, =) solutions (U, T, ¥, ¥’} de (E) en cing classes:

(1) les solutions telles gue p(T) = p(T7) = p(V) = (V')

(2) les solutions telles que p(T) == p(F) et Uv V¥V =1,

(3) les solutions telles que p{U) #=p{U") et Uv U’ =1,

(4) les solutions telles que p{T) == p(V) e TvV =1

(5) les solutions telles que p(T) #=p(T') et Uv U’ #1.
On note 8, ..., 8;1e nombre d’éléments de ces classes.

Bi (U, U, V, F) est compté dans S,, 7 divise 7', mais ¥ et ¥ sont
nnitaives et de méme degré, done ¥ = 77" et U = ", Par suite
{a} 8y = |5, X Hx_y i
8i (U, T, V, V') est compté dans 8,, U divise ¥V, p(T) = p(¥) et B(U)
divise B(T). Les polynomes B(U} et B(V) sont construits de fagon & avoir
méme nombre de facteurs irréductibles, ils sont done égaux. Ceci ne peutb
se produire que si N = 2g, d'oh,
0 gi N >2n,

N = 2.

(b) 8, =

oL s
8i 8, # 0, il existe un polyndme irréductible P tel que
N —n—bin) g d°P < n,

et dans ce cas il ¥ & moins de ¢*||@)* solutions dans la premiére classe,
d’on,
N = 2n-1+b{n),

L@t d N < 2ﬂ+b(ﬂ)'

Si D ést un polynéme sans facteur carré, dont tous les factenrs irrédue-
tibles sont dans les ensembles &, ..., @ .. soit k{D) le plus petit entier
h tels que tous les facteurs irréductibles de D soient dans f, = #,U ...
L U#F. On g alors,
w{D) < thi(D).

Notons @y, ., 1< b E—2, 1< k< hit, Pensemble des polynomes D gans
facteur carré, dont tous les facteurs irréductibles sont dans #,U ... U P,
tels quie % (D) =k et w(D) = k. Notons 8,(%, k), resp. 8;5(k, k) le nombre
de solutions (U, U', V, V') de (E) appartenant & la quatrieme, resp.
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3 Ia cinquitme, classe, telles que R{(Uv V) =h et o(Uv V) =k, resp.
telles que R(Ov T =h et 0o(Tv T") =1L

On a
(d) E Zsi (b, &},
: A=1 k=1
E-%
(e) 8= 3 Silh, k).
h=1 h=1

Congidérons maintenant un polynéme D e %,. Pour jein, N—n},
soit Hp, ; le nombre de solutions I e o#; de la congruence

Y =0 (med D).

Ty aau plus Hp, % Hp r_, couples (¥,2) e #, x#y_, tels que ¥vZ
== J).

LeMME 1. 1° Soient Ue#,, Ve#Hy_, tels que Uv V = D, Alors,
iy a au phis g {d°D) solutions (U U, V, V) de Péguation (R).

2° Soient U e #,, U e #, tels que Uv U’ = D. Alors, il y a an plus
0;(N —2n 4 d°D) solutions de Déquation (E).

Démonstration. 1° 8i (T, U', V, V') est solution de (E),

(%) V' = (mo'd%)-

Réciproquement, si V* e #y , véritie (), l'équation UV’ = U’V a au plus
wne solution U’ e,
Bi' V' e oy _, vérifie (*), il existe un polynome W tel que

= 'W_E-,

le polyndéme W est sans facteur carré et vérifie les relations
AW =d°D, (W) =w(D)=2=r.

29 Le deuxiéme point se démontre de facon identique.

Iemwe 2. Posons 1 =ht—k, r=(K-—2-—hjt. Alors, pour
je{n, N—n}, on a

| ¢ 25 ()| {o( S} (ool S
Hy. < ‘
R (1“‘"" j il 7!
le dernier factewr étant pris égal & 1 lorsque b = K —2,
Démonstration. Soit U € #; congru 4 0 modulo 1. Alors,

@°U =j et U = DPB', avec Pe S, DB e 4.
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Posons B’ = LR ol tous les facteurs irréductibles de I, s'il en existe,
sont dans £, ol tous les factenrs irréductibles de E, s'il en existe, sont
dans #;. On a _

o(l)+ D) =k e olR)=(EK-2—HK.

Notons %, resp. #, 'ensemble des polyndmes sans factenr earré ayant
1 factents irréductibles dans #;, resp., ayant r facteurs mréduetlbles dans.
Fi- On a alors,

Hp.;

i< Y‘Zaz(g d*(DLR)),

le théoréme II nous donmne

. 1
P Mt \!
Hpy<Di _QIZ £y IR j— & (DIR)'
La® Rex

d'oly, avee (7), (B) et (1),

! 2b
1y <51+ 8 (o (2o

Les polynémes de I étant produits de 1 factenrs irréductibles de £ deux
4 deux distinets, on &

{o.(F h)}

e_{&L)< I

et, dans le cas ot & = K —2, on a de méme,

0_1'(-%) < m_——{o_li{h)}r .

Les lemmes 1 et 2 nous donnent

{64 (fh)}ﬂ{a'—l (agh)}ar
{t{ryy®

M) Sl B < = 5‘ DI~ 4,(0°D)

(g) -
; ol =2 i o {Of-el(fh)}ﬂ_{c-—l(fh)}'r -
8 (h, &) < mﬁ%’k DI g (N —2n+d°D) S

Soit D e &y ;. Alors,
k= o(D) < th < hl(n)[2BL{2),
D N—2nz=dD=mn ME

L(@D+N—2m)> L (d°D)>m~1}(n) > 2RL(2).
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On peut appliquer le théoréme F

1D (L(d"l)))"~1
d°D  (k—1)}!
|D} (L(N—2n-+da D))
N —2n--d°D (k—1)!

De I'hypothése N = 2n-+5b(n), on déduit que

D] {L(a°D)F*

@D (B—1)

gx(a°D) <€

?

g (N —2n4-d°D) <

g (N —2n+d°D) <

k) et 8;(h, %) se niajoreront de la méme facon. On a

D] (L(@°D))F
@D kK

TLes sommes S,(%,

7:(d@°D) <

On a aussi-
(B +1)L{n) I

A°D < p@TE of =

L(@D) < L(ht),

droty, avee (14), (2) b (3),

!
k

@D < VAL, (n) )(1

! 12Kp~HE
N )

5.L{n)
Pour k<< ht,

k17"
e o

d’ot,

12Ky VK \k
Ster) <

.K.L( )) <63/2’ (1+

2L(n)

10 A2, (o, (F))*
a°D AN

g (d°D) <

1a relation (f) mous donne alors,

QN 3 —~WE { ul(fh }2“—]0{0'—1 agh

Sy

(¥ —n) ARy

Les polyndémes de %, , étant produits de & facteurs irréductibles distinets
de #,, on a

SR, k) <

g_1 (gi'a,k) .

{o, (fh)}k .

01(Z) < 1S
‘On. avait posé au lemme 2

l=hiek et r=/(K—2-Rk4.

icm
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On a done

AT IAES O 00 ) d L0 e
< am—n) {IRILO — ) T{[(E —2 —Tyel*

Les relations (d) et {e) nous donnent alors

8,(h, %)

K2 ht a —a
(£ (oo (FRP

_ ¢ e -we \V_100
O 2 D e PR = R

h=1

8,48 <

Ta fonetion kirk!(ht—k)! atteint son minimum pour k& = k(2 ou k
= (bt —1}/2 suivant que it est pair ou impair. Les majorations (18), (17}
et (19) nous cdonnent

K-

N
7 )63“22 nHE. Jit- 220 173 (20 L (2) )(K_a)t éx,
n

83+ 85 <

Re=1
N

P N Ny g (23 ¥ (2))2(K—2)f .
#(N —n)

;S’,,,—l—S <

Avee (2) et (3) on a,

QN 4E313,
S¢+S < _W(.N'—ﬂ)g

On conclut avee les relations (a), {b), (o) et (22)
PROPOSITION B.7. 8 »3zn, et si N> 2n+b(n),

Lg (n)—-ﬂ . ﬂ(?.—-a)(l—zfz) .

{28) TN, 1) € 1, XV T2 Ly ()2 FF32,
' Démonstration. Les solutions (U, T’, ¥, V') de Péguation
(E) oV = UV

considérées iei appartiendront toutes & I, X, X "/f" wem X P g B
(U, T, V, V') est une de ces solutions, il existe des polynémes irréducti-
bles P, P’ des polynomes Q ot @' sans facteur carrs tels que wn (@) = w,(@")
= 0, des polynémes B, B, €, ' de £ tels que

PBQ'C" = P'B'QC,

&(PB) = @(P'B) =n, @°(Q0) = dQ'C) =N —n,

D’aprés 1a proposition 5.1,

P=P & =0,

On partage les T'(N,n) solutions de (E) en deux clasges:
(1) les rolutions (U, U’, V, V') telles que Uv ¥ =1,
(2) les solutions (T, U’, ¥, V') telles que UvV # 1L
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On note T, et T, le nombre d’éléments de ces classes. Comme pour la pro-
position préocédente,

(2) Ty < |90 XY gl

Les ensembles 2, , étant définis comme & la proposition précédente, soit
T.(h, k) le nombre de solutions (U, U’, ¥, V’) de (L&) comptées dans
Ig et telles que AM(TUv V) =h, o(Uv¥V)=% On a

"Rz M
(b) T, = Z Tolh, k).
. © k=1 k=1

Hoit D un polyndme de 2y ;.

Levwve 3. Soient Uest,, Ve¥ nmﬁ tels que Uv'V = D. Aloys, il
Yy & au plus q,(d°D) solutions (T, T, F') de (B).

Démonstration. Comme pour le lemme 1.

LevMve 4. Soient 1 == ht—k, r = (K—2—h)t. Svit Vp le nombre de
solutions V ¥ y_, fe la congruence '

¥ =0 (mod D).
Alors,

@ (1, 2000\ foa( I {aa (S0
< 1+ .
D 7 I rl

_ Démonstration. Sémbl_a.ble 4 celle du lemme 2, lesr nombres
. @(j—d°(DLR)) étant rémplacés par les nombres g, (N —n—d°(DLR), n)
et le théoréme II par Ie théoréme F, .
. Les nombres Hy,,, étant définis comme & la proposition précédente,
il Y s au plus Hp , x Vi couples (U, F) e, x# y_,telsque Uv ¥V =D,
d’oli, avec les lemmes 2, 3 &b 4,

N . A2 732

b r
2,00 <L 3 ipitgap) Ll Tl AT

" o, o G

On majore T,(h, k) comme on a majoré S,(h,%). Avec (b) on obtient

g -
Tg < -—284K+3”2-I,2 (ﬂ)—‘ln(ﬁ—uj(l—m‘ﬂ').
n
On conclut avee leg relatlons (a), (‘)2) et (23).

Proposrrion 5.8. Soit ¢ == T+ 8/4L(2) -1/ —2a. Alors, i N <20+
+b(n), on a

'(26) ”%.(N; )|l > %exp(_uc(L(n)llg(n))m).
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Démonstration. Les propositions 5.2, B.5 et 5.6 nous donnent
QN
I, ) 3 ot T e,
d’ol, avee (1), {2), (6) et la condition N < 2an-+b(n),
'l ‘
W, )] » o nem Vgt Iy () 274K,
7
Les relations (1), (2) et (3) donnent alors
d _— 3 1
( —VI{n)Ly(n) [7+ ot —2(1]).

ProposSITION 5.9, 8 nzn, ef si N > 2nd-b(n),

2«

N
27) (N, n)

(— e (L (n) Ly (m))).
Démonstration. Les propositiﬂ,ns 5.2, 5.5 et 5.7 nous donnent
ﬂq_?/(N ,,n)” > n(u—ﬂ)fxtfl 2KL ('fl) 3_4K 3;,12

On eonclut comme précédemment.

Les relations {9), (10), (26) et (27) donnent la mineration annoncée
valable lorsque n vérifie la condition (1) et gue N € [2n, 20+ b(n)], ou lox-
sque n vérifie 1a condition (1), que n =5, et que Nz ntbn)
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Special values of the dilogarithm funetion
by

J. H. LoxTon (Kensington, New South Wales, Aunsiralia)

1. Introduction. The dilogarithm function defined, for suitable =, by

i 1 * log(1—1)
Li(2) = > 2t n? = —f»wiw———dt,
= ; ¢

is one of the lesser transcendental functions. Nonetheless, as Lewin’s
treatise [3] demonstrates, it has a very respectable pedigree and a wealth
of curious properties. o '

The present work will be concerned with some unexpected relations
between the values of the dilogarithm function at certain algebraic integers.
Lewin [4] has shown how interesting relations can be obtained by speciali-
zing Abel’s functional equation for the dilogarithm funetion, but this
technique does not seem to yield all the known results. Richmond and
Szekeres [3]have introduced a different idea. They apply the circle method
to obtain asymptotic formulae for the power series coefficients of the
functions occurring on the two sides of a partition identity of Andrews
and Gordon. A comparison of the twe formulae then yields non-trivial
numerical relations for the dilogarithm function. I shall exploit the same
principle here. The investigation hag produced some new partition identi-
ties of the same type as the celebrated Rogers-Ramanujan identities
and some new relations between values of the dilogarithm function.
In particular, T shall prove a formula conjectured by Lewin [4] which
had apparently resisted more direct attacks. Despite this success, these

_idess do not seem to touch the central problem here which is fo explain

the mechanism leading to such a profusion of identities.

2, The dilogarithm relations. It is most convenient to work with the
function
L{z) == Fi,(2) + 4logz-log(1—z)
instead of with the dilogarithm funection itself. To avoid problems with
complex logarithms, the argument z will be restricted to the interval



