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Sur le prolongement des fonctions [ associfes a un systtme
de nombres premiers généralisés de Beurling

par

J.-P. Borer (Limoges)

Soit # = {p;}icx. un systéme de nombres premiers généralisés de
Bewrling (ou. G.P.8.), ¢’est-b-dire nne suite de nombres réels tels que:

.ép,»é... et

1<p1 Pa 5 Imp; = +oc.

- 00

Soit A4 le gemi-groupe multiplieatif libre engendré par #. On détinit alors

la fonction [ associée & &2 par :
(o) = tole) = 2o = [ (1 —p)™
' bed” HEP

81 # = P est Pensemble des nombres premiers usuels, Ia fonction ¢p est la
fonction { de Riemann. Nous dirons que # € T.N.P. is 2 vérifie le théoréme

e
0 .
logz

81 # ¢ T.N.P., {z est holomorphe pour Re(s) > 1 et non nulle sur ce do-
maine, le prodult eulerien étant convergent. Le probléme du prolongement
analytique de £ & ganche de la droite Re(s) = 1 est intéressant : il est
hien connu que le reste mp(x) —Li(w) (1) est lie aux zéros de {p dans le do-
maine 1/2 < Ref{s} < 1. {p a un plolongement méromoerphe sur €, mais
on sait construire 2, & T. NP, tel que (s, & pas de prolongement & gauche
de la droite Re(s) =1 (Ryavec [3]). Gela, indigue que le prolongement
de [ peut étre trés divers. (Pest ce que nous allons préciser, en nous
intéressant aux domaines complexes sur lesquels { se prolonge, et aux
zéros et pdles de ce prolongement.

- des nombres premiers, c¢'est-a-dire :

O @
a(r) = mpla) = M1 = mon

NS

o ) B % ot fis3
(1) On rappeile que Li{z) = _] Togi florrt

5 — Acta Arithmetica XLIILR
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1. Quelques rappels et résultat principal

1.1. Soit 4 le demi-plan Re(s) > 0. Soit U’ un ouvert de 4, f unc
fonction méromorphe sur U'. Un ouvert simplement connexe U sera dits

F-mazimal si:
— U'c Uc 4, et f admet un prolongement méromorphe sur U;

— 8 faun prolongement méromorphe sur un ouvert simplement
connexe U tel que U < U = 4, alors U” = U.

Soit 7 le demi-plan Re(s) > 1, et #labande 0 < Re(s) < L. Bi UV = &#
et TUZ est f-maximal, ol f est une fonction holomorphe non nulle sur
2, nous noterons E{f, U) Pensemble des couples (s, n), olt Vélément s de

Un.@ est zéro ou pole du prolongement de f & UuUZ, et w e Z — {0} Pordre
de ce zéro, on Popposé de 'ordre du podle.

) 1
1.2. 8i #sT.N.P,, on pose: Hau(s) =II(z) = 2}; 7 (@), somme
=1
finie en réalité puisque =(x) est nul si 1 < # < p;. Done II{x) est nul pour
1< @ < py, et Phypothése # € T.N.P. entraine:

I{z) = a(n)+ 3 (@) -+ Z%ﬁ(mlm) = m{x)+o(z"%).

=3
Ta fonetion I7 joue nn réle important & cause de la velation:

()
i

o]

Jogi(s) = f x~fdl{z) = sfm"s

1

de 8 Re(s)>1

(voir par exemple [2]).
D’autre part, si
&

1—11 ) o
w(z) =f Togt dt = Li(z) ~logloga4C,

on a:

log

= j 2 du(z)

intégrale absolument convergente pour Re(s) > 1. Dolt Ta relation pour
Re(s) > 1:

log(sﬁ

+s | g7 ——— det
4 . @

g-(s)) —s fmms I {z) —Li(2) A f _s H (@) — ()
+sf - Ioglogm—cdm‘

&
1

icm
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ol les 25™€ et 3%¢ intégrales convergent absolument pour Re(s) > 1/2 et
Re(s) > 0 respectivement. Cette relation met en évidence le rapport
enfre le probléme du prolongement analytique de logl (c’est-a-dire celui
du prolongenient de £ et des zéros et pdles de &) pour Re(s) > 1/2 et le terme
reste so(e) —Li(a).

1.3. Quelques résultats sont déjh connuy:

1. I’hypothése de Riemann est fangse pour les G.P.S. appartenant
2 T.N.P, : Diamond a trouvé dans[1] de tels G.P.8. tels que { ait un prolon-
gement méromorphe sur le demi-plan Re(s) > 1/2, avec un seul pdle,
simple ¢t en § = 1, eb un senl zéro, simple et en § =1 —a, o étant un
nombre fixé gqueleonque, tel que 0 < a < 1/2.

2. Ryavec a construif un G.P.J. # € T.N.P. tel que & soit nn domaine
{p-maximal,

3. On sait aussi {Tyavee, [4]) que l’equatlon fonetionnelle est par-
ticuliére aun cas # = P.

1.4, Nous allons établir le:
TEBOREME 1. Soit g une fonction quelcongue sur [e, o[, réelle, bornée,
localement intégrable, et ielle que:

L—00

(H1) lim g(x) =90.

1-+g(x)

Soit G(s) = exp (f x~ Touz

e
existe # € T.N.P. tel que:
(a)} si U est une partic de 7 telle que SUT s0it ouvert connexe, ZUT
est Lp-magimal si et seulement si i1 est -mazrimal,
{b) les zéros et les piles de s ef G sur un tel DU sont les mémes, avee
méme maultiplicité.

d:l*). Alors G est holomorphe sur @, e i

Noug en déduirons des résultats trés généraux, contenant les résultats

- 1.3.1 et 1.3.2.

2. Lemmes préliminaires. Le premier de ces lemmes consiste & cons-
truire 2 tel que s(x) soit une fonection donnée, avee un terme d’erreur
assez petit :

LuvueE 1. Seit f une fonetion sur [1, oof, véelle, continue, croissonie
vers - oo pour @ assez grand. dlors il ewiste un GIP.8. 2 fel que: '
a(z} = flx}+0(1),
D, =€,

D’apreés les hypothéses faites, sur f, il existe @,2> ¢ tel que f soib crois-
sante et positive sur [#,, +oo[. On pose alors, pour 4 eN*, p, =
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=fi+

I (:nn)}. Alors la suite des p, osh croissante, avee p, 2= @y > ¢, eb:
= YMi= N 1=[f@)—f@l = @+0(1). =
B <)

Soit f mne fonction définie sur [1, oof et nulle sur [1, a], avec a > 1.
On pose alors:
P

olt u est la fonetion de Mobius, et la somme porte sur » € N¥, somme
finfe en réalité puisque F(z*'™) est nul pour # assez grand.

Levwvm 2. 88 f est définie swr [1, oo et nulle sur [1, af, ¢ en est do
mime pouwr IMf, ef on a:

MU =F el

V@) = ' j@hy et fe) = ) fatiy

MMf = f.
Toutes les géries considérées étant finies, on peut permutter les som-
mations, d’olt:

v .L(,(‘Jl f(m'llmn)

2
Ty Tl

~2f 2 D u(d) = f(o)
: de

jfﬂ_[f(. }1 !’5 n’) f(m).[m?!

et de méme pour M/ m
(Ces deux lemmes sont trés classiques. Leurs démonstrations sont pré-
sentées ici dans le but de rendre compléte la dérmonstration du théoréme 1. )
Levwr 3. Soit & un G.P.8. tel que p, > ¢ el

() _j 1400 4 0a")

our tout 0
10g p > U,

4 vérifiant les hypothéses du théoréme 1. ;ilors P wérifie les conclusions
du théoréme 1, '

Soit IT* la fonetion définie par :

Fltg®
e =(f"‘1‘o§7 “ S
. 0 i 1g<ege,

Posons f(z) = II(z)—11*(z). Alors si Re(s) > 1:

“g"(f;%“ = eXp (f m_sdf(f'«“)) = exp (S f &S I(f—)c?m) .

icm
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Or Pintégrale f ;v“sﬁ? {x converge absolument pour Re{s) > 0, puisgue
1 s
f est nulle sur [0, ¢] et que f{z) = 0(z°) pour tout > 0. Done C/d aun
prolongement holomorphe non nul sur le demi-plan Re(s) > 0. Cela entraine
immédiatement les rézultats {(a) et (b) du théoréme 1.
I’auntre part, comme g vérifie Phypothése (H1), on a:

@ :f ot 4 U )

ce qui entraine: [1{z) = Lifx)+o(Li(x)) et # e T.N.P. »

3. Fin de la démonsiration du théerdme 1. Soit »* = MII*. II* étant
continue, il en est de méme pour =*. Nons allons montrer gue, puisque
Eg(m) <1, la fonction =* est croissante pour x assez grand. En effet,

:z—>m

IT* est dérivable smﬂ en x = ¢, donc 7* est dérivable an pomt & 81 2 n'est
pas de la forme ¢®, n € X*. Bt en un tel point:

Li(z)+e (LI(JD))

7 1 .L”" 1 -} g {ab®
o )—.51“ ) 1+g@™)

o, 1
¢ —logx
o
1 Lo T e 1+9(fﬂ”"))
" logw (ng(‘L)T 2 n gl

1zl

ol 37 signifie In gommation pour # < [ogx]. Done, g étant bornee

* gi{n) 1+g@™) s
E%W—‘—= O( 12 IU”J})

et:
a* (@) =

{1- g @)+ 0(z~"loga)) est positif pour  assez grand.

logu
On peut done appliquer le lemme 1 avec f = 2%, ce qui enfraine Pexis-
tence d'un G.P.S. # tel que n{w} —=a*(z) = 01}, eb p, > 6. Alors:

1
H{wy = Ma(z) = Maz*(a'-)+0( 2 —) car Py
aslog e
= IT*{x)+ O(loglogx)

en miilisant le lemme 2. Le lemme 3 termine alors la démonstration. B
Ta condition p, > e n'est pas nécessaire, elle permet seulement de
simplifier la démonstration. :
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4. Application au prolongement de £, Soit U une partie de & teile
que ZUU soit nn ouvert simplement connexe et symétrique par rapport

4 l'axe réel. On note &(T) Pensemble des couples 5 = (s, n) ol s e Un P
et neZ—{0}, et on pose 7§ = (&, n). 8i UuZ est {pmaximal, avec
e T.N.P., et 8i {10’ ni zéro ni pbdle sur la droite Re(s) = 1 privée du point
s =1, alors B{fm, U} est nne partie fonectionnelle de &£(U), telle que

Fip, U_) = F(Ls, U) puisque {; est réelle sur la demi-droite s > 1 (une
-partie & de &{U) est dite fonctionnelle si: :
n=(s,n cFl ,
= 4 =)
7 =(&,n)cH

Pensemble des s lorsque % = (5, n) déerii une telle partie B est alors”

appelée domaine de définition de la partie fonctionnelle B). Le domaine
de définition de In partie fonctionnelle B{l,, I7) est d’autre part localement
fini dans U. ‘

Nous allons chercher & répondre au probléme:

“soit U une partie de # telle que U soit wn ouvert simplement
connexe symeétrique par rapport & 1’axe réel, ot & une partie fonctionnelle
de £(U) dont le domaine de définition est localement fini dans U, et telle
que £ = F. Existe-t-il # ¢ T.N.P. tel que U s0it (- mammal el gue

B(lp, U) = BY”

La réponse & ce probléme néeessite quelques lemmes préliminaires.
Nous noterous &’(U) l'ensemble des couples %' = (s,7) olt s € Unﬂ?’ et
v € B*. Dang toute la suite, U et B sont fixés, vérifiant les propriétés
énoncées plug haut, .

Ligvawe 4. Soit B = {(8;,1;)}je; une portie fonctionnelle dénombrable
de &'(T), telle que E = E. Soit & = {98 }ser vme suite d’éléments de 10, 1]
telle que p(3) = @(s). On suppose que:

Zqz(sj)-iwj] < oo e lim 2 vyl = 0.

jet L. Re(sj)>1-5

Alors la série:
gla) = = Xiy(L—ame) !
Jed
vérifie les hypothéses dw théoréme 1.
En effet, comme 5’ = E' ot ¢(35) =
nulle, et i on pose § = ¢4-it, on a:

glz) = —-27‘(1 —m‘¢)fw(ﬁf_§‘gﬂ_.

@(8), la partie imaginaire de g est

&

icm

Orl—as°

converge absolument et uniformément sur {1, -+ oo[. Done g(z) ef g(z)/logz
sont continues sur ce domaine, ef il reste & montrer (H1).

Sur lg prolongement des. fonelions 279

. . logz .
< @loga. Done cgtte série est dominée par — Z 7] *@-2%, qui

Soit & > 0 quelconque. Alors il existes > 0 telque ) || << &, Alors:

g>1-8

loga | o1 logs <0
o) <—=Zat= M plg+ >l <— Mirlgte

agl & F>1—2

- &b

limg(z)< &'
TR
En fait, on a montré que g vérifiait plus que les hypothéses du théoré-
me 1 :en ¢ffet, g{x)/loge est une fonction continue sur [1, ool Ce qui
permet de définir la fonction Fy. 4(s), fonction holomorphe sur le demi-
plan Re(s)> 0:

s g()

Ty 0(8) —f Tocx
/ g

Levma 5, Soient B et @ comme au lemme 4, g la fonclion associée.
Alors 8¢ Re(s) > 1:

[v-]
T gy \" s — (8 —mp)
J gt dp = — )} rlog ———— —Fp 4(s).
y loge = 885

En effet, si Re(s)> 1:

o L : e
:fm_sr.——l v msjfldﬁ) = _-J a0 (L —a™ ") e da
\ 7 loga , v

-l _s-—(;—w)) e g(%;—w))

et comme lorsque s réel fiend verg -+ oo les deux quantités fendent vers 0,
on obtient pour Re(s)> 1:

o
. 1z ®
J @ e TN =y 10g——(——igl
: 7 loga §—8
—? ' :
La majoration fj—alL o < |r;lp entraine que lon peut sommer
i logz

les quantités ci-dessus, et que Pon peut permutter les signes 3 et f , quand
o>71. Cela entraine donc Je résultat cherché. &
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On notera: -

88— {8, —els.
Hi0(8) = *Ea'jlog _ﬁm(:gi:}M
= $)

fonction holomorphe sur le demi-plan Re(s)> 1.
Lexnm 6.

[av]

P(s) = | &

1
du-log (s —1)
g®

@ in prolongement holomorphe sur le demi-plan Re(s) > 0,
En effet:

e 1 gt w0
F(s) =J ety T ~do-log(s —1) + (xv(s-;-l)
! p

! dw : I
ez,

logx

_ii.w_ _ jfm—s 1—p=t

o]
= logs - | gletl
' & j logw

logaz

Ie cqlml de la premiére intégrale se faisant comme pour le lemme 5 3, avee

=8 = ¢ = L. Le membre de droite de la dernidre égalité est ewdem-
ment holom01phe pour Re(s)> 0. m

.;{JEM:\IE . Boit B = {(s;, 7)oy ume partie fonctionnelle dénombrable
de €'(T), telle que B' — B, et dom& le domaine de définition est localement
Jini dans U, Soit & =

@(8) = p(8). On suppose qgue la série:

converge. Alors lo fonction Hy, o(s) @ un prolongement holomorphe sur tout
alivert simplement conneze

— contenant le demi-plan Re(s) > 1,

— ne rencontrant pas le domaine de définition de B’

Fn effet, soit K un compact ne rencontrant pag le domaine de défini-
tion de E’, et tel que KU soit simplement connexe. Alors chacune des

?(s;)
"’Q ) & un prolongement holomorphe sur KUZ.

())g_d
8

ol les constantes A et _A’ dépendent de X uniquemsent, Dot le résultat. m

fonetions log( +

Bt s sek:

e 1 RGNS
| og( + e <4 PR

W(si)ler wme suite Péléments de 10, 1] telle que

iom
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LEMME 7', 8i B et @ soni comme au lemme 7, et st de plus E' = £ (U}
ot 5i U'équation §; = 8. —p(8;) W pas de solution dans J % J, alors exp(Hyg 4)
o un prolongement meromorphe sur UUZ, avec powr zéros:

— les s;, zéros dlovdre v;, J déerivant J;

— les 8; —p(s;), wéros dordre — vy, j déerivant la partie J' de J définie
par s;—e(s;) e U.

St en particulier U est exp(Hy. o)-maximal, et si powr tout jedJ on
a §;—¢(s;) ¢ U, on a exaciement Blexp(Hg o), T} = .

En etffet, d’aprés le lemme 7, on a pour s € TUZ :

oot - 117t

TihoriAE 2. Soit B une partie fonctionnelle de £(B) telle gue E = E,
dont le domaine de définition est localement fini dans #. On note (o;+1t;, n,).
Vélément générique de T, el on swppose:

J'ﬂ,ﬂi
2 i} o; << oo, _Zlnjiaj< 0o,

JeJ i

sape; < 1.
¥ ] ot Jed

Alors 41 existe # e T.N.P. tel que Lp ait un prolongement méromeorphe & FUR
el que E(lp, &) = B.

En effet, le domaine de définition de H, loealement fini dans %,
est done dénombrable. Si on pose p(s;) = o;, les hypothéses faites permet-
tent d’appliquer les lemmes 4, 5, 7. Clest-a- d;re que la fonction exp (H , g!,(s))‘-
a un prolongement méromorphe sur FUH, eb :

Blesp(Hp,o), ) = E
puisque s; —p(s;) n'appartient jamais & #. On applique alors le théoréme 1.
avee la f.onctlon g associée & B et @. 11 existe donc # € T.N.P. tel que {5
ait mn prolongement méromorphe sur gUZB {car G a un prolongement.
méromorphe sur ZUZH d’aprés les lemmes 3, 6, 7') eb tel que :
B(lp, F) = B(&, B) = Bexp(Hp,e), %) = T. B

Tn faisant mn raisonnement analogune, on pent mentrer : _
Soit (L)rex Une suite croissanic vers oo de nombres réels posilifs.

 Alors 4l emiste # e T.N.P. el que :

— i@ o un pmlongement mewmoaphe s Ze demi-plan Re(s) > 0 ;
— sur le demi-plan fermé Re(s) = 1/.4 i 0
un seul pole, simople, en 8 =1
une infinité de zéros, fous sur Za droite Re(s) = 1/2, simples et en
8 =1/241.
Tl suffit pour cela de prendre U = &, s; = 1/2-Hif; ainsi que les
eonjugués, n; =1 pour tout j e, et les q;(sj) sont choisiz quelconques
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tels que:

En fait, {5 a alors aussi une infinité de podles simples en les s;—¢(s). T
serait intéressant de savoir si ce résultat est encore vrai si on impoge de
phus & {p de ne pas avoir de poles sur le demi-plan Re(s) > G saufens = 1,
ot méme d’étre méromorphe sur € avee un seul pdle, en ¢ == 1.

Enfin, le lemme 7 permet d’utiliser des exposants non entiers, donc
e limiter la possibilité de prolongement de la fonetion exp (Hy. ,). On ob-
tient par exemple :

THEOREME 3. Soit U B tel que U = U e que UUD soit ouvert
simplement conneze. Soit B une partie fonctionnelle finie de &(U), telle que
B = E. Alors il ewiste 2 ¢ T.N.P. tel que :

— UuZ est {a-maximal ;

— B(s, U) = B
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An improved upper bound for G(k) in Waring’s problem
for relatively small &

by

R. BALASURRAMANIAN and C. J. Mozzoort (Prineston, N.dJ.)

1. Introduction. In [3] K. Thanigasalam established the following

TeEoRES 1. 6(k) < 2[ds+114[4,+1] if k> 2 whers

1
A= —log(.?»k)log*lﬂ, A, = —log(Bk)log=8 and 0 = (I—I)

Tn this paper we improve this resulé by establishing the following

THEOREM 2. G{R) < [24,+4,—4] if k=2

Tor k<20 Theorem 2 is -established by comparison with known
regults. In partzcular, for & < k < 9 confer [6]; for 9 <% < 20 confer [4].

Tt iy easy to seo from the fact that 24,+ 4, is transcendental that
to establish Theorem 2 for & > 20 it is sufficient to establish

THEOREM 3. G(k) < 2(4,+3) 4 (4, +3)— {24+ 4) if b>20 where
2, and Ay are chosen such that A, —A, and Ay — 1y are integers, 2A5-- 24, < 14,
DA, + Ay is mamimal, and [A] = 4.

Theorem 3 is established by combining the admissible exponents
introduced in [5] with the cirele method construction introdunced in [4]
together with a careful estimation of the coefficients and the error terms
in the Taylor polynomial expansions of two relevant functions.

2. A proof of Theorem 3. Let
3 a ’
B8 BT2 hs (61, 990 in [5])

() FO) = prp e
and let '
(2) g = A+8—4 and s =A,+3—%.

By the construction presented in [4] to establish Theorem 3 it is
gufficient to show

—1 1/ 1 -
(3) _ f(sg)-l- (Zk l)f(s)<§_(2k—-1) 1f k> 20,




