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Ensembles de polynomes irréductibles
et théorémes de densité
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L. Introduction. Soit F, le corps fini & g éléments. Soit % l'ensemble des
polyndmes unitaires de lannean F,[X] des polyndémes 4 une variable sur le
corps F,. Soit I un ensemble de polyndmes irréductibles unitaires de F [X],
9 (I), resp. 2(I}); l'enSemble des polyndmes de %, resp. I'ensemble des
polyndmes sans facteur carré de 4, dont tous les facteurs irréductibles sont
dans I. On cherche une estimation asymptotique du nombre a(n, I), resp.
b(n, I), de polynémes de degré n de %(I), resp. 2(I). Pour des commodités
d’écriture, on admettra que le polynéme 1 appartient a Pensemble 2(I) guel
que soit lensemble I, de ce fait, on aura toujours

a(0, H=b(0, H=1.

On ne peut espérer une estimation des nombres a(n, I) et b(n, ) qui soit
valable dans tous les cas comme le montrent les deux exemples extrémes
suivants. Si P est ensemble de tous les polyndmes irréductibles, on a
a(n, P) = ¢" pour touf entier n 2 0,
n si nef0, 11,
bin, Py=112 ¢ R |
(1--1/g)g" pour tout entier nz 2.

Si I est réduit 4 un seul polyndme irréductible P de degré.d, on a

(n, 1) = 0 si d ne divise pas n,
A= s d disive n,
0 sinsd,
b =
(. 1 { 1 sins=d

On verra que lorsque Fensemble I vérifie certaines conditions de régularité
on a une. estimation asymptotique des nombres af{n,I) et b(n, I). Ces
conditions sont de deux types. Le premier type de conditions correspond a
une- généralisation d’un théoréme de Delange, [1], [5], aux polyndmes de
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F,[X], le deuxiéme type de conditions correspond & des conditions de
régularité pour les degrés des polyndmes de I. On, aura aussi une
généralisation de ces deux types de conditions.

Les estimations des nombres a(w, I) et h{n, J) sont basées sur des
estimations auxilliaires de coefficients de séries entiéres, estimations qui seront
données en annexe 4 la fin de ce travail

. IL. Notations, conventions et rappels. Dans ce qui suvit, le mot polynéme
désignera toujours un polynéme unitaire de F,[X].
Si H est un tel polyndme, on note d°H le degré de H et ®(H) le nombre

de classes de congruence inversibles modulo H. Si 4 est un ensemble de

polyndmes, on note A(n) le nombre de polynémes de degré n de A. Ainsi
?e' nombre de polynbmes irréductibles de degré n sera noté P(n). Rappelons
ici deux relations vérifiées par les nombres P(n):

(1L.1) =3 dP(d),
din

d’oun,

(11.2) nP(n) = Z “(d) qﬂ,’d=
dln

# désignant la fonction de Mdbius, ou encore,

(I1.3) nP(n) = g"—e{n),
avec
(IL.4) 0 < e(n) < 29",

Soit un nombre’ réel r > 0. L’ensemble des nombres complexes z tels que |z|
<r, resp. |z| <r, sera noté D,, resp. D,.
Si F est un ensemble fini, on note {F) le nombre d'éléments de F.

- III.. Les séries génératrices. Soit I un ensemble de polyndmes
irréductibles. Les nombres a(n, I) et b(n, I) sont majorés par g". Les séries

(I1.1) MBS Z' aln, D(z/g)",
n=0

(112 aits) =3 b(n, D(zfg)
nwQ

sont absolument convergentes dans le disque D,. Si zeD,, on a

L= ¥ (" et g ()= zfg)" "
o5 | 1 ng:u) (z/q)"™.
II.;es fonctions caractéristiques des ensembles % (1) et 2(J) sont multiplicatives.

our ze Dy, les sommes f;(z) et g,(z) se développent en produits eulériens
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absolument convergents

L@ =T] (=™ . a@=]] (1+(@=/9")

Pel Pel
d’on,
S1(2)

T3 ((2) = ,
() | 95E) = )
et, .
(11L.4) log {f;(2)} =Y {(z/ay""+ . (z/g)*"/k}.

Pef k=2

IV. Ensembles de denmsite. Nous introduisons ici plusieurs notions de
densité pour les ensembles de polynémes irréductibles, ces notions n'étant pas
indépendantes les unes des autres. :

Soit I un ensemble de polyndmes irréductibles.

DermaTion 1V.1. L'ensemble I est dit de densité def0, 1], si Pon a, pour
n tendant vers + o, .

(Iv.1) - - I(n) = dP(n)+o(P(n).

Lensemble P de tous les polyndmes irréductibles est ainsi de densité 1.

Dermnirion IV.2. L'ensemble I' est dit régulier de densité d au sens de
Delange, s'il existe une fonction # holomorphe dans le disque fermé D, telle
que, pour tout zeD; on ait, '

(IV.2) Y. (z/gf*" =d log (l—i;)-f- h(z).

Pel

Dans de nombreux cas on a une approximation de I (n) plus précise que
celle donnée par la relation (IV.1), ce qui conduit aux définitions suivantes:
Dermvimion IV.3. Soient de[0, 1] et 10, 1. L'ensemble I est dit de
densité d avec une approximation d’ordre 8, si on a, pour n tendant vers + oo,

i o
(IV.3) I =d =~ +0( - )

les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de I.

DeFNmion [V.4. Soient d=[0, 1] et Re]l, +oo[. Lensemble I' est dit
R-régulier de densité d, s'il existe une fonction A holomorphe sur le disque Dy,
telle que pour ze D, on ait,

a4 5. (z/q"" = d log (—3—)+h(z).

Pel 1-z
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Si I est de densité d avec une approximation d’ordre 970, 1], I est de
densité d avec une approximation d'ordre 7, pour tout y&[d, 1[ et, de méme,
si I est R-régulier de densité d, I est r-régulier de densité d pour tout
rell, R].

Proeosirion V.1 Lensemble P de tous les polyndmes irréductibles est de
densité 1 avec une approximation d'ordre 1/2.

Démonstration Immédiate avec (I1.3) et (I1.4).

La proposition suivante donne les relations existant enire les différents
type de densité introduits plus haut.

Prorosition 1V.2, Soir | une ensemble de polyncmes irréductibles.

(1) 57 pour de[0, 1], 6€10, 1[, I est de densité d avec une approximation
dordre 8, I est de densivé d.

(2) 8i pour de[0,1], Rel, +ool[, I est R-régulier de densité o, T est
régulier de densité d,

(3) 8i T est régulier de densité d, I est de densité d.

(4) Soit de[0, 1]. Alors, il existe §&70, 1[ tel que Tensemble I soit de
densité d avec une approximation d’ordre § si et seulement si il existe Re 11, ¢]
tel que I soit R-régulier de densité d.

Démonstration. (a) Le deusiéme point est immédiat. Avec (TL3} et
(IL4) le premier point I'est tout autant,

(b) On suppose I régulier de densité 4. La wlauon (1V.2} s’éerit

Z Hn)(zfq)y =d Z z"/n+ Z h,z",
n=1 nw |

=4]

ou Y h,z" est le développement en série de Taylor au voisinage de
=1

zéro de la fonction h. On en déduit
G) im=d¥yun L,
n n

d’ot, avee (I11.3) et (11.4)
n/l { 5

[(n)=dP(n)+0 (——-—+ i (nh,,})

La fonction h étant holomorphe dans le disque fermé Dy,

nh,ea(1),

et la relation (IV.1) est vérifide.
Si on suppose de plus que [ est R-régulier de densité d, la fonction h est
alors holomorphf_: dans le disque Dy et, pour tout re]l, R[,

"~ nh,eo(rm),
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" 1 n
I = di+0(—(g> )
n n\r
et la relation (IV.3) est vérifiée avec & = 1 —log r/log g.

(¢) On suppose I de densité d avec une approximation d’ordre ée]0, 1[.
Alors, on a

et avec (1) on a

Iy =dg'/n+e(n) avec o(me0(”/m),

d’oy,

> o = 1 =dtos( 7+ 3 o0t
Pel n=1 —Z n=1
La série '

o0

Y, em(z/g)"

est absolument convergente dans le disque D 1-3 et sa somme est
holomorphe dans ce disque.

Donnons quelques exemples densembles de polynomes irréductibles
ayant une densité.

ProrosiTion IV.3. Soit F un ensemble fini de polynémes irréductibles.
Alars, pour tour €70, 1[, F est de densité 0 avec une approximation d'ordre 6.

Démonstration. Si n>sup {d°P}, F(n) =0, et (3} est vérificc.
PeF

ProposiTioN IV.4. Soient T et J des ensembles de polynémes irréductibles
tels que I = J. Soit I' le complémentaire de I dans J.

(1) 8Si I et J sont de densités respectives d et u, alors I' est de densité
u—d. _

(2) Si I et J sont réguliers de densités respectives d et u, alors I' est
régulier de densité u—d.

(3) Si I est de densité d avec une approximation dordre 3, si J est de
densiré u avec une approximation d'ordre ¥, alors I' est de densité u—d avec
une approximation dordre su‘p(_é, 7).

(4) Si I est R-régulier de densité d, si J est r-régulier de densité u, alors I'
est R'-régulier de densité u—d avec R' =inf(r, R).

Démonstration. Immédiate. '

CoOROLLAIRE. Si F est un emsemble fini de polyndémes irréductibles, le
complémentaire de F dans Tensemble P est de densité | avec Papproximation 5,
quel que soit 670, 1[.
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Remarque: Les ensembles finis de polynémes irréductibles ne sont pas -
les seuls ensembles de densité 0. Par exemple, on choisit pour tout entier n
=4, I(n) =[g"*n™"] polyndmes irréductibles de degré n, ce qui est possible
en raison de (IL2), et la réunion de ces polyndmes irréductibles donne un
ensemble de densité 0 avec une approximation d’ordre 1/2.
Prorosirion IV.5. Soient H un polyndme dijféfem de 1 et L un polyndme
premier & H. Alors, lensemble 1(H, L) des polynimes irréductibles congrus & L
modulo H est de densité 1/@(H) avec une approximation dordre 1/2.
Démonstration, Le théoréme 4 de [3] nous donne

I(H, L)(n)—~ (If-’( | S (L.

Le résultat principal de ce paragraphe est Je théoréme suivant analogue au
théoréme 21 de [1].

TrEorEME 1. (1) Soit I un ensemble de polyndmes irréductibles régulier de
densité de ]0, 1[. Alors, il existe des constantes A(I) et B(I), ne dépendant que
de 1, telles que pour n tendant vers + oo, on ait

a(n, Y = AD¢" " ' +0(g"n"" ),
b(n, I) = B(I)g"n'" ' +0(g"n"" %),

les consiantes impliquées par les symboles O ne dépendant que de I.

(2) Soit I un ensemble de polynomes irréductibles régulier de densité 1.
Alors, il existe desconstantes A(I) et B(I), ne dépendant que de I, relles que,
pour tour entier k >0, pour n tendunt vers +o0, on aif

Can )= A g +o(g"n™Y,
b(n, h= B g"+o{g"n"".

(3) Soit I un ensemble de polynémes irréductibles régulier de densité 0,
Alors, pour tout entier k > 0, pour n tendant vers + oo, on a

aln, Neo(g"n™",
b(n, Neol(g"n™").
Démonstration. Posons -
| F@=f@) o Gl =gz,

les fonctions f; et g, étant définies comme au paragraphe 1.

La série
-5} 1 z kd-p
2';' k§2 k (‘1)
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est absolument convergente dans le disque Dvz. La fonction
© {/z a*P
zu(z) =sz:1 kgzz(a)

est holomorphe dans D_;. On applique la relation (IV.2)

log{F (z)) = d log(1/(3 —2)}+ h(z) +u(z)
d’ot,
(M F)=H@(l-2™, avec H(z)=exp(h (2)+ u(z)).
La fonction H est holomorphe dans le disque fermé D, et ne s’annule pas sur
ce disque. La relation (IIL3} nous donne
(i1) G{z) = [H(2)(1—z*/g)/"/H (2*/q)} (1-2)7".
La fonction ‘

2K (z) = H(2)(1-2%/g)" H(z%/g) ™"

est elle aussi holomorphe dans le disque fermé D,. .
On applique alors la proposition A.l. Avec (IIL.1) et (II1.2) il vient

. JHORYr@+o@"% st delo, 1,
a(n, g :%H(1)+o(n"‘) si d=1,

—n KW~ Yrd@+onr-%» s del0, 1[,
bin, D ={K(1)+o(n“") si d=1,

k éant un entier strictement positif quelconque.
Si d =0, les relations (i) et (ii) s’écrivent
| F@=H(z et G(z)=K(@).
On a, pour tout entier k>0, ’
aln, Ng~"eo(n™® et b(n: Ng "eo(n™¥.
V. Polynﬁines ayan;t la .yepartition (h, L, d). ‘
Dermnmion V.1, Soit un entier k2 2. Pour kel0,..., h—1}, soit I,
lensemble des polynémes irréductibles P tels que

&P =k(mod k).
Si L est une partie de [0, ..., h—1]}, soit
Jo=1U L.

kel

Un tel ensemble J,, sera dit de type (h, L).
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Lorsque L est I'ensemble {0, ..., h—1}, #({J,), resp. 2(J.), est 'ensemble
de tous les polynémes unitaires, resp. de tous les polyndmes unitaires sang
facteur carré, et les nombres a(n, J;) et b(n, J,) sont connus. Si L = @, Jy
= (@ et les nombres a(n, J,) et b(n, J,) sont connus. Nous allons établir une
estimation des nombres a(n, J;) et b(n, J;) dans le cas général. Cette
estimation se déduira de l'estimation des nombres ain, J) et b(n, J) faite
pour des ensembles J qui géneralisent les ensembles de type (A, L).

Dermnmion V.2, Soient un entier 22 et L une partie de I'ensemble
{0, ..., h—1]. Soit de[0,1]. On dit quun ensemble I dc polyndmes
irréductibles admet la répartition {(k, L, d) &'l existe 6&7J0, 1 tel que

(V.1) pour tout entier n> 0, congru modulo A 4 un élément de L. on ait
qén
In)=dg"n+0 Pl

{V.2) pour tout entier n >0, non congru modulo & & élément de L, on ait,

q&n
b (H) g0 (—";),

les constantes impliquées par les symboles O ne dépendant que de I.

Si L est la partie vide, et si I admet la répartition (h, L, d), I est de
densité 0, avec une certaine approximation d’ordre 8. 8i L =10, ..., h— 1}, et
si I admet la répartition (h, L, d), I est de densité d avec une certaine
approximation d'ordre 8. Un ensemble de type (h, L) admet la répartition
(h, L, 1). ' ‘

Comme pour la proposition 1V.5, on démontre la proposition suivante:

- Proposirion V.1, Soient H un polynéme différent de 1 et L un polynéme
premier 4 H. Soient un entier h 2 et K une partie non vide de 0, ..., h—1).
Alors, Pensemble des polynomes irréductibles P rels que i

(i) P est congru a L modulo H, '

(i) d°P est congru @ un élément de K modulo h,
admet la répartition (h, K, 1/® (H)).

Le théoréme suivant donne une estimation des nombres aln, I) et bin, I
lorsque I admet la répartition (h, L, d). L’hypothése L # [0, ..., h—1} faite
dans ce théoréme n'est pas indispensable, le théoréme restant vrai pour L
=10, ..., h—1}, mais donnant des résultais moins bons, notemment en ce
qui concerne le terme d'erreur, que les résullats obtenus directement i I'aide
du théoréme 1. '

THEOREME 2. Soient un entier h> 2, L une partie non vide de {0, ...
<o h—1} distincte de |0, ..., h—1), Soit de[0, 1]. Soit I un ensemble de
 polynémes irréductibles admettant la répartition (h, L, d), Soit

@ = cos(2n/h)+1i sin(2n/h).
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Pour k&0, ..., h—1}, soit
o )
ﬁk = Z e K
h leL

Alors, il existe des nombres complexes A (I} et B.({I), 0<k<h—1, ne
dépendant que de I tels que
(1) A (D) et Ap_i{I) sont conjugués, 1 <k < h~1,
(ii) B.{I) et B, (I) sont conjuguds, 1 <k < h—1,
(iii) Ap(l) et By(l) sont réels,
(iv) pour n tendant vers +ov, on a

-1 - :
a(n, )= Y A,Dnfilg gy 0(gnni<Bon-2),
=0 -

-1 _
br. )= T Byl g g+ 0(gr 2,
k=0

dow, en particulier, si L West pas réduir a [0},
. a(n, I) _— AG(I)qnndd,)p‘h—l+O(qnnd<L)cos(2n/h)/h—1)’
b(n I) — BO (I) qnnd'(L}:,'h—l+O(qnnd<L>cos(2n,'h)/k—l)’

les constantes impliquées par ces symboles O ne dépendant que de I.
Démonstration. Reprenons les notations du paragraphe II1 et posons

ay=a(m D), by=bnlD), fi=f g=g
Notons L' le gpmpléméntaire de L dans. {0, ..., h—1} et posons
| &() s-{b st D¢l
o1 st el

Avec (II14) cn a

g(f@) =Y ¥ It [(-)’1 p) %@m]

k=0 m=k(modh) d
Sijel et si n est congru & j modulo h, on pose
I(n) =dg"/n+r{n).
Alors, avec (V.1) et (V.2) on a

(i) . log(f(2)) = du(z)+v(2),
avec
(1) u(z) =y 3y m,

lel. m=i(modk)
m#%E0

3 — Acta Arithmetica XLIV4
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(i) o=y Y rmig"+

1sl, m =i{mud k)
m#0

h~-1
Imz/g"+ Y 2

k=0 m ask(rnod ]
n ¥ 0

+) X

leL' nr = Hmodl)
m# 0

o) 1 z snt
I 12
o £

1z 1

La fonction v est holomorphe dans le disque |z| < inl(g"'*, ¢ ~9), La fonction

(iv) 2 H(z) = exp(v(z))
est holomorphe dans ce disque et ne 8’y annule pas.
Si zeDy,
Wiz =Y 2l =M e (L)~
F!;IO .

Alors,

1 h-

Wiz =>Y Z o™V (1—gln)

h jel, j=

et

=1 1
e =33 % = og( r“““:)’

!
lel, j= [0

exp{u(z)) = ] ﬂ (1—glz)-e " 1im
lel, j=0
h-1 -
exp(du(z) H (1—ofz) ™.

Avec (i), (iv) et (I11,3) on déduit

) h-1 .
(v) C f@=H@E ] 0-d2™
j=0
=1 B
(vi) gl =K@ [ (1=g'n™",
. j=0
avec
il
(vii) K(e) = H@ HEg™ " T] (1=l z2/g)
=0

La fonction K est holomorphe dans le disque |z| < inf{g'/, ¢' "%, On

appllque la propos;llon A2, 11 vient

h'- 1 e PO [rme—
g " == z oM H (Y [ TT (L=)™"=% (1= ) sin ({1 — ) e+

T k=0 i=t
4O (nfh2),
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On a une formule analogue pour b,q " en remplagant H par K. Les
constantes impliquées par les symboles O intervenant dans ces formules ne
dependent que de H, resp. de K, et de h, c’est-a-dire, en fait, ne dépendent
que de Tensemble 1.
La fonction H est & coefficients réels, H(1) est réel et, pour k=1, ...
. h—1, les nombres H{p"} et H(g"™% sont conjugués. On a le résultat
annoncé en posant
0 k-
A =22 H (1) T (1= By sin (x(1—By)

Lorsque I est de type (h, L), il est possible de calculer exactement les
constantes A, (I), ce qui conduit au théoréme suivant:

THEOREME 3. Soient un entier h2 2 ef L une partie de [0, ..., h—1}
distincte de {0, ..., h—1}. Soit I Tensemble des polynémes 1rreducnbles de
type (h, L). Pour ke |0, ..., h—1], soient

n—1 k-1
Z oM Ue=T] 1=0)"%%  H=T]] (1-g*2g 1"
T jelL j=1 ) j=0

P(m)

l = 1 k s
= —;J+ Pm) 3 <[] )

=11 I

exp (ka
lel. m=lmadh) o 4a
) m¥=0

exp(gzim[i—f (m ’J P(m) z ! [o“/qZ:r’")

gt |m 4"

Zk=ﬂ H

el m=lmodf)
m#0

Alors, les nombres A, (I} et Bi{I) sont donnés par les relations

Al = Y U, T (1—By) sin (m(1—B,))/m,
B (D) = Y, U, V,Z, T(1—B,) sin ({1 —B))/r.

Démonstration. On reprend la demonstratlon du théoréme 2. La
relation (i) s’écrit ici

21/ 2N (P(m)
v(z) = Pim) (‘) +(‘""_,,, —“)Equ
== E m 1(%%1”,; ’ ,;2 S\ q m

d'ou,
H{g") =exp (v(0") = Y.
h—1

K@ =H(@)H{e™g) ' ] (1—0'0*/g) =

=0

Y.Zy V.

Lorsque [ est I'ensemble des polyndmes irréductibles de degré divisible par &
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les nombres B, U, V» Y et Z, du théoréme 2 prennent une forme
particuliérement simple, ce qui conduit au corollaire suivant:

COROLLAIRE. Soit un entier h =2 et soit I Tensemble des polynémes
irréductibles de degré divisible par h. Alors, on a

{1) a(n, I) =b{n, I} =0  si h ne divise pas n,
el, pour toul entier n 1,
() alnh, D= AL(/R "R 40" n,
(3) b(ﬂh, .I)xBr(l/h)—l(1-—~q"h)”hq”hn1ﬂi”1+O(qniln!ﬂ| )’
avec
(4) A= I‘[ (1 — g W PP Py 1 1R

' Per
(5 B I'I {1.+.q’"Pl-‘l"P/(il.d"P))-(h,d"P)-l,lh’

Pel’

I’ désignant Pensemble des polynomes irréductibles de degré non divisible par h,
(h, d°P) désignant e p.gcd. des nombres d°P et h, les constantes impliquées
par les symboles O ne dépendant que de ¢ et de h.

Démonstration. Les polynomes de #(I) sont de degré divisible par &,
d’ou (1), On a

Be=1/h, Ue=h""  V,=(1-g7"", Y =exp(), Z = exp(z)
avec

] N hm o
=) q*"'"lP(hm)m-q——J+P(hm) Y ~1-q'“'"".
m=1 hm

g=2 9

Avec (IL.2) i} vient

I

y iﬂ: f-fm_ﬁ Z p(d)q""”"—l—?(hm) Z ..... = xhm

m=1 hm dlhm vle*\

o0 - bt

Y L [T wdgmi+ Y P

m=1 M dlhm ko=
) sl

il

Or, avec (11.1), on a _
S hkP(hk) = ), dP(d)—hmP (hm)~ Y, dP(d),

sk=m dlhm d|hm
s=2 hpd
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d'ol, en utilisant encore la relation (II.2),

—hm

__ v 4
mglh

> dP@)=—; ¥ (L HP@ E g,
dlhm
hid m
et
Y, = n (1 — g~ MERIAFRYBA RS o g

ReP

hpd R
De la méme fagon on démontre que
Y. Z, =B,

d’ou, les relations (2) et (3).
Notons que ce corollaire peut se démontrer directement a laide de la
proposition A.1 démontrée en annexe.

Annexe

ProposiTioN A.l. Seit H une fonction holomorphe dans le disque fermé
B,. Soit deJ0, 1]. Soit, pour tout nombre complexe z # 1,

0 F@=HE-2,
et
o fO= Y

le développement en série de Tuylor au voisinage de O de la fonction f. Alors, si
d =1, on a, pour rout entier k >0, pour n tendant vers +o0,

3) u, = H{1)+o0(n™"),
et, st d <1, on a, pour »n tendant vers + o,

L _HO
I'(d)
les constantes impliquées par le symbole O ne dépéndant que de d et de H.

Démonstration. On écrit le développement en série de Taylor &
lorigine de la fonction H

4 U, = 4 0n ),

(i) H(z) = f hy 2,
j=0
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La fonction H étant holomorphe dans le disque D;, on en déduit la
convergence absolue des séries dérivées H'(z), ..., H®(z), au point 1, d'ou,
pour tout entier k > 0,

(i) Ihjeal "),

Si d =1, les relations (1) et {2) nous donnent

ty=ho+ ... +h,=H(l)— Y

f=ntq

et (3) se déduit de (in).
On suppose d < 1. Alors,

(I—z) =1+ 3% v,
n=1
o,
Ild+n)
(111) v, = M(';ﬁ’

Les relations (1) et (2} nous donnent

4]

u, = v, H(1)+ Z hilo, = o) +h, (I =p)—v, ¥ b,
pEnll
La formule de Stirling nous donne
(iv) Mdye, =" 1[1+0(1/m)], si n> 0,

les constantes impliquées par le symbole O ne dépendant que de d, d’otl, avec
(i}, si & est un entier strictement positif quelconque,

+Zh

i=]

{v) u, =1, H{l v +oln k.
Des relations (1) et (iv) on déduit aussi que

" el ' AR w1
. Zl hi(D" i ‘L?n) = 2: hi ”d -1 ((1 . :_1) . l)+- 0( Eﬂ: I ko1 (n “-'-j)‘, ) 2).
Z # (vﬁr T

,,EOH" 2 ZJ oo 14_2; K e 2)

les constantes impliquées par les symboles O ne dépendant que de fa fonction
H. De plus,

n=1 gt . " q--2 [n/.Z] n-:_‘l
D AR (I | B~ (ﬁ) PO AR 'Y
R =3

J={nfZ]1+1

JR g g2y gk
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la constante impliquée par le symbole <€ ne dépendant que de k et de d. On
choisit k > 2—d. On conclut avec (iv) et (v).

Prorosimion A.2. Soit H une foncrion holomorphe dans un disque Dy avec
R > 1. Scient dc]0, 1], un entierr h=2 et L une partie non vide de
10, ..., h—1} différente de {0, ..., h—1}. Soient

o = cos(2n/h)+i sin(2n/h)

et
h—1 R

(1) Sley=H@E [] -2y ",
=0

oti
d —x

2) br=3 3 0%

. kel
Soit
& fe)= ¥ oz

le développement de Taylor au voisinage de O de la fonction f. Alors, pour n
tendant vers +o0, o0 @

-1 o Bt : B B
Ak,.HSEQ) (T (1= 58 r (1 —By) sin(n{l—B)r™* "t +
=1

+ O (nd(L)/h_— 2)’

la constante impliquée par le symbole O ne dépendant que de H, R, h er d.
Démonstration. La démonstration utilise une métode due a Landau,
[2]. avec des séries entiéres 4 [a place des séries de Dirichlet.
La fonction / est holomorphe en tout point du disque Dy autre que les
points 1, g, .... ¢" 1. Si A est un contour simple contenu dans le disque Dy,
entourant un domaine ne contenant pas les points 1, ¢, ..., "™}

. 1 (=)
(1) ady :-2—1'[: J‘E’Ti— dz.

Nous allons définir un tel contour,
Soit r = (14+R)/2. Soit un entier n tel que
(ii)  nx(logr)”t,  n> hf2n

On désigne par 4 le chemin formé par le segment d'axe réel joignant les
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points log r et 1/, le cercle de centre 0 et de rayon 1/n décrit dans le sens
négatif, le segment d’axe réel joignant les points 1/n et log v

Pour ke !0, ..., h—1}, soit A limage de A par l’a'pplication

u— ¥ expu

expl-1/n)

Alors, A, est le chemin formé par le segment d'axe réel joignant les points »
et exp(1/n) une courbe y, eniourant le point 1 et coupant laxe réel aux
points exp(1/n) et exp(—1/n), cette courbe étant décrite dans le sens négatif,
le segment d'axe réel joignant les points exp(l/n) et r.

Les chemins J, se déduisent de iy par des rotations de centre O et
dangles 2km/h. Le chemin 4, entoure la racine h-iéme de 1 ¢*. La deuxiéme
des conditions (ii) assure que les chemins 4, sont disjoints.

Pour ke {0, ..., h—1}, soit .o/, larc du cetcle %, de centre 0 et de rayon
r joignant les points rg* et rgttl.

On désigne par A le contour formé par le chemin 1,, larc .7y, le
chemin A, Tarc ./, ..., le chemin A;_,, Varc .o/},

B, it
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La proposition se déduit alors des trois lemmes suivants.

LeMMe 1. Il existe une constante B(H, h, r) ne dépendant que de H, hetr
telle que, pour ze%,, on ait. ‘
(ii1) o |f(z)] < B(H, h, 7).

Démonstration. De facon triviale, pour ze%,, pour j=0, ..
on a

L h—1,

(1-0'2) " < e+ )Y < el VI e 1)

La fonction H étant holomorphe dans le disque Dg, elle est bornée sur le
disque fermé D, = Dy, d’ot, avec (1),

|f (@) S sup (HE) o +170

zeD,

LemME 2. Il existe une constante C(H, h, r) ne dépendant que de H, h et r
telle que pour uel, pour kef0, ..., h—1}, on ait

(iv) 1f (0% exp w)—(—u) A4 < C(H, h, r)|u]1—Rerxk’
avec ’[ .
h—1 s,
(v) Ay =H(Q") H (1—of) ;—k,
' j=1
et
(Vl.) % =B;_

Démonstration. Soit ke !0, ..., h—1}. Pour ze/y, on a

fle*2) =(1-2) * V() H{d" ),

ou
b1 Ny
V(o) =[] -’z 7%
j=1
Posons
B (expw—1)u si  u#0,
“”(“)"{1 si u=0.

Soit n(h, r) le plus petit entier »n vérifiant la condition {ii). Soit @(h, r) le
compact formé par la réunion du disque fermé Dyjpn et du segment
[0, log r] de Faxe réel. La fonction

s W) = V(e H(g* e [ )] ™
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est dérivable sur ¥({h, r) et sa dérivée y est bornée. Posons

C=C(H, hry= sup (sup |W ().

OSkSh—1 ueihr)
Alors, pour uei, on a
[ W () — Wi (O0)] < Cluf,
d’ot,

1 (g oxp )= (=) (O] < Clul{(—u) "™ < Claf' %,

On vérifie facilement que A, = W, (0).
Lemme 3. Soir, powr ke |0, ..., h—1],

3 1 »
vii o= | (—w) % exp(~~un)du.
(wii) E= f( w) " exp(-~un)du
i
Alors,
o~ 1 _ . _ ALY h~ 2
(viii) Jk—” (1 o) sin (m(1 —o)) < 6n
T m log r
Démonstration. On a
Jy = L w7 exp(u)u”* du
k 2mi ’
b

ol ¥ désigne Pimage de A par l'application

b —Nu.

La formule de Hankel, dont on peut trouver une démonstration dans [6)
mous donne alors,

ao-1 I {1-=a) sin ({1 =— A
Je=nk ! ‘(_ %) ;t ( ( ak))_H:mk i 1"
ol
1 -+ o o
B} 1 e -

lenyl <~ _[ e |(—x) Hdx = j e xx " °"‘dxm.r(% Re )

" i T nn log r

plogr nloge

Ona-

ol < d<LY/h < d(h=1)/h <1
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d’ot,
6 a1 d<Lyth—1
ol € — et [T g DM,
nlogr
Nous pouvons achever la démonstration de la proposition. On a

h—1

DA ERRR= S

k=0 4y

T @N ™"z,
fﬂr

d’on, avec (i) et (ii),
' h=1

B(H, h, )~
o 2mi

a, —

Jf(z)z"‘”ldz

2

Draprés la définition du chemin A,

ff(z)v' gy = “‘"j'fg exp u) exp (—nu) du,
i

d’ol, avec (iv) et (vii)

(ix) |a,— Z o™ A 0| < B(H, h,nr "+C(H, h, 2 L,

on
L. =|f ' "™ exp( ~ nu) dul/2m.
A

On a

log_r 1—Rex Refap) — 2 2n
L<[2 | x "Hexp(—nxjdx+n [ exp(—cos t)dt]/2m,

1fn 0

nlogr
- ; ' ~Rex & - 1 :
Lk < ﬂRe(ak) 2 e"“il— J‘ xl R kemdeJ\{ i‘lR {ag) 2[84‘; F(2—Ré \’-H)J,
n

1

comme au lemme précédent,

6
{x) |Ly| € ntih2 (H«;).

Posons

nZnlh,r)

6
K(H, h,ry=C(H, h,r) (e+;t->+B(H, h,r) sup {(n?r™",
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n(h, r) désignant encore ici le plus petit entier n vérifiant les conditions (i).
Les relations (viii), {(ix) et (x) nous donnent alors

h—1
|a,,-— 3 o7* 4 (1—wy) sin (n(lmak))nakﬂ/nr < K(H, b, nyni<m-2,
k=0 :

ce qui est la relation (4).
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Sur lirréductibilité des trinomes X7 "' —aX —b
sur les corps finis Fy

par
S. Acou (Lyon)

Introduction. Soient a, b deux éléments non nuls du corps Fs et r, v 2 1,
un entier naturel. On donne dans cet article, lorsque r divise s ou lorsque r
est un nombre premier impair une méthode pour déterminer explicitement
des conditions d’irréductibilité des trindmes X* "1 —aX —b sur les corps finis

- F,s, généralisant ainsi un travail de Ore [5], sur les polynémes X7 +!—aX g

—pX—7 de Es[X].

1. Formules explicites. Les résultats ci-dessous seront utilisés dans la
3éme partie.

1.1, Soient X,, X, deux indéterminées et F,({X,, X,}) l'algebre libre
quelles engendrent avec F,. _ .

Pour tout entier naturel n, on désigne par S, ensemble des eléments u
= (X, Vis o-0r X1, V1) EN™ 00 k = E(n/3)+1 et o0 p est tel que:

1) si pour un indice i > 1 on a x; = 0 alors x; = y; =0 pour j > i,

2) i pour un indice i >1 on a y; =0 alors x; =y; = 0 pour j =i,

K
3) Y x+2y)=n

i=1

On désigne par ¥ la quantité Y X7X3F.. X7 X5 de Fp({X,, Xa}),
et on pose ¥, = 1. ' e .

SiM= g(’f"X’;".‘.Xf‘ X3t est un mot de F,({X,, X,}) on appelle poids
du mot M, Ventier §({M) = zk: (o 2p). .

I est clair que les élér'nentis de S, correspondent bijectivement aux mots
M de F,({X,, X,}) tels que 6{M) =n.

Avec ces notations on a la:

1.1.1. PROPOSITION. Pour tout entier n, n= 2, on a dans F,({X;, X,}) [X]

Pidentité

1) X"=(X"2+ Y X" 34 .+ T )X~ X, X=X )+ L X+ 1 X
1

n—2 n—1 Hn—2



