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Propriété de Nikodym et propriété de Grothendieck
par

MICHEL TALAGRAND (Paris)

Abstract. Under continiiim hypothesis, we construct a {non o-complete) Boolean algebra
s such that if K is the compact associated to 7, %(K) is a Grothendieck space but there is a
sequence p, of measures on K with ||yl - co, u,(4) =0, for each clopen 4. In other words, o/
lacks the Nikodym property.

Dans un travail récent, W. Schachermayer étend létude de quelques
propriétés classiques des o-algébres au cadre des algdbres de Boole non
nécessairement g-complétes.

Par mesure sur une algébre de Boole, on entendra toujours ,mesure
bornée finiement additive”. On considérera ici les propriétés de Nikodym (N)
et de Grothendieck (G):

(N) Une famille M de mesures sur o telle que pour tout Aesf
Tensemble {u(A); ueM} est borné, est uniformément bornée.

(G) Lespace de Banach B(.</) des fonctions bornées limites uniformes de
fonctions étagées o-mesurables est un espace de Grothendieck, c’est-a-dire
qu'une suite u, de B'(«) qui converge pour o(B'(s), B(s7)) converge
faiblement.

Le travail de W. Schachermayer ne reponds pas & la question de savoir
si (G) =(N). La raison en est sans doute qu’il n’existe peut &tre pas parmi les
objets usuels des mathématiques d’exemple ol I'on ait (G) mais pas (N). Le
but de ce travail est de montrer que Fhypothése du continu (HC) permet la
construction d’une telle pathologie.

TreoriEME (HC). Il existe une algébre o satisfaisant (G) et non (N).

En d’autre termes, il existe un compact totalement discontinu K tel que
% (K) soit un espace de Grothendieck et que sur K existe une suite (u,) de
mesures de Radon telle que ||u,|| — o et p,(4) =0 pour tout ouvert-fermé A
de K. (Bien sir il existe des fonctions continues f sur K telles que
Hn(f)+0L)

On désigne par L Iensemble {—1, 1}V, par dr la mesure canonique de
L, par §, la fonction coordonnée de rang n sur L, par 7, la tribu engendrée
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par les (8;); <n, €t par #(L) la tribu borélienne de L. La mesure d’un ensemble
Ae®(L) sera ndtée |Al. Pour A, Be #(L), on pose

" onA) = [ 8n0)dl],  Wm(A, B =|[8n(0)dr~ |6, (1) d1].
4 A B

On désigne par Q le premier ordinal non dénombrable et par x —(ay, a,)
une bijection de Q sur Q2 telle que a; < aVe < Q.

Soit (4,),<e une suite croissante de sous-algébres dénombrables de
A(L). Pour chaque a <, soit (v(e, P)p<n une énumération des suites

“\‘J(a, B) = (v, B, n), de mesures sur 44, telles que [[v(x, B, n)ll =1 et quil

existe unme suite disjointe (H(x, B, n)), de #, avec |v(a, B, n)|(H (x, B, n))
>095.

Nous allons effectuer la construction des #4, de sorte que les conditions
suivantes soient vérifiées pour tout x:

(1) Pour toute famille finie Ay, ..., 4, de #, et tout ¢ > 0, il existe n de
sorte que pour tout atome U de &, on ait pour tout i< p, soit
|4;"U| < g|U|/m, soit [(L\A)NU]| < &|U|/m et que pour i < p et m > n on ait
Om(A0U) < &|U|/m.

(2) 11 existe Be 4, ,, une suite (n,) de sorte que:
Vp, BnH(ay, 0y, n)ed#,,
et que
p pair = |v(xy, o3, n)(BﬂH(oz,, oy, 1)) = 03,
p impair = |v(xy, o3, M) (BAH (g, %5, n,))| <0,1.

Le role de la condition (1) est assez technique; elle sert a4 garder le
contrdle de la situation. Elle signifie en gros que les éléments de 4, peuvent
s'approcher de fagon trés uniforme par des éléments des 7. Pour expliquer
celui de la condition (2) montrons comment cette construction permet de
prouver le théoréme. On pose & = |J #%,. Soit Aes/. Il existe a avec

Ae®B, < Q. La condition (1) montre :1:1‘; pour tout ¢, il existe n avec
Pn(4nU) <6 |Ul/m
pour m>n, U atome de «/,. On a donc
Om(A) < 8/m
pour m > n. Ceci montre que si on pose
A (A) = miém(!) dt

on a ||A,l| =m—x et 1,,(4) —0 pour tout A€.«7, et ainsi que s/ ne vérifie
par (N).
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Pour prouver que B(%/) vérifie la propriété de Grothendieck, il suffit de
montrer, comme cela est connu (voir [3] pour les détails) que si (v,) est une
suite de mesures sur .o/, de sorte que [Ivall =1, et qu’il existe des ensembles
(H,) disjoints de .«7, avec |v,|(H,) = 0,95, alors il existe Be .o/ tel que la suite
v,(B) ne converge pas. Il existe y < Q tel que H,e.«/, pour chaque n. Si on
désigne par ¥, la restriction de v, & .7, il existe f <O tel que ¥,
=v(y, B, n), H,=H(y, B, n). Soit o tel que (a, a,) =(y, B). Avec les no-
tations de la condition (2), on a par des calculs &lémentaires pour tout
k,jv,,z“(B)l =203; [v,,ZkH(B)I < 0,1 ce qui suffit.

Procédons 4 la construction. On choisi pour @, la tribu des ouverts-
fermés de L. Si (#,) est construit pour y < B, limite, il suffit de poser 4,
= U 4,.

y<#

Le point délicat est lorsque B =41, que nous traitons maintenant.
Pour simplifier, on va poser B =3B, B =B, , v, =v(xy, 4,5, 1), H,
= H(xy, 0y, 1).

Par extraction d'une sous-suite, on peut supposer que pour A€,
[V, (4) = €.(A), ol € est une certaine mesure sur #'. (Rappelons que v, n'est
définie que sur .#')

1°

Premiére réduction. On peut écrire 4 = J#,, o A, est finie et ou
la réunion est croissante. On va montrer qu'il suffit de construire des suites
(n) et (m,) d'entiers, des ensembles disjoints N,e#', de sorte que les
conditions suivantes soient vérifiées, oi Ton pose B, = J N U Hy)

: q<p 2¢<r<2p

(3) Pour Ae4, (g<p), U atome de M,,,q, et A’ I'un des ensembles
AnB,, A\B,, on a:

soit [A'NU} € 2797 (1 ~27#)/m, soit |U\A| < 274" ™ (1—277)/m," ainsi
que

m > m, = g, (ANU)< 279" (1~277)/m,

4) (a)On a N,,r\H,,q =@ si g<2p;
(b) On a |v,,2p(Npr\H,,2p)l = 0,4 pour tout p;
(cy On a |v,,2”|(B,,_1) < 0,1 pour tout p.

En effet, si on pose

B= U(Nq\quQH.,,)'

et on prends pour #4,. 'algébre engendrée par # et B, la condition (3), en
faisant tendre p vers linfini et en fixant g, implique que 4,,, vérifie la
condition (1).
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Deuxiéme réduction. On va par induction sur p construire les my,
N, pour ¢ < p et les n, pour g < 2p. Pour permettre  la construction de se
poursuivre on impose la condition supplémentaire suivante:

(5) 0(B,) <0,1.
Supposons la construction effectuée au rang p (Le cas p = 1 est analogue

au cas général) Daprés la condition (1), il existe un entier m,,; qui posséde
la propriété suivante:

(6) Si Ae%,yy, U est un atome de .o/
AnB,, V\B,, on a:

soit |4'AU| <2777 2|U|/m,yy, soit |UNAY < 2777 2|U|/m g

1> O A’ est 'un des ensembles

et
m>my,y = 0,(A'NU) <277 2|U|/m.

Désignons par % la famille des atomes de la tribu engendrée par
Bpi1s By, A, - Soit

¢ =10"2%inf{|C]; Ce%,|C| > O}.

La condition (1) montre qu’il existe t tel que pour Ce%, U atome de ./, on
a soit [CnU| < e|U], soit [U\C| < &|U|. Ainsi a chaque Ce% avec |C| > 0 on
peut associer un atome U, de &, tel que |UcnC| > 0,99|Uq|.

Posons ¢ =0,1—0@(B,). On peut trouver deux mesures ¢y, @, sur &'
telles que @y <dt, ¢, | dt, O = O+ (,. Soit X' tel que |X| <27 0 et
O, (L\X) < &/3. Soit n, tel que Ae®, |A| <n,=0,(4) <E3. "

Soit 1, <7;/10 un nombre qui sera choisi ultérieurement. Soient n,,
< n'i< n” deux entiers tels que |H,| <75, [Hy| <73, ot [v,|(B) <0,1.0na
[Var| (H,\B,) > 0,85, et donc il existe Ye &', Y= H,\B, avec |v,|(Y) = 04.

On va utiliser le fait suivant, qui sera prouvé dans la troisiéme
réduction: si #, est assez petit, il existe un ensemble N, vérifiant les
conditions suivantes, ol I'on pose a = card %:

) Nn(B,UXVH,UH,) = 0,
®) IN| < Inf(ny/2, 7127 mp+1 =20 2)
O VCe%, Nm>t, Yn(NUY)AC; B~(HyUH)NC)

S(am iz a2,

On pose alors Nyyy = NUY, ngpyy =1, Rapsz =n".Ona N, €4 Daprés
(8), on a [N, 4| <n, dol ¢ (N,.)<E3. Puisque NnX =@, on a
Oy(Npi1) S EB+0,(Y)=¢/3 puisque 0O, (H)=0 pour tout g. Ainsi
O(Np+1) <&, et (5) est satisfaite au rang p+1. De plus, la condition (4) est
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satisfaite par comstruction. Reste & vérifier (3). On va se borner au cas ou
A =ANB,,,, Ae#,, g<p+1, le cas A"=A\B,,, étant analogue. On a

(ANB,+ )AANB,) < |B,AB, 1] < [NI+|¥|+ [ Hy| +1H,| < [N +3n,.

Puisque T'on peut supposer 3y, <t~'27™+1~%~2 |3 premiére partie de (3
ainsi que la seconde pour les valeurs de m < ¢, résultent de (8). Sit > m, on «

Ou(ANB,41NU) < 0, (ANB,NU)+ 4, (NUY)NAUU; B,n(H,VH,)nAUU)

Mais puisque (ANU) est réunion d’au plus a atomes de %, le résultat découle
de (9).

Troisi¢me réduction. Il nous suffit donc de prouver le résultat
suivant: Soient %’ une famille d’ensembles disjoints de 4, et t > O tels que
pour Ce%’ il existe un atome U, de &, avec |U\C| = 0,99|U]|. Soient X e %’
tel que |X] < 27710 et soit # > 0. Alors il existe 7, >0 tel que pour tout
W,Y,He#', W, Yc H, |H| <1,, il existe un ensemble 4e%’ possédant les
propriétés suivantes:

(10) An(XUH) = 0,
(1n |4 <#,
(12) VCe4, Vm>t, Y,(AuY)NC; WNC)< n/m.

En effet, dans I'étape précédente, on a utilisé ce résultat avec
% ={Ce%; CAB,=9Q}; H=H,uH,; W=B,nH,
n=1Inf{n/2, 17127 ¥ mp+172, g7 1274172
on a |J% = L\B,, et il suffit alors de prendre N = A\B,.
Admettons un instant le résultat combinatoire suivant:
LeMME. Soit 0 <t, 0 <n <277 Alors il existe ny = t, tel que pour n
= ny, tous ensembles R, Z e of, avec |R|, |Z| < 27892, tout ensemble Q € 4,

tel qu’il existe un atome G de ,, avec |QNG| = 095:|G|, on puisse trouver
une partie M < Q telle que Meof,, M| <n et

m>t =y, (MU(ZnQ); RNQ) < n/m.

On peut supposer n < 27'7*% Soit a = card%. Soit n, =a~2271%9%
D’aprés la condition (1) il existe un entier n > n, tel que pour tout élément 4
de lalgébre ¢ engendrée par %', «/,, X, W, Y, H, et tout atome V de &/,

on ait

(13) Soit |[ANV| < n|V|/3n, soit [V\A] < 5|V|/3n
et
(14) m > n=0,(ANV) < y|V|/2m.

5 =~ Studia Mathematica LXXVII, 2
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Pour A€ 9, soit 4 la réunion des atomes V de .7, tels que [A\A4] < n|V|/3n.
Lfagplicaticln A — 4 est un homorphisme g’algébre de % dans .&,. Posons Z
=Y, R=V Pour Ce%, soit Q;=C\(XUH). On a sans peine [QcnU|
2 095|U¢|. Le lemme montre qu’il existe un ensemble
Mc=Qc, Mced,, |Mc]<n/a,
et tel que
(15) m >t =, (McAZNQc); RNQc) < n/3ma < nf3m.
Posons A = () M\(XUH). Alors A vérifie (10) et (11). Pour m >n, et V
ce ‘
atome &/,, on a d’aprés (13): . .
P (AUNINCAV) K |V)/3m;  0u(WACAY) < |VI/3m

puisque (AUY)NC, WnCe%. Ainsi (12) est vérifiée si m > r.

Pour r<m<mn, on a

Y (AUTINC; WAC) < (AU Y)NC) ™5 (WNC)™)+

+|((AuY)nC)A((AuY)mC)~!+|(WmC)A(WmC)~|
. 9r
(AuY)NCY = Mcu(ZNQy),
(WnC)™ = RnQc.

1l résulte de (13) et (15) que @, ((4uY)nC; WnC) < n/m, ce qui termine

cette étape.

ConcLusioN; PREUVE DU LEMME, On peut supposer Z, R = Q. On pose
=[O (1) dt ~ [ 6,,(t) dt, b(M) = {5,,(t)dt pour tout m et tout Mes,.
z R M

Soit Q' =Q\(ZUR). On a QNG| = 09|G|.
Soit 7 > n' > y/2, qui soit'de la forme k2~
Soit M =Q, Meso,, |M|=n'choisi de sorte que

SM)= Y (bu(M)+a,)
t<m<n
so0it minimal. Sofent U, ¥ deux atomes de o, avec U M, Ve Q\M. Soit
M =(M\U)UV. Pour m < n, soit x,, tel que teU=4,(t) = x,, (resp. y,, tel
que te Ve 3, (t) = y). On a b, (M) = by 27" (Y — X)), OU by, = b, (M).
Puisque S(M’) = S(M) un calcul direct donne

2 n= X buta)+27" 1 Y (3= x0)? 2 0.
t<m<n msn '
En particulier
Z (Ym_xm)(bm+am)+n'2—n+l = 0.

t<msn
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On a [(Q\M)NT(Q"\M)| > 3|G}/4, ou T désigne la transformation de L qui
change de signe les coordonnées d’indice t < i < n.

On déduit de Tinégalité de Paley-Zygmund [1],
Ve (@ \M)AT(Q'\M) tel que

| 2 ymbutan)| > (S(M)'2/4.

p<m<n

quil existe

En remplagant au besoin V par T(V) on peut supposer

% Inlbutan < ~(SON)14.

t<m<n

On a donc, quel que soit U < M:
Y, Xm(bpt ) S 127" (S (M4,

t<m<n
Puisque x,, = 2" [ O, (f)dt, on en déduit par sommation sur U ¢ M
U
Y bu(bmtan) <n'[n-27" 1 —(S(M))2/4].
p<m<n
D’autre part on a
Y nbmta) <( Y an)(S(M)?

t<ms<n t<msn
et (Y aZ)?*<|ZURM<n/8<y/4, la famille §, étant orthonormale
t<m<n

dans L?(dr). On a ainsi

SMK T bulbuta)+ T amlbytan <mn-27"H,

p<m<n p<m<n
Si ny est tel que (qn-2""*Y)Y2< y/n pour n=ny, on a alors |b,+a,l
<n/n<y/mpour p<m< nsinng, ce qui prouve le lemme, et termine la
preuve.
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