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Les Bg-algébres 4 idéaux premiers totalement
ordonnés par inclusion sont de Fréchet
par’

S, H. BOULOUSSA (Talence)

Abstract. We prove that every commutative unital By-algebra in which the set of prime
ideals is a chain is a Fréchet algebra, It follows that every infinite-dimensional B,-algebra which
is a valuation ring is a Fréchet algebra of formal power series.

Introduction, Le but de cet article est de montrer que toute By-algébre
commutative unitaire, dont I'ensemble des idéaux .premiers est totalement
ordonné par inclusion, est une algébre de Fréchet. Les algebres de Fréchet de
ce type sont étudiées dans [1]. On sait qu'une algébre de Fréchet de
dimension infinie qui est un anneau de valuation (voir définition plus loin)
est une algébre de séries formelles [1] et on voit donc que toute B,-algébre
de dimension infini¢ qui est un anneau de valuation est une algebre de
Fréchet de séries formelles. : .

Ce résultat concernant les anneaux de valuation est assez curieux si on
compare les différentes classes d’algébres localement convexes métrisables et

~ complétes. En effet la seule algébre de Banach qui est un anneau de
valuation est le corps des complexes [2], mais il existe des algébres de
Fréchet de dimension infinie qui sont. des anneaux de valuation [1]. Par
contre les seuls anneaux de valuation appartenant & la classe a priori
beaucoup plus vaste des Bj-algébres sont de Fréchet.

Je remercie Jean Esterle avec qui j’ai eu plusieurs conversations fructueu-
ses pendant la rédaction de ce travail.

Je remercie également le Professeur W. Zelazko qui a suggéré une
démonstration beaucoup plus simple du théoréme 2.

DeriNITION 1. Une Bg-algébre est une algébre localement convexe métri-
sable et compléte.

Si A est une B,-algébre, la multiplication est continue sur A4 et la
topologie de A peut étre définie par une suite croissante (|[||),ev de semi-
normes vérifiant ||xy|], < |X||p+1 - [}lla+1 pour tout x, yed, n=1,2, ..., [3]
p. 29.-

DeFiNITioN 2. Une algébre de Fréchet est une By-algébre localement
multiplicative.
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Ceci signifie quil existe un systéme fondamental de voisinages de
lorigine stable par multiplication et la topologie d’une telle algébre peut étre
définie par une suite croissante de semi-normes sous multiplicatives:

lleylls < lixlly Iyl pour tout n=1,2,...

La classe des Bo-algébres est évidemment beaucoup plus vaste que celle des
algébres de Fréchet. Par exemple il est bien connu [3], p. 34, que I'applica-
tion x—x"' est continue sur le groupe des éléments inversibles d’une
algébre de Fréchet, alors que ce résultat est en général faux pour les By-
algébres [3], p. 40. De méme une algébre de Fréchet commutative et unitaire
posséde des caractéres continus [3], p. 33, ce qui n'est pas toujours la cas
pour les Bj-algébres.
Nous utiliserons le résultat classique suivant:

TueoreME 1 (Zelazko [3], p. 47). Soit A une By-algébre commutative;
alors A est une algébre de Fréchet si et seulement si pour toute Jonction entiére
@A) = 3, a, A", et pour tout xeA, la série ¥ a,x" converge dans A.

nz0 nz0

Remarque. Soit A une algébre locale. Si Sp4(x) # @ pour tout xe A,
alors Punique idéal maximal M de A4 est le noyau d’un caractére de A.

Démonstration. Soit o un élément de Palgébre quotient A/M, on ax
= 7(x), ol & est la surjection canonique de A sur 4/M. Comme Spa(x) # @,
il existe 4€C tel que x—Ae n’est pas inversible dans A et n(x)—An(e) = 0, «
= An(e).

THEOREME 2. Soit A une By-algébre commutative, unitaire qui est un
anneau local. Si Tapplication x — x™ 1 est continue sur le groupe G des éléments
inversibles de A, alors A est une algébre de Fréchet.

Démonstration. L'application x —x~! étant continue sur G, il est
facile de voir en appliquant le théoréme de Liouville 4 la résolvante de X que
Sp4(x) # @ pour tout xeA, et Tunique idéal maximal M de A est le noyau
d’'un caractére y de 4 d’aprés la remarque précédente.

Soit xe I, alors e—~1xeG pour tout 1eC. On a

=x(e—Ayx)"?,

lim (e—Ax)"'—(e—Ayx)~!

PR A=A

et l'application g: 1 —(e—1x)~"! est une application analytique de C dans A.
On en déduit que la série ¥ (Ax)" converge dans A et que (e—Ax)"!

nzo
= ¥ (Ax)" pour tout AeC. Il en résulte que pour toute semi-norme p
"0
continue sur 4 on a lim p(x")'" =0, en particulier il existe une constante

n=s o

positive ¢, telle que p(x") < ¢y.pour tout neN.
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Soit ye 4, alors y = x+oae, xeM, a =y(y). On a

P = p( Z (n)oc""‘x") < éo (Dlml""‘p(xk),

k=0 \K
donc

n

PO < Y (:) " e = (jol +,)".

k=0
Pour toute fonction entiére ¢(z) = Y o,z" et pour tout xed, la série
nz0

Y a,x" est convergente dans 4 puisque
nz0

ol PO < Y ol (] +e,)
nz0 nz0

Il résulte donc du théoréme 1 que A est une algébre de Fréchet. Comme
toute algébre de Fréchet posséde au moins un idéal maximal fermé [3], alors
cet idéal coincide avec unique idéal maximal de 4 et y est continu.

LeMME Soit A une By-algébre commutative et unitaire. Si Pensemble des
idéaux premiers de A forme une chaine, alors Papplication x —x~' est
continue sur G.

Démonstration. Soit 4 une By-algébre telle que Iapplication x
—x7 ! est discontinue sur G. Si 4 n'est pas un anneau local, lensemble des
idéaux premiers de A ne forme pas une chaine. Si 4 est un anneau local, soit
M son unique idéal maximal.

Soit xe 4. Si x¢G, x¢ M et e¢M, x+ AeeG pour tout AeC— {0}.0Ona
alors x = lim ((l/n)e-f—x), xeG et G est dense dans A. Comme I'application

n~o .
x — x~! est discontinue sur G, elle est discontinue en e. Il existe donc une

suite (x,),.y d’éléments de G telle que lim x, =e et x; !+ e. L'ensemble
n—+co
{x;':n=1,2,...} est non borné. Ceci résulte de I'inégalité

”x;l"‘e”p < ”x;1”p+l ”xn_e”p-é-la P= la 2’ [EREY

ol (|[llsen st ume suite convenable de semi-normes qui engendrent la
topologie de A. Soit d une distance qui définit la topologie de A.
Quitte & tronquer la suite de semi-normes définissant la topologie de 4,
on peut supposer que liminf||x; ||, = +o0.
n= oo

Posons pour p, n= N:
U,w={(x, )4 xA: 3z A tel que d(xz, x) < 1/n et [|y*z}, > n}.

L'ensemble U,, est un ouvert de AxA4 muni de la distance
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di((x, y); (a, b)) = d(x, ) +d(y, b) car U, = G(%:r\ ¥,) ou %, et ¥, sont

U, = {(x, e Ax A: d(xz, x) < 1/n)
et
7 = {06 y)e A x A [[y?zll; > n}.
L’ensemble U, , est dense dans 4 x 4. En. effet soient (4, bye A x A et

&> 0. Comime G est dense dans 4, il existe veG tel que d(b, v) < &/2.
On a

limax,=a et lminf|jo”x; Y, > lirninfU—&':—j”—1 = 400
nereo et P [P
On peut donc trouver me N tel que
d(ax,, @) <min(g/2, 1/n) et [o° x|, > n.
Posons x =ax,, z =x;', y=v. Alors (x, y)eU,, puisque d(xz, x)

=d(a, ax,)) <1/n et ||y 2|, = ¥ x; Y|, > n.
D’autre part d(a, x)+d(b, y) <&. Soit

Vow={(x, Y)eA xA: 3z 4 tel que d(yz, y) < 1/n et [|Ixz]|, > n}.
On a:
Von={(x, )edx4: (y, YeU,,};

Vp.n est un ouvert de Ax A et ¥, , est dense dans 4 x 4 puisque I'application
(¢, d) —(d, c) un homéomorphisme de A x A. Posons

U= NU,w V=N Vo
p.neN pineN
Alors UnVest un G, dense dans 4 x 4 d’aprés la propriété de Baire. Il existe

donc un élément (x, y)e 4 x 4 tel que pour tout entier peN, il existe une
suite (4, )peny €t Une suite (v, ,),on d'éléments de A satisfaisant a:

d(xu, ., x) < 1/n, d(yv,,, ¥) < 1n,

”ypup,n”2> n, ”xpvp.n“2 >n.

On a lim [law, ||, = |lal|, et lim (1Bvsll2 = 18]l pour tout aexd et feyA.

Par conséquent y'¢xA et x"¢yd pour tout peN.

On conclut d'aprés un résultat classique d'algébre commutative qu’il
existe deux idéaux premiers I et J tels que xel, yél et x¢J, yeJ. Donc si
Papplication x — x~* est discontinue, 'ensemble des idéaux premiers de A ne
forme pas une chaine. Ceci achéve la démonstration du lemme.

THEOREME 3. Soit A une By-algébre commutative unitaire. Si Pensemble
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des idéaux premiers de A est totalement ordonné par inclusion, alors A est une
algébre de Fréchet.

Démonstration. 4 est évidemment un anneau local. D’aprés le lemme
précédent l'application x — x~! est continue sur G. Le fait que A est une
algébre de Fréchet résulte alors du théoréme 2.

Rappelons qu’in anneau commutatif unitaire et intégre A est appelé un

anneau de valuation si ensemble des idéaux de A est totalement ordonné
par inclusion.

CoroLLAIRE. Toute By-algébre qui est un anneau de valuation est une
algébre de Fréchet.

On a montré dans [1] que toute algébre de Fréchet de dimension infinie
qui est un anneau de valuation est une algébre de séries formelles, c’est-a-dire
qu’il existe un homomorphisme injectif de 4 dans C [[Xx1], continu pour la
topologie naturelle d’algébre de Fréchet de C [[XT] et dont Image contient
les polynémes. On voit donc que toute By-algébre de dimension infinie qui
est un anneau de valuation est une algébre de Fréchet de séries formelles. 11
résulte également du corollaire 1 et d’un résultat de [1] que si une telle By-
algébre A ne posséde aucune norme continue,.d est isomorphe i Ccl[x1].
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Operators of Bochner-Riesz type for the helix
by

ELENA PRESTINI (Milano)

Abstract. We consider in R® a family of muttipliers m,() depending upon a parameter
5 > 0. Their singularities lie_along a cylmdrlcal helix. The boundedness on L,(R% of the
operators T; f (X) defined by f,?(é (&) (&) is studied after establishing a sharp estimate on
the corresponding maximal function. The operators T; are the analogue for the helix in R® of
the Bochner-Riesz spherical summation operators for the circle in R%:

Introduction. Bochner—Riesz spherical summation operators U; are de-
fined in R"(n > 2) by the formula U, f18) = n5(8) &), 6 > 0, where my(&) = (1
~[181%? if |18l <1 and n;(8) = O otherwise. They have been studied exten-
sively (see [17, [31, [51 [71, [8], [10], {17]). In R? the results on the
boundedness of these operators acting on L, functions are sharp (they actually
hold not only for the unit circle but for more general curves with the
function n; replaced by any function with compact support which is smooth
except near the curve where it is the distance to the curve raised to the
power §; see [11], [15]). The studies on the subject have shown that these
operators are. tight up with restriction theorems of the Fourier transform to
the unit sphere of R" In [13] a restriction theorem to smooth curves in R3
with nonvanishing curvature and torsion is proved, so it is natural to look
for the related multipliers We are gbing to define them in Rj for the helix I
of equation y(r) = (cos 1/\/5 sin r/\/2 r/\/_ —1/10 < r < 1/10. (The helix
being the only curve with constant curvature and torsion might' be thought
as the analogue in R® of the unit circle in R%) This choice makes the
geometry slightly easier, at the same time it captures the nature of the
problem which has to do with the local behavxor of the curve.

Let (&, &, &) be the coordinates of ¢ E=(&, &, &3)eR?, with respect to

- the Frenet frame of I' at y(t). Denote by N, the normal plane at y(t). If isa

point lying in the angle determined by the planes N, for ¢ = 11/10, which
contains I', and moreover € is close enough to T, say dist (¢, I') < 1/100
(denote by U (I) this set) then there exists one and only one normal plane
N, through & (¢() is the solution of the equation —¢&, sint+¢,cost+¢; =0,
unique under our assumptions). Now we define the‘following multipliers

= (O +EIN G @, 8>0
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