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Le volume des idéaux d’opérateurs classiques
par -

JEAN SAINT RAYMOND (Paris)

Abstract. For 1< p< oo, let B be the set of operators + on 2 such that the sequence
of the n cigenvalues of |¢ belongs to the unit ball of 2. We explicitly compute the volume of B2,
and give asymptotic evaluation of this volume when n goes to infinity.

On considére ici, pour 1< p < o, la boule unité B? (resp. B?) de lidéal
n

d’opérateurs réel (resp. complexe) sur I7 définie par Y. A2 <1, ot les 4; sont
=1
les n valeurs propres de |f| = (t*1)*/2, !

On donne une formule explicite pour le volume de B? et B en fonction
de n et p, ainsi que des évaluations asymptotiques de ces quantités quand n
tend vers Iinfini.

On identifiera toujours un opérateur sur /2 avec sa matrice dans la base
canonique (¢,, ..., ¢,) de 12, et Pespace de ces matrices avec R"™ ou C"z, muni
du produit scalaire euclidien (t, 5)+> Re(Trace(* s)). La norme hilbertienne
sur C" est alors la norme de Hilbert-Schmidt sur &% (1?). On obtient ainsi

/2
que le volume de B} est v, et celui de B} est v, , si on note v,, = m@%—/—z—)—
le volume de la boule unité euclidienne de R™.

TutorEME 1. Les volumes de B? et BP sont donnés par

vol(BE) = 27"(]] kv,,)zjlﬁ,

k=1
vol(B8) = (2m)~"([] 2kva)? T,
k= |

= | n (6} —0})do, ...do,,
Qp 1€ <k&n

FP={ TI (6-c}?0,0;...0,do,...do,,
Qp 1€ <kgn

"
oi, Q,={oy,..,0,) 0<a, <...<0, et 121 of <1}
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L'ensemble des opérateurs singuliers étant négligeable, presque tout
opérateur ¢ se met de fagon unique sous la forme

t=uh

oll h=(t*1)'/2 est hermitien positif et ueO(n) (resp. U(n)) dans le cas réel
(resp. complexe). Il existe alors veO(n) (resp. U(n) tel que

h=v*dv

ol d est diagonal de valeurs propres positives 0y.< ¢5... < 7,. Pour presque
tout opérateur f, les o; sont deux & deux distinctes, et v est unique A la

multiplication prés de ses lignes par des scalaires de module 1.
Il

Notons enfin que teBZ (resp. BZ) si et seulement si ¥ oy < 1.
. J=1
Soit @ l'application de O(n)x0(n) xQ, dans Z(R") (resp. ¥: U(n)x
xU(n) xQ, = £(C") définie par

D(u,v,0)=uocov, ¥(u,v,0)=uogov

en identifiant oe'Q,,c R" avec lopérateur diagonal de valeurs propres
(64,...,0,). On a .

Cr=3(0mx0(mxQ,) =B et vol(BE\CE) =0,
C=PYUmMxUMmxQ,) =B et vol (Br\CP) = 0.

On munit O (n) (resp. U (n)) de la structure riemannienne induite par son
plongement dans Pespace euclidien R"™ (resp. = Rz"z) et de la mesure
associée p. Puisque, pour ue O (n) (resp. U (n)), les applications ¢~ tu et { —>ut
sont isométriques pour la norme de Hilbert~Schmidt, u est une mesure de
Haar. Si on note J(u, v, 0) (resp. J(u, v, ¢)) le jacobien de @ (resp. ¥) en
(u, v, 0), c’est-a-dire le déterminant de application R-linéaire tangente a &
(resp. ¥) restreinte 4 la co-image (Ker T®)*- (resp. (Ker T%)'), on aura,
puisque les applications w++u-w et wsw-v induisent des isométries de
Tespace tangent & O(n) (resp. U(n)) en 1 sur les espaces tangents 4 O(n)
(resp. U(n)) en u et o,

Mo, =W, 1,0l 1T, 00 =7, 1, o),

qui sont constants sur les fibres #~ (1) et ¥~!(t). Donc
‘ V (u, v, 0)| du(u) du(v) do = | vol (#~* (1)) dt,

O(n) X O(n) x 2, cf

V@, v, o) duu) du(v) do = § vol (=t (1)) dt

Uw) x U(n) x 2, g:

ol vol 71(r) et vol ¥~1(r) désignent les volumes riemanniens des fibres
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@' (t) et ¥~ (t). Dans le cas réel on a vu que pour presque tout t, &1 (1)
a 2" points, d'ott vol (671 (¢)) = 2",
Dans le cas complexe, ¥~ !(r) est paramétré par
Q: wE [0’ 27!]"H(u .m(lJ .U*’ v 'm:)’ a.)
ou m, est lopérateur diagonal unitaire de valeurs propres (¢, ..., ¢7).

Comme l'application linéaire T, tangente i ¢ multiplie les distances par \/5,
on obtient

vol ¥=1(1) = (2m)"(\/2)".
On en déduit
vol Bf = vol C% =—2:E,~I f [J(1, 1, o)) do x(vol O (m)?,
2y
1 -
volEﬁ:volC’,‘,’:—-———Mle,l, lo x (vol U (n)).
(271:\/5)" I ( a)| do x( (n)

ﬂ,,
L'espace tangent V' a O(n) en 1 est le sous-espace de % (R") formé des
opérateurs antisymétriques dont une base orthonormée est

P __3}®ek‘"3k®ej
ik = “"“"""’"\7:—"——*—4,
2

ou (¢)) est la base canonique de I? et ¢;@e, identifié 4 Popéfateur

I<j<k<€n

X (X, e, e

L’application linéaire tangente & & en (1, 1, 0) transforme le vecteur
tangent (a, b, x)eV xV x R" en

ac+ob+x.

Notant alors ¢}, et ¢}, les vecteurs correspondant & & dans le premier et le
second facteur V, on a

o e;Pe.~0ae,Re;
Td- Llli. KSR AR

NG

0;¢,Qe,—0,6,Re
T ,;ﬁ f = AETh TR

NG
Td: ¢ = ¢ ®e.
Donc

1 2y 0i—0}
(TP ey) A (TS ef)) =5 (e,@e) A (¢:De)

5 =~ Studis Matheratica Tom LXXX
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et
[ (T@ e} A(TDel)] A A (TP )]
1<f <k<n ' 1€)%n
=L, I Jek=ep]x2m i =11, o,
d’ont

vol Bf = 27" 27" 2 (yol O(m)* | [ (of~0a}) do.

Oy 18] <k€n
De méme l'espace tangent 7a SU(n) en 1 est le sous-espace de . (C")
formé des opérateurs anti-hermitiens dont une base orthonormée est

¢;®e,—e ®ej

gy =t I<j<k<n,
J2
i@ ®e,+e,®e¢;
Mk = lwﬁﬁf ~~~~~~~~ . 1<j<ksn,

N =ie;®e, - 1<j<€n
L’application tangente & ¥ en-(1, 1, ¢) transforme (4, b, x)e ¥ x V¥ x R* en
ao+ob+x. Il en résulte quune base orthonormée de la coimage de TV
est formée de
1,2, 01, 2
ks € M M 18] <k €n,

1
"ﬁ(n}ﬂf);ej, 1<jgn,

et que
T®-gl, = T4 € ®ek-ajek®ﬂ
'y . \/5 "
T2, = 2984 heBe
2
TY 4l _ 9 le;®e +0;ie, Qe
L= :
J2
e T, = LaBact ada®e
V2

1 ‘
. T?’-—\ﬁ(n}m}) =0;\/2i¢,®e,

TY ¢ = ¢;®¢;.
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Donc
|j(1, 1, 0) = [ (Ty/'ﬁjl.h) A (TlP'E},k) A (TW‘W},x) A (TW'ﬂjz,k)] A
1€j<ksn
1
A TV e) ATV | —= (n} + 2))}‘
WG NGECT
2 2)2 n
= ] (k ~97)” x 1 o N/i
1%/<kSn 4 et
=0 un=1y, 2n/2 I"'I aj n (o.‘%__o.jZ)Z’
FE! 1€)<k&n
d’ou
. n
vol gﬁ = (2Tc\/2)'" neymatn a2 fyol U(n)]? j' n (J,f—«af)z H o do.

0 1] <kSn j=1

En considérant I'application u~u(e,) de O(n) sur $"! (resp. U(n) sur
§2"-1y dont Ja fibre est isométrique & OQ(n—1) (resp. U(n—1)), on obtient
comme plus haut, en examinant lapplication tangente,

“vol (0 (n)) = 2"~ /2 yo (§"~ 1) -yol (O (n~1))
et puisque O(1) = {+1, —1},
n-1
vol (O (n)) = 2= Wit TT vol (S x2

k=1

21+n(n 1)/4 x H kv .,zn(n-l)/‘t H kvk

k=2

donc
vol B} =2""(T] kwi? | Il (02—0})doy...do,,

k=1 !)I, 1€j<k<€n
qui est la formule cherchée. De méme,
vol (U(n) = 2"~1-vol (§**~*)-vol (U (n—1)),
et puisque U(1) = {e!| 0 <0< 2n},
n n
vol (U (n)) = 2m- 27~ 102 TT vol (§2~ 1) = 2rn=172. TT (2kvyy),
ke 2 k=1
donc
n
vol (B?) = (2m)~ "+ (H 2k [ I (ed—o})?* [] oyda,
G 18] <k =1

ce qui achéve la démonstration.
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THEOREME 2. Si on pose

Pnzll_[ (kvk)s ﬁn

k=1
on a, pour n tendant vers infini

log P ;%{ log (2re*/?)~(log n)/4+ O ((log n)/n),
log PL/*"* =4 log (2ne¥/?)~(log 2n)/4+ O ((log n)/n).

n
= n (ZkUZk)'n
k=1

~ Ceci se déduit aisément de vy =~ et de la formule de Stirling.

T(1+k/2)

THEOREME 3, Lazhmite, quand n tend vers I'infini, de (1 ”)”"2 vaut 1/2, ainsi
que celle de (T,

Ces deux résultats se prouvent de2 maniére similaire. Nous laissons au
lecteur la démonstration pour (J)4/2n*,

Soit §, le diamétre d’ordre k de [0, 1], défini par

6k = sup I‘I {Tj_TII)Z/k(k- 1).
treatsl0, 1] 1€i<<k

On sait ([2], p. 268) que J, tend en décroissant vers le diamétre transfini de
[0, 1] qui vaut 1/4. 11 en résulte que

I7< [ @Y% doy ...da, = (5,7 2 vol (2,)
2y, .

= (B D x (1/m),

donc

" lim sup (1)1

n=r o

On sait aussi que §, est approche par la suite

z(J"‘
2(k—1)

T; =sin
En effet

1 (sm
1si<jsk

Alors si on pose

LU—-Dm —sin 2(1 n 2(k-—~1) 2
2(k-1) 2(k—~1) 4-1 '

e@= ] (ofndf),
1gi<jgn
* o (o * —n
o* =(o}, ..., 0% ou a‘j‘ smmww“

on aura (p(a)>(p(a“‘)(l»—a)"2 sur un voisinage de o*
sufﬁsamment grande pour que !

({ (o) do)i* >

00

de mesure

(@ (@) (1 - 25)
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pour n assez grand. De fagon plus précise, si

. . 1
=l1:5‘ Io’;kz__a?‘ﬂ = sin® 2(n 0 (n 1)2
et
sup |o; —o¥| < om,

on a l

Jo} — 0¥ = (0;-+0%) |0, — o} < 25m,
d’od

o}=0? > of? ~ ot ~|oF o1 |0 — o}
2 of~of —4dm > (1-49)(a¥*—0a}?)

et

¢(0) > (1-48y" 2 g (g%).

Cette condition est réalisée sur I'ensemble

n—1
[0, 6m] x ] [o¥—dm, o} +38m] x[1—dm, 1]
2

dont la mesure est 2"~ 2(5m)", donc *

Iy 2 (1 =49y~ V72 . 212 (5my i (%)
et avec 6 = 1/2(n+1) '

2/"2 (Yl — 1)(n- 5)/2n

b4 'l2 - 2-
2 2 s (0 )™
1\ 1/2n
et puisque (¢ (%) = (25::_11)> s
lim inf (I2)" > 1/2,
n—u

ce qui achéve la démonstration,
CoRrROLLAIRE 4. Lorsque n tend vers linfini, on a

312
(ol (B ~5 [P, Lol (B2 ~

1 [re’?
E\/ n

Ceci résulte des trois théorémes précédents, et améliore un résultat de

Gluskin prouvant Iexistence d’un C > 0 tel que, pour tout n, (vol (B

>.C

Jn
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. z s ’ 2
On va généraliser le résultat précédent pour évaluer (12)'"”. Posons,

pour 0 < g < +o00,
| (L s
4(q) = Va . ASi<isn_
@) ogflﬁiﬂ...sr" n (3 <)
qui tend vers le diamétre d’ordre n de [0, 1] quand g tend vers Iinfini.
LeMME 5. La suite 4,(q) décroit vers une quantité A(q) quand n tend

vers Pinfini et
neI(g+1D\"
szwC/ u ).

Pour gz 1/2 on a 1/4<d(g) <4
Sonent Ty €75 €... € T,41 des nombres positifs. Alors, si n > 2,

nt+1
fej=mly =" = [T =)
1si<jsntl k=1 1Ki<j<n
ij#k

+1
< nﬂ [n‘llq An(q)(Z T?)lld]n("‘"l)/-'l
k=1 1%k

n L
< (n* 1/ A,,(q))"""* 1)~ 1)/2 [ H (Z ,c.?)]n(nw 1‘)/211‘
k=1 i#k
En vertu de l'inégalité entre moyennes arithmétique et géométrique, ceci se
majore par
(n~ 1/g An(q))n()w 1)(n—1)/2 [

T (S

",n{n+ - 1)/2g
n+1 2 5

=[(n+]1)" 4 A"(q)("g:l f)JH/adntn Din - 1/2)

d'ott 4,41(9) < 4,(9) < 4,(g) = 2!, quantité majorée par 4 si ¢ = 1/2.
Ceci prouve que 4,(g) décr(nt vers 4(q) = inf 4,(¢). Si on prend

7y = sin® *(‘l(»—-_l_){; I<j<n,
on'a |
n 2
2(n—1)\2 "~1j
( 4! ) _ [2(n—1)]H /D

44(q) = = —
1t ju \ =1 i ijq
- sin? ot 4l - in2e. T
(n,ji\:o : 2(n~1)>‘ (nl,go s 2(n-—])>
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et puisque
1 2
1t L n 2 (. 2 (/) T(g+1/2)
~ sin% =< | sin®rdt =2 2
",';o (n—1)- ﬂf T TI(g+1)
0
on abtient
. 1 : s
lim inf An(q) >~ Mﬂ s
ne 4\ T'(g+1/2)

De plus, si on considére le développement en série de

2

4 5 (log I"(q+1 —log I'(g+1/2)),

dg?
Pig+1)-/n

I(g+1/2)

JET(g+1)
I'(g+ 1/2
cette fonction tend vers 0 & linfini. Ceci achéve la démonstration du lemme.

Lemme 6. Il existe un t* = (1}, ..., t}) tel que

"
Y =1,
i=1

An(q) n(n~1)/2 2 1+1/g
[ k== <~r—l-m«> , = inof [t} —1} = oD N

1<i</<n ikj

on voit que log est fonction concave de g, nulle en 0. Il en

résulte que a log est décroissante de ¢, donc positive puisque

Par homogénéité, 4,(q) peut &re défini comme la borne supéricure de
n't s (z) sur lensemble des t vérifiant 0 <ty <7, <... <y et ol =1 si

w(":) = H IijTiL

1€i<jgn

borne qui est atteinte par compacité, en un t*, Il est clair que t} est nul, car
(0, t¥—1f, ..., ¥ 1) = (1) et

0, o4 —1¥, ..., of =}, <lieXll, si  tF#0.

On a done, puisque log ¥ est maximum en t* sur {t|l, =1},

! (['E] " dT/“'lIT[ . o -
e R e (qk)q Lz
fgz :

"“'T,*

T aei<isn o}
et donc

j#


GUEST


72

Il en résulte que

n

Zfiai Zﬁ“z

i=1

De plus, pour 2 <

Z“i“AZ(T*)‘I 1<

i=k

15i<jén T ‘Tj

k<n

i=k

J. Saint Raymond

#i
ceci donne, pour k =2,
1 nm-1) 2 -
> <X Y i
i=2 Ti 2 S
donc

et

n
zgz T

n

n
Z ()l g Z TRt
i=2 i=2

g+ 1) 1/q
<
A i= 2 T* )

cest-a-dire enfin
1

—
* * Y
Tk — Tk~ 1

L

* %
i=k T~ Tgmy

d’ou Je lemme puisque

'nf( N N 2 1+1/q 1
m == Tr =~ Th — ; e aas
a = Ti) 2 ( = 1)) (n-l

1<

S
i

- <

1*

n(n— 1)Z (el !

i=2

1

= Z AT = A =n(n-1)2.

D D

PR TT TR kB  ed +

n(n-—l)

i=2

m,._m Z (z *)'l‘l/('l*‘”(t)

<=1 ( )1"‘7*
<7 2 xgz T .

n(n— 1)>(q+1)/q

<(*5
(;1?) /(q+1) -i *)q)q/(q “h (L

nin

.m,,.wﬁ..m Z (T*)qwl &(

Joa

THEOREME 7. Lorsque n tend vers Pinfini,
(I ~ =40 /A (o],
(i =it JA ().

1)
»

{=2

n(n—1)
2

)2 + 204

.
’

Ja+1)

sapiarn (g LY
(g e (£ 5)

1 \Ma+n
ch

14 1/y
0
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On a comme dans le théoréme 3, pour tout ceQ,cQ,

1y/2

2 »
(p(a)\[ ZI;’I{ ) (Z (© 2)1/2)2/1:J Sﬁn—i‘l‘)ﬁ(An(P/z))"(n—“/z:

d’ou

1
= [ @(0) da < vol (Qp)'m(dn(p/z))n(n~l)/2

2p

< vol (2,,) -n~ "= DIP (4, (p/2))rn= D2

= ;:1—' n= = 1’/P(A"(p/2))"("" 1)/2’

c’est-a-dire

lim sup (J5)H" -ntir < /4 (»/2).
n=+er

Inversement, il existe d’aprés le lemme 6 un t* = (<4, ..., 7F) avec

An 2 n(n+1)/2
Wm0, [ty =1, @ =<m‘-g#)

. " . 2 1+2/p 1 1+2/p 1
m:mf(fwrl"ﬁ)?(m) ?(;17) ?-n—s.

Posant alors o} = ./t}, i=1,2,...,n, on a comme dans le théoréme 3,
pour tout ¢ tel que o —dm < 0, < o,

(o) > @(aF)(1 40y~ 102, seq,
et I'ensemble de ces o a une mesure égale a (Sm)". Donc

= (3m)" g (o) (1 — 48y =112,

et

De plus

o= 1 @)=t [ ©F-o?

1€i</Sn feoe] Lgi<i<n
= '/’ (v*) = [:A,,H p/2 n+1)"2/p]n(u+1)/z‘
Donc

1 RN 3
(1.'3)”"2><%) (1 -4 (ny1) 7 (A»+1(P/2))BT'TL,

c’est-a-dire, . prenant & = 1/n

lim inf (I2)V"* - ntlr > JA(p)2),

n-roo
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dott le résultat, dans Je cas réel. Dans le cas complexe, les mémes indgalités
n

donnent le résultat, compte tenu de ce que, sur £, [] o,< 1 et que
J=1

n n
[1 of TT (0¥ =01 = [ or*-[] (0¥* -0} =y (c¥),
j=1 7 Gk =1k

donc que |[J(1, 1, o) = (1~8)"(1~46)* V[ (x*)]* sur un ensemble de
mesure = (dm)".
CoroLLAIRE 8. Lorsque n tend vers linfini, on u

e A (n)2
(vol (Bp)r* ~ ,\./,..W_’,l,lrﬂ a ;"/ !

(vol (Bp)t/an? ~ \'"/““,,‘“u”z‘“»r’i'/, f’/

En particulier 4(1) = e~ %2,
Ceci résulte imr_nédiatement des théorémes 1, 2 et 7. Dans le cas p =2,
B} est la boule unité euclidienne de R*. Donc

(vol (B = (v,,)1"* = WWJ..’LWE L e
(I'(1+n?f2))tim \/nz o1 n
2

24 (1) _J2ne
n Ton

Clest-a-dire 4(1) = e 42,
) THEOREME 9. Le quotient volumique (= volume ratio) de lu boule nucléaire
B, a une limite. inférieure 4 2-e~'* quand n tend vers Pinfini.
- La boule B} est le polaire de la boule By, L'inégalité de Blaschke-
Santal6 ([1], [3]) entraine donc
vol (BY)vol (B}) < (0,2
et donc [vol (Eg,f)]”"z{vo] (BY]'* < [vol (BY], est-d-dire A(l/?)x
_xA(o?)g(A(l)) =e."‘, ou encore, puisque 4(w) = 1/4, A(1/2) € 4¢" 1,
Lunicité de Pellipsoide de John- de B} montre quil est invariant par

S0 (n), donc que cet ellipsoide est un homothétique de la boule BZ; le
rappost d’homothétie est alors évidemment n~ 12, d'ou

vr(BL) = _gjzol (B} . \/A‘(i‘/‘z‘,
n™ 42 (vol (BY))'/ A1)

2"V <2,
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Ceci améliore, au moins pour les grandes valeurs de n, un résultat de

- Szarek et Tomczak-Jaegermann qui majorent vr (Bl) par 32000. En fait, en

raffinant les majorations faites ici, on obtient avec des calculs fastidieux

sup vr (BY) < 5.
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