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Diese Schilderung des wissenschaftlichen Werkes von C. L. Siegel, soweit
es die Zahlentheorie angeht, soll mit einer kurzen Ubersicht iiber seinen
Lebensgang erdffnet werden. Er wurde am 31. Dezember 1896 in Berlin
geboren. Sein Interesse fiir die Mathematik zeigte sich frithzeitig, obwohl, wie
wir aus autobiographischen Bemerkungen wissen, der Schulunterricht keine
Anregungen bot. Das erste Werk damals moderner mathematischer Literatur,
das ihm, mehr zufillig, in die Hinde kam, war H. Webers Lehrbuch der
Algebra, Band III, ein Buch, das man woh! niemals einem Anfinger zum
Studium empfohlen hiitte; Siegel begann es zu lesen, und verstand es.

Im Jahre 1915 liess er sich an der Berliner Universitiit einschreiben, mit
der Absicht, Astronomie zu studieren. Astronomie wihlte er, um, wie er
hoffte, sich weit von den irdischen Dingen entfernen zu kénnen, die ja gerade

ceine so iible Entwicklung begonnen hatten. Der Zufall fiigte es, dass die

Astronomie-Vorlesung um zwei Wochen verschoben wurde, und so begann
Siegel eine (flir die gleiche Zeit wie die Astronomie-Vorlesung angesetzte)
Vorlesung von G. Frobenius iiber Zahlentheorie zu besuchen, ocbwohl er, wie
er gelegentlich erziihlte, keine Vorstellung davon hatte, was Zahlentheorie
sein k&nnte. Dies war fiir ihn, wie er schreibt, ein fiir seine wissenschaftliche
Laufbahn entscheidendes Erlebnis. Obwohl Siegel sich den starken Eindruck,
den Frobenius' Vorlesung auf ihn machte, nicht erkliren konnte, so scheint
mir doch klar, dass es — neben der Faszination des Gegenstandes — Fro-
benius’ souverdner Vortrag war, der diesc Wirkung hatte. Sicher hat Siegel
sich Frobenius als Vorbild genommen. Ich erwihne diese, weil ich selbst die
Vorlesungen und Vortrdge von Siegel als von &dhnlicher Art in Erinnerung
habe. Er konnte zB. lange und komplizierte Formeln, die iiber die ganze
Tafel reichten, ohne Zdgern aus dem Gedichtnis anschreiben. Der
Gedankengang des Vortrages war immer klar und eindringlich.

Schon in seinem dritten Semester (1916-1917) kam Siegel in Berithrung
mit der Thematik eines wesentlichen Teils seiner Publikationen, mit den
diophantischen Approximationen. 1. Schur erwihnte in einem Seminar iiber
Zahlentheorie den Satz von Thue ilber die Approximation algebraischer
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Zahlen durch rationale; Siegel las die etwas undurchsichtiz formulierte
Abhandlung Thues und machie sich eine Ausarbeitung. Die Einfiihrung
cines neuen Parameters verhalf mir zu einer Verbesserung des
Approximationssatzes von Thue — zu meiner Verwunderung — wie Siegel
schreibt, I. Schur verkannte die Bedeutung dieser Arbeit, dic mit nur vier
Seiten viel zu kurz war, um verstanden z2u  werden. Nach einer
Unterbrechung seiner Studien durch Militéirdienst machte Siegel zum Gliick
die Bekanntschaft E. Landaus, der eine 6-scitige Neufassung von Siegels
Manuskript mit einer Wahrscheinlichkeit von 159, fir richtig erklirte. Als
Siegel seine Studien, diesmal in Gotlingen, wieder aufgenommen hatre,
schrieb Landau dem nach und nach aul 40 Seiten angewachsenen Bewels
90°/, Wahrscheinlichkeit der Richtigkeit zu und nahm sie als Dissertation
[1}, [2] an. Nach der Promotion (2. Juni 1920) war Siegel 1920/21
Lehrbeauftragter in Hamburg, danach anderthalb Jahre Assistent von R.
Courant in Géttingen, mit dem ihn eine lebenslange Freundschaft verband.
Er habilitierte sich in Gottingen (10.12.1921). Schon zum [.8.1922 wurde er
zum o.Professor in Frankfurt ernannt, als Nachfolger von A. Schinflies. Die
Jahre in Frankfurt (bis 1938) bezeichnete Siegel als die schinsten seines
Lebens, leider wurden sie ab 1933 durch das Schicksal seiner Kollegen Dehn
und Hellinger verdunkelt. In diese Zeit fallt eine Gastprofessur in Gottingen
(Sommer 1930). In der Vorlesung {iber analvtische Zahlentheorie dieses
Semesters habe ich Siegel kennengelernt; ich darfl noch einmal den tiefen
Eindruck, den sie auf mich machte, mit dem vergleichen, den Siegel von
Frobenius’ Vorlesungen hatte. 1936 berichtete Siegel auf dem Internationalen
Mathematikerkongress in Oslo Uber seine analytische Theorie der quad-
tatischen Formen, (Soviel ich weiss, war dies der einzige Kongress, den er
besucht hat, wenn ich von seinem Vortrag auf der Jahrestagung der
Deutschen Mathematiker Vercinigung in Géttingen 1955 absehe).

1935/36 war Siegel Gast am Institute for Advanced Study in Princeton.
In Princeton wurden die ersten beiden Teile seiner grossen Arbeit ,,Uber die
analytische Theorie der quadratischen Formen™ geschrieben, Teil III (1937)
in Frankfurt ([20], [22], [26]).

Damals hatte Siegel wohl daran gedacht, in Amerika zu bleiben, aber er
kehrte mach Fraokfurt zuriick. Aber die Verhiltnisse hier wurden uner-
triiglich, so nahm er zum 1.1.1938 einen Ruf nach Géttingen an. Hier war
aber der Druck nicht viel weniger zu spiiren, und als dann 1939 der Krieg
ausbrach, fasste er den Entschluss, Deutschland zu verlassen. Eine Vortrags-
reise nach Oslo ermbghchlc thm, 1940, kurz vor der Besetzung Norwegens,
nach Amerika zu reisen. Er ethielt ein Forschungsstipendium am Institute
for Advanced Study (Princeton), spiter, nach Knegsencle eine Professur
ebenda. Im Winter 1946/47 hielt er eine Vorlesung in Gottingen. Im Herbst
1951 erhielt er wieder eine Professur in Gaottingen, 1959 liess er sich vorzeitig
emeritierén, seize aber, von amtlichen Verpflichtungen befreit, séine Lehr-
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titigkeit noch mehrere Jahre fort, ohne sich etwa auf Vorlesungen fiir
fortgeschrittene Semester zu beschrinken.

Siegel hat an verschiedenen Orten Vortriige liber seine Arbeiten gehal-
ten; viermal war er zu Vorlesungen am Institute for Fundamental Research
in Bombay. Ausarbeitungen mehrerer seiner Vorlesungen sind im Druck
erschienen.

Die wissenschafltliche Tiitigkeit Siegels hérte mit dem Ende seiner
Vorlesungstiitigkeit keineswegs auf. Die 1966 von H. Maass und K. Chan-
drasckharan in drei Binden herausgegebenen Gesammelten Abhandlungen
Siegels mussten 1979 durch einen vierten Band erginzt werden. Die letzte
Forschungsarbeit [99] erschien 1975. Seine Krifte beginnen zu schwinden:
er starb am 4. April 1981 in seiner Wohnung in Géttingen.

Im Folgenden soll niiher aufl die Arbeiten Siegels eingegangen werden,
die entweder rein zahlentheoretische Themen behandeln, oder doch mit der
Zahlentheorie zusammenhingen. Wir lassen also die mehr funktionentheoret-
ischen Arbeiten und vor Allem die zur Himmelsmechanik ganz beiseite.

Arbeiten iiber diophantische Approximationen und diophantische Glei-
chungen: Die schon erwihnte Dissertation behandelt folgende Frage: x sei
eine algebraische Zahl vom Grade » > 1; gefragt wird nach dem Infimum
A aller positiven I, fiir die diophantische Ungleichung

|x—plgl < 7!

nur endlich viele Losungen in ganzen, teilerfremden p, ¢ hat. Thue bewies
A€ nf2+1;

Siegel verschirft das zn

A Min(

v=1

{3 ) i

v+1+v) < 2 \/n..

Siegel gibt auch eine Verallgemeinerungen fir die Approximation einer
algebraischen Zahl x, die von einem Grad n > 1 iibér einem algebraischen
Zahlkorper k ist, durch Zahlen eben dieses Korpers. In [6] wird der zuerst
genannte einfachste Fall {Approximation algebraischer Zahlen durch ration-
alel noch einmal dargestelt. Aus dem Approximationssatz leitet Siegel
Ergebnisse iiber diophantische Gleichungen her, wie es schon Thue mit seiner
schwiicheren Aussage gemacht hatte. Sehr viel spiter ist Siegel noch einmal
aufl die Arbeit Thue's eingegangen. um die Wege 7u verfolgen, die Thue
gehen musste, um sein fundamentales Resultat zu erhalten [91].

Die bedeutendste Arbeit Siegels tiber diophantische Approximationen
und Gleichungen ist [16]. In ihr werden zwei Problemkreise in Angriff
genommen: Transzendente Zahlen und ganzzahlige Punkte auf algebraischen
Kurven. Dass Transzendenzprobleme mit diophantischen Approximationen
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zu tun haben, war seit Liouvilles Untersuchungen bekannt, das trat ja auch
bei dent Beweisen fir die Transzendenz von e und m in Erscheinung. Eines
der Ergebnisse Siegels ist dieses: '

Jo(z) bedeute die O-te Besselsche Funktion, ¢ sei eine algebraische Zahl
vom Grade m. g(x, yeZ[x,y] sei# 0, vom Grade p, und simtliche
Koeffizienten von g¢-seien absolut < G. Dann gibt es eine allein von £ und p
abhingige Zahl ¢ > (, so dass die Ungleichung

g (Jo (&), Jh ({})| 5 G 1237703

gilt; J, (&) und J4(€) sind iiber Q algebraisch unabhingig, inshesondere sind
beide Zahlen transzendent. Die hier entwickelte Methode wird noch auf
andere Transzendenzenprobleme angewendet.

Das zweite Thema von [16] sind Punkte mit Koordinaten in einem
ZahlkSrper k auf iiber k definierten algebraischen Kurven. Das Hauptresultat
lautet: Diie Anzahl der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten in & aufl einer
iiber *k definierten Kurve C ist endlich, vorausgesetzt, das Geschlecht von C
ist > 0. Beim Beweis wird neben diophantischen Approximationen der
Mordell-Weilsche Endlichkeitssatz fiir die Gruppe der iber Kk-rationalen
Punkte der Jacobischen Manmnigfaltigkeit von C benutzt.

Aul mit elliptischen Funktionen zusammenhiingende Transzendenz-
probleme geht Siegel in [17] ein. Sind g,, g, die Invarianten der elliptischen
Funktionen mit dem Periodengitter Zw, ®Zm, (also die Koeffizienten in der
Differentialgleichung fir die Wejerstrassche p-Funktion), so sind die vier
Zahlen w,, ®,, g,, gs nicht sdmilich algebraisch. Man vergleiche auch das
Buch [1]. - ‘

Arbeiten zur Theorie der algebraischen Zahlkorper: In 3] behandelt
Siegel die Frage nach der Darstellbarkeit von (total positiven) Zahlen o eines
Zahlkorpers k als Summe von Quadraten von Zahlen eben dieses Korpers
und beweist inshesondere die Behauptung Hilberts, dass dies stets mit vier
Quadraten moglich sei. Ganzzahligkeit der Quadrate wird — auch fir total
positives & — nicht gefordert. Dann wird noch der Beweis Hilberts fiir die
Waringsche Vermutung auf Zahlk&rper iiber(ragen, mit dem Ergebnis: me N
sei gegeben. Jede total positive Zahl a von k lisst sich als Summe einer
festen, nur von m, nicht von & anhiingigen Anzahl von m-ten Potenzen total
positiver Zahlen aus k darstellen.

[8] und [14] stellen von Neuem die Frage nach den Darstellungen total
positiver Zahlen von & als Summen von Quadratzahlen aus k, diesmal mit
ganzen Quadraten. [8] bringt eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der
Darstellungen einer total positiven Zahl eines recllen quadratischen Korpers
k als Summe von n (3 5) ganzzahligen Quadraten aus k.

In [21] beweist Siegel eine als Satz von Siegel ‘bekannte asymptotische
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Aussage fiir den Wert L;(1) der zu dem quadratischen Korper Q(\/E) dér
Diskriminante d ({ (s, @(/d) = {(s) La(9)):
(1 log L;(1) = oflog|d),

ldf =

was im Falle d < 0 auf die asymptotische Formel
logh(dy ~ log ./ld|
ld| +o0

fir die Klassenzahl h(d) von Q(.\f’d) hinauslduft. Damit war fir das bei
Gauss auftretende Problem, h(d) — «¢ fiir |d] — oo zu beweisen, das gerade
von H. Heilbronn in positivem Sinne geldst worden war, eine abschliessende
qualitative Aussage erreicht. Leider war sie nicht effektiv, das heisst, dass die
Siegel'sche Methode keine Schranken fiir die in (1) enthaltenen Abschiitzungs-
konstanten ergibt, es war damit noch nicht einmal bewiesen, dass die einzigen
Diskriminanten d < 0 mit h(d) =1, —d =3, 4, 7, 8, 11, 19, 43, 67, 163 sind.
Dies wurde erst 1952 von Heegner (') bewiesen. Seine schwer verstindliche
Arbeit wurde zuerst offenbar nicht anerkannt. Erst als Stark (%) einen anderen
Beweis fand, wurde klar (Stark (*), Deuring(*)), dass Heegners Arbeit stichhaltig
ist. Siegel [85] gab einen weiteren Beweis, der dhnlich wie die von Heegner
und Stark auf den Beziehungen beruht, die zwischen den Modulfunktionen
und den quadratischen Zahlkdrpern besteht.

In den frithen Arbeiten [7] und [13] gibt Siegel neuec Beweise fiir die
analytische Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung der Dedekindschen
Zetafunktion {(s, K} eines Zahlkorpers K. Der Beweis in [7] ist eine
Verallgemeinerung des Riemannschen Beweises fir [ (8) (K = @) mittels
des Cauchyschen Integralsatzes, in [13] wird der Beweis gefiithrt, ohne die
Kenntnis der genauen Struktur der Einbeitengruppe von K zu benutzen
(wie es bei Hecke geschieht), was Siegel wiinschenswert erschien, weil weder
die Definition von {(s, K), noch die Formulierung der Funktionalgleichung
diese Kenntnis voraussetzen.

In [44] wird das Waringsche Problem fiir Zahlkérper K gestellt. Siegel
gelingt es, nachdem die Frage prizisiert ist, die Kreismethode von Hardy-
Littlewood fiir das klassische Problem auf beliebige Zahlkorper (anstelle von
Q) zu verallgemeinern. Natiirlich benutzt er die Winogradoff'sche Vereinfa-
chung der Hardy-Littlewood-Methode, niimlich endliche Exponential-

(1) K. Heegner, Diophantische Gleichungen und Modulfunktionen, Math. Zeitschrift 56
(1952), 8. 227--253. ‘

(%) H. Stark, A complete determination of the complex quadratic fields of classnumber one,
Michigan Math. J. 14 (1967), 8. 1-27.

(%) H. Stark, On the “gap” in a theorem of Heegner, J. Number Theory 1 (1969), S. 16-27.

{(*) M. Deuring, Imagindre quadratische Zohlkirper mit der Klassenzahl Eins, Tnventiones
Math. 5 (1968), 5. 169-179.
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summen an Stelle der erzeugenden Potenzreihe zu verwenden, dic Haupt-
schwierigkeit war aber die Verallgemeinerung der Farey-Zerschneidung auf
Zahlkorper.

Die klassischen Probleme der Riemannschen Zetafunktion waren es
wohl, die Siegel veranlassten, Riemann's Nachlass zur analytischen
Zahlentheorie herauszugeben [18]. Siegel ist auch spiiter noch auf die
Theorie der {-Funktion und der L-Reihen eingegangen [51], [66], in weite-
rem Zusammenhang auch [67], ferner [80].

1935, 1936, 1937 erschienen die drei Teile der grossen Arbeit ,,Ueber dic
analytische Theorie der quadratischen Formen™ [20], [22], [26]. Sie ist cine
eindrucksvolle Fortfiihrung der klassischen Untersuchungen, die mil dem
folgenden Satz von Legendre beginnen:

Die diophantische Gleichung

(2 ax*+hxy+ey:=d, a,bc,deZ

ist genau dann in rationalen Zahlen x, y losbar, wenn fiir jedes geN die
Kongruenz

3) ax*+bxy+ey* =d mod ¢

und ausserdem (2) in R 18sbar ist. Dies wurde von H. Hasse folgendermassen
verallgemeinert. § = S™ sei eine m-seitige symmetrische Matrix iiber Z, d.h,
¥ Sx eine ganzzahlige quadratische Form in m Variabeln (x,, ..., x,) = x;
TW entsprechend die Matrix einer solchen Form in »n Variabeln y
=(y(, ...» ¥,). Gelragt wird nach rationalen Darstellungen der zweiten Form
durch die erste, d.h. nach Losungen der Gleichung

4) X'SX="T

durch rationalzahlige Matrizen X = X" (m Zeilen und n Spalten). Der Satz
von Hasse sagt. dass die genav dann mdglich ist, wenn ¢s mit einer reellen
Matrix X und fiir jede Primzahl p mit einer p-adischen Matrix, kuiz, wenn
es in jeder Komplettierung von @ moglich ist. Fiir die Zahlentheorie sind
aber nicht so sehr wichtig die rationalen Darstellungen von T durch §, wie
© die ganzzahligen, genauer die Anzahl der ganzzahligen Losungen ven (2). Dazu
ist aber zu sagen, dass (2) fiir indefinites S unendlich viele L.8sungen haben
kann (z. B. die Pellsche Gleichung x?~dx? = 1 fiir nichtquadratisches de N).
Zunichst sollen daher § und T definit vorausgesetzt werden, die Anzahl
A(S, T) der Losungen von (2) im ganzen X ist dann endlich. E(S)} = A(S, )
bezeichne die Anzahl der Einheiten von §, d.h. der Matrizen X, die § in sich
transformieren. Zwei Formen S,, S, heissen (in 2Z) dquivalenr, wenn S, in S,
und S, in §, ganzzahlig transformierbar ist, d.h. wenn es eine unimodulare
" Matrix U in Z und U'S, U = §, gibt. Offenbar ist A(S;, T) = A(S;, To),
wenn S, mit S, und T, mit T, Hquivalent sind, lquivalente Formen sind fiir
die Frage der Darstelibarkeit einer Form durch eine andere gleichwertig.
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S, und §, heissen verwandt (oder: zum gleichen Geschlecht gehdrig),
wenn sie in R und fir jede Primzahl p im Ring Z, der ganzen p-adischen
Zahlen Q #quivalent sind. Jedes Geschlecht zerfdllt in endlich viele Klassen,
im allgemeinen in mehr als eine. Der Satz von Legendre und Hasse besagt,
dass verwandte Formen fiir die Frage nach der rationalen Darstellbarkeit
von Tdurch S gleichwertig sind. Fiir die Frage nach der Darstellbarkeit von
T durch S in Z sind sic es nicht (Siegel fiihrt ein einfaches Beispiel an:
x?+55x2 und 5x2- 11x} sind verwandt, aber nicht dquivalent, in der Tat ist
x2+55x} = 1 ganzzahlig lésbar und Sxf+11x3 =1 ist es nicht).

Deswegen sind bei Untersuchungen, die die Losungszahlen A(S, T) mit
den Anzahlen A4,(S, T) der Kongruenzen

(5 X'§X =Tmodg, geN

in Zusammenhang bringen sollen, verwandte Formen gemeinsam  zu

behandeln.
Sy, ..., 8, sel ein System von Reprisentanten der Klassen eines

Geschlechts. Fiir die Anzahlen
A"v (S, 7y (§=8"T= T™ p Primzahl, ve V)

gilt.
Die Folge

nin+ 1)

A, Tp )

v=1,2,3,...

ist fiir hinreichend grosse v konstant, etwa gleich

a*(8, Te Q.
Die p-adische Lusungsdichte der Gleichung
X'sxX="T
wird durch :
%,(8, T) = a3 {8, T, falls m > n,
2,08, T)=%a}(S, T), wemn m=n
definiert.

Dazu kommt die reelle Losungsdichte. Die reellen symmetrischen Matri-
zen § = S™ werden als Punkte im (m(m+ 1)/2)-dimensionalen Cartesischen
Raum R™m+W2 aufoefasst, die reellen Matrizen X = Xtm gl Punkte
im R™,

XSX=T

definiert eine offene Abbildung R™ - R+ 12, Das Volumen eines Gebietes
G von R™ sei V(0), V(X (G)) das Volumen des Bildes X (G) von G in
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Rt U2 Fir eine Folge von Gebieten G mit dem Durchschuitt T existiert
der Limes

_0(6)
Jm B G

s werde mit (S, T) bezeichnet und es werde die reelle Ldsungsdichie
2 (S, T) von (2) durch
(8, Th=af (S, T),
0o (S, T) =4 (S, T,

falls m > n--1,

wenn m =it oder = n-1 ist,

definiert.

Der Hauptsatz von [20] ist: § == 5™ sei positiv definit, T=T™, n < m.
§4...., 8, seien Reprisentanten der g Klassen von mit 5 verwandten
Formen. A(S, T) ist endlich, und es gilt

£ A8, T/ & 1
vgl E(s,) /,;1 E(S,) =% (5, T)l;[‘xp(s’ 7).

(Die Werte o (S, T) und «, (S, T) hiingen offenbar nur von der Klasse von §

ab.) M({S) = Z 1/E(S,) heisst dass Mass des Geschlechtes von §. Dieser Satz

v=l
wird an mehreren Beispielen erliutert. Bs gibt unmittelbar 4 (S, T), wenn das

Geschlecht von S nur eine Klasse enthilt. Das ist z.B. fiir die Einsmatrix S
=1, fir 2<<m =<8 der Fall und man hat klassische Sitze von Lagrange,
Gauss, Jacobi, Eisenstein, Smith und Jacobi fiir die Anzahl der Darstellungen
ciner ganzen Zahl t als Summe von m Quadraten, 2 < m < 8. In [22] wird
dieser Hauptsalz in geeigneter Form fiir indefinite Formen aufgestellt und
bewiesen, Die a,(S, T) haben fiir indefinites S auch einen Sinn, o, (S, T) aber
nicht im Allgemeinen, ferner sind A(S, T) und E(S) unendlich (i.A). Es ist
also notig, die Bildungen E(S), A(S, T) und «,(S, T) durch geeignete
Griéssen zu ersetzen, dann ldsst sich der Hauptsatz auch fiir indefinite
Formen in der gleichen Form wie fiir definite aussprechen und beweisen.
[26] bringt schliesslich die Verallgemeinerung fiir quadratische Formen in
einem Zahlkdrper. Der Inbalt der drei Arbeiten [20], [22], [26] ist aber mit
dem Hauptsatz nicht erschépft.

Im zweiten Teil von [20] wird fiir den Hauptsatz eine funktionentheoret-
ische Deutung gegeben. Sei zuerst m > 4, n = 1. Die Thetareihe

f(S,"C) . Z e:dtx’Sx

xeZ™M

ist in Tm r > 0 holomorph, sie ist offensichtlich eine Invariante der Klasse
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von 8, die Linearkombination

1 & (S, 1)
F(S,t)=
M(S) g; E(S,)
ist eine Invariante des Geschlechtes von §.
Siegel zeigt nun, dass der Hauptsatz (im Falle m >4, n = 1) mit einer
Partialbruchentwicklung (Eisenstein-Reihe) fir F (S, r) gleichbedeutend ist:

F(S, 1) =1+Y H(S, a/b) (bt —a)~ ™2

ab

Dabei durchliiuft @, be Z? alle Paare mit b > 0, (a, b) =1, falls S gerade 1st,
d.h. alle Diagonalelemente vor S gerade sind, wenn S ungerade ist, so wird
b>0, (a,b)=1,2lab gefordert. H(S, a/b) ist im Wesentlichen cine
Gauss'sche Summe:

a i m{2 .
H(S’b)=(3) (det S)"1* Y M F

xeZMmodb
Diese Eisensteinentwicklung der Modulform F (S, t) war in Spezialfillen
bekannt, z.B. fiir § = 1,,, 4 <m < 8 (in diesen Fillen hat das Geschlecht von

'8 nur eine Klasse} durch Hardy. Aber Siegel gelingt es, sie auf den allge-

meinen Fall zu verallgemeinern, ein Ansatz, der grosse Entwicklungen in der
Funktionentheorie ausldste,

Zunichst werden die Thetafunktionen fiir eine definite Form § = §™
iber Z folgendermassen definiert: Als Variable erscheint eine n-reibige
(n < m) symmetrische komplexe Matrix

= X" =9P+i3

mit positiv definitem Imaginiirteil, also ein Punkt von Siegels verallgemeiner-
ter oberer Halbebene n-ter Ordnung $,. Es wird definiert (Klassemnvarlante)

(6) j;,(S, f} — Z emSp(C SCl),
C

wo C = C" alle (m, n)-Matrizen iiber Z durchiduft. Da die Reihe ersichtlich
in §, kompakt konvergent ist, so ist f,(S, X} in $, holomorph, und das
Gleiche gilt fir die Invariante des Geschlechts von §

F.(S, ¥ = Zﬂwwﬂm()

M(S
f, und F, haben Fourierentwicklungen, deren Koeffizienten sich in einfacher
Weise durch Darstellungsanzahlen ausdriicken lassen. Die C = C"™" in (§)
werden nach ihrem Rang r (0 < r < n) geordnet. Alle C vom Range r erhilt
man in eindeutig bestimmter Form

C = BQ'



102 M. Deuring

wo G ein volles System nicht rechtsassoziierter primitiver Z-Matrizen Q
=Q™" ynd B alle ganzen (m, r)-Matrizen vom Range r durchlduft. Wir
setzen

Q,,(S, %) . Z" e:vSp(C"SC.‘l')’

Cor=p

wo nur {iber die € vom Range n summiert wird. Die Fourierentwicklung von
ga(S, X) ist

9a(S, X) =Y A(S, T)emr®
2

wo iiber alle positiven symmetrischen T= T saummiert wird. Bs ist
1208, %) = 3 ga(S, Q'%Q).
o

Damit wird die Fourierkoeffizienten von £, (5, X) und von F, (S, X) durch die
Darstellungsanzahlen A(S, T) fir alle positiven symmetrischen T = TV,
1<r=<n, ausgedriickt. Andererseits, und das ist die analytische

Formulierung des Hauptsatzes, hat F,(S, ¥) auch eine Darstellung als
,Bisensteinsche” Reihe

7 Fu(S, ¥1= Y H(S, A, Bydet(4X—B) "

{A,B}

wobei m > 2n*+n+1 vorauszusetzen ist, um die Konvergenz der auftreten-
den Reihen zu sichern. :

Es soll die Bedeutung von (A4, B} und A¥—B genau erklirt werden:
A=A" B=B" sind (n, n}-Matrizen iiber Z. Das Paar (A4, B) heisst
symmetrisch, wenn 4B’ = BA' ist, es heisst teilerfremd, wenn 4 und B keinen
gemeinsamen Linksteiler (ausser unimodularen Matrizen) haben. Zwei Paare
-A, B, A,, B, heissen assoziiert (eigentlich assoziiert) wenn es eine (eigentlich)
unimodulare Matrix U mit

A, =UA, B,=UB
gibt.
(A4, B) bezeichnet immer die Assoziationsklasse des teilerfremden Paares

A, B.. I’?er Rang r von A ist offenbar eine Invariante der Klasse (A4, B).
In jeder Klasse (4, B) vom Range r gibt es zu 4, B eigentlich assoziierte

Paare der Form
A, 0 B, 0
UI . -
[O 0_' ’ [0 ln,,]U

mit eige_nt.lich unimodularenj U und Al'm AP, also det 4, # 0. det 4, isf
eine Invariante der Klasse (4, B). (4, B) heisse positiv, wenn det 4, > 0 ist.
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Wir definieren

H(S. A, B) = ™2 del §12 det A[™2 Y, &HCSAT 2D

Cmod4
wo C ein volles System von modulo 4, inkongruenten ganzen (m, r)-Matri-
zen durchliuft. Es ist leicht einzusehen, dass H(S, A, B) eine Invariante der
Klasse (A, B) ist, im Wesentlichen eine Gauss'sche Summe. Esist H(S, 4, B)
— 0. wenn 4. B der - auch nur von der Klasse (4. B) abhiingigen —
Bedingung geniigt, dass Sp(G'SGB, 4}) fir gewisse ganze Matrizen G
— G upgerade wird, In (7) wird Gber alle positiven Klassen (A, B)
summiert, fiir r die Sp(G’' SGB; A}) gerade ist, wenn G eine beliebige ganze
(m. m-Malrix bedeutet.

Die Eisenstein-Entwicklungen (7) der Thetafunktionen F,(S, X) waren
fir Siegel der Anstoss, die Theorie der Modulfunktionen n-ten Grades”
(heute: Siegelsche Modulfunktionen) zu entwickeln ({207, § 13). Das soll
erliutert werden.

Eine ganzzahlige Matrix

B
b

heisst kanonisch, wenn A, B und C, D zwei symmetrische Matrizenpaare sind
und wenn

M= M = [‘; } A=A B=B" C=C" D=D"

AD —BC =1,

gilt, die beiden Paare A, Bund C, D sind dann teilerfremd. Die kanonischen
Matrizen M bilden eine multiplikative Gruppe, die homogene Modulgruppe
n-ten Grades. Eine kanonische Matrix M definjert die gebrochene lineare
Transformation

X-M(X) =({AX+B(CX+D)!
von $™ in sich und
Ma—r(xHM(f))

ist ein Homomorphismus der homogenen Modulgruppe auf die Gruppe der
linearen. Abbildungen ¥ — M (X), die Modulgruppen n-ten Grades ' 0 hilden;
der Kern des Homomorphismus ist {15, — 12,4} '™ ist eigentlich diskon-
tinuierlich in $" und hat einen einfach zu beschreibenden Fundamental-
bereich {™, der dem Fundamentalbereich § der klassischen Modulgruppe
" ganz analog ist.

Eine in $" meromorphe Funktion f(X) beisst Modulffunktion n-ten
Grades, wenn sie durch /'™ in sich transformiert wird

f(M{8) =1 (%)
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fir alle kanonischen Matrizen M. Die Meromorphie im Unendlichen ist
dabei noch geeignet zu definieren; als Vorbild dient der klassische Fall n = 1.
Da die Translationen

(8) "X¥—~X¥-+8, B symmetrisch ganzzahlig,

kanonisch sind, so hat eine Modulfunktion £(X) eine Fourierentwicklung
®) f(¥= Z(x(TJ Pty
T

wo T die symmetrischen Matrizen durchléduft, fir welche die quadratischen
Form

n
¥Tx= 3 t,x2+2 Y t,%Xx,
v=1 lEvapsn

ganze Koeffizienten hat (halbganze Matrizen), giiltig fiir det %) > const.

Wenn f(X) in einem Bereich det 9} = const. beschriinkt ist, so ist a(T)
= 0, wenn die quadratische Form 2’ T x fiir reelle Werte von ¥ auch negativ
werden kann, ist das nicht der Fall, so heisst T semidefinit, in Zeichen T3 0.

Wenn die Modulfunktion f(¥) in " nicht beschriinkt ist (und das muss
der Fall sein, wenn f in $™ holomorph ist), so verlangen wir, dass f fiir
det 9 > const. als Quotient zweier Reihen der Form '

(IO) Z w(Tf)EZRESp(T.F)
Tz0
darstellbar sei. Fiir gewdhnliche Modulfunktionen (n = 1) bedeutet das of-

fenbar, dass f im unendlichen eine Entwicklung nach der Ortsuniformi-
sierenden g = ¢** von der Form

S@=Y ame*™, lcZ
nzl
hat,
Eine in $™ holomorphe Funktion ¢@(¥), die sich bei kanonischen
. Transformationen folgendermassen transformiert
(11) Q(AX+B)(CX+D)™Y) = det (CX+D)* (X)) (reN)

heisst.eine Modulform vom Gewicht 2r, wobei noch gefordert wird, dass
o(X) in det X = const. eine Fourier-Entwicklung der Form (10) hat, kurz,
dass @ im Unendlichen meromorph sei. (Da fiir Translationen (8)

P(X-+B) = ()

gilt, so hat ¢ eine Entwicklung der Form (9) in det X > const.)

I?er Quotient zweier Modulformen gleichen Gewichts ist eine Modul-
funktion.

icm
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Modulformen lassen sich leicht konstruieren: Die Eisenstein-Reihe

P (¥)= T det(AX+B)"¥, reN,

{4.B)

(zu summieren iiber alle Klassen (4, B} teilerfremder symmetrischer Paare A,
B) ist fir r > 4n(n-+1) in 9 kompakt konvergent, ¢,(¥) ist somit in $™
holomorph und geniigt auch der Gleichung (11) fiir ¢ = ¢,. Zudem ist ¢, Im
Unendlichen meromorph. In

Jos(B) = @iy "

haben wir also Modulfunktionen. Siegel erwihnt in [20], ohne den Beweis
auszufithren, dass es unter den f,, ein System von in(n+1) analytisch
unabhingigen Funktionen gibt, und dass die Modulfunktionen n-ter
Ordnung einen algebraischen Funktionenkorper von in(n+1) Variabeln
bilden. .

Die Bedeutung von (7) in diesem Zusammenhang ist, dass die Thetareihe
F (8, ¥* eine Modulform n-ten Grades vom Gewichte 2m ist, allerdings
nicht zur vollen Modulgruppe I'™, sondern zu einer Kongruenzuntergruppe
der Stufe 2det S. Der Koeffizient H(S, A, B) in (7) hingt nur von der
Restklasse von (4, B) modulo 4det S ab, F, (S, ¥) ist also eine Linear-
kombination der Eisensteinreihen

det(AX+B)"™2,

{A.B) E(AO,BO)mudMelS

Ag» B modulo 4 det §.

Damit ist die Thetareihe F, (¥, §) als Modulform n-ten Grades der Stufe
4 det § erkannt.

In [22] zeigt Siegel, dass es auch fiir indefinite § cine wanalytische
Fassung” des Hauptsatzes gibt. Dazu ist es notig, zunichst die Definition
der Thetareihen £, (X, 8) und F,(¥, S) in geeigneter Weise zu libertragen. (7)
gilt dann in unveréinderter Form mit Koeffizienten H (S, 4, B), dic wieder im
Wesentlichen Gauss’sche Summen sind. F,(¥, 5) erweist sich so durch seine
Eisensteinentwicklung als Modulform, fiir f,(¥, S) ist das nicht ersichtlich.
Jedenfalls hat man eine neue Methode zur Konsiruktion von Modulformen
mit Hilfe von Thetareihen indefiniter Formen, was fir Modulformen einer
Variabeln in speziellen Fillen schon von Hecke gezeigt wurde. Als Beispiel
zeigt Siegel, dass fir die gnaternire Form

S(yls rery J’4) = 2(y1y4-—y2 y3)=
2

T omion{x)

wird, 5 die Dedekindsche -Funktion.

F(S, x)
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Auch die weitere Verallgemeinerung auf quadratische Formen {iber
algebraischen Zahikdrpern wird (in [26]) in Angrilf genommen; hier kann
nicht niher daraufl eingegangen werden. Es soll nur erwiihnt werden, dass
Siegel in [26] kurz auf die Mdglichkeit eingeht, den Hauptsatz fir quad-
ratische Formen iiber einem Zahlkorper K zu verwenden. um Aussagen lber
die Werte [, (2n) der Dedekind'schen Zetafunktion ¢, von K fir ne N zu
gewinnen. Auf diese Frage und verwandte ist Siegel auch viel spiiter ein-
gegangen (vgl {89]).

Die analytische Theoric der quadratischen Formen fithrte Sicgel zur
Entdeckung der Modulfunktionen n-ten Grades. In [32] gibt er eine mehr
funktionentheoretisch orientierte Einfihrung in die Theorie dieser Funk-
tionen,

Der Zusammenhang zwischen Thetafunktionen und Eisensieinschen
Reihen, auch fiir den Fall indefiniter quadratischer Formen, regte Siegel an,
Zetalunktionen indefiniter quadratischer Formen zu untersuchen, wobei s
auf die richtige Definition dieser Funktionen ankommt, die Zetafunktionen
sind meromorph und geniigen Funktionalgleichungen.

Das hier gezeichnete Bild von Siegels Arbeiten zur Zahlentheorie ist
gewiss unvellstiindig. Es sei nur noch auf seine Beitriige zur Geometrie der
Zahlen eingegangen ([4], [19], [50]}. Die elegante Verschiirfung des bekann-
ten Satzes von Minkowski iiber Gitterpunkte in konvexen Kérpern werde
hier formuliert:

K sei ein um den Nullpunkt symmetrischer konvexer Korper vom
Volumen ¥ im R", der aussér dem Nullpunkt keinen Gitterpunkt enthilt.
Dann ist

H

tow moY v
P-V=y' ¥ e F! ‘ tdxl x|
vl""'“'lz ~w K

zu summieren, ist Uber die Gitterpunkte (v,, ..., v,} = (0, ..., 0). Das ist
nichts weiter als die Vollstindigkeitsrelation fiir die Fourierentwicklung der
in allen Variabeln periodischer Funktion f(x) = Z(p(?.xwzg), @(x) die

charakteristische Funktion von K, g durchliufi alle yGittcrpunktc.

Auf die vielen anderen Arbeiten Siegels zur Zahlentheorie, iiber diophan-
tische Gleichungen ([15], [24], [28], [96]) iiber speziclle Fragen aus der
Theorie der algebraischen Zahlen ([46], [48], [49], (847, {887, [97D soll
nicht weiter eingegangen werden. ,

An den beschrishenen Héhepunkten beweist sich - die grossartige
Erfindungskraft Siegels, und man kann auch dic Arbeit ermessen, die nitig
war, um die vielen neuen Gedanken auszufithren. Siegel war mit der klassi-
schen mathematischen Literatur wohl vertraut. Die Wahl der Themen seiner
Arbeit und die Art der Ausfithrung Lisst erkennen, dass Siegel ein Klassiker
war, durchaus abhold manchen neueren Entwicklungen, bei demen neue
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Begriffe und Techniken wesentlich sind. Diese Abneigung hat ihn manchmal

zu ungerechten Urteilen verfiihrt. '
Siegels Einfluss auf die Entwicklung in vielen Gebieten der Mathematik

kann nicht hoch genug eingeschiitzt werden.

Eingegangen am 2.3,1984 (1407)



