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cl.as:s?s in CUK/Z), n(I{c;)—1)(l(c;)~1) is divisible by 24 if and only if it is
divisible by wwy, and hence Proposition 1 is a generalization of Kersey's
result ([3], ch. 11).

Let Ag(cy) be the subgroup of Ay generated by p and all units of the

following form:
( dplcs ¢) )"
dg(c) Ok (cz)

with a rational integer n such that n(I(cl)—i)(I(cz)wl) =0 (mod 24). Then
by Proposition 1, 4g{¢c,) is contained.in ug EZ*'. Let n, be the least positive
rational integer such that no(l(c,)—1)(I(cy)—~1) = 0 (mod 24) for any pair
{c;, ¢3) of the classes in CI(K/Z). As can be easily confirmed, n, =1, 2, 3 or
6, and ny = $(wx/w) or (wg/w) according to whether wy is divisible by 8 or
not. Moreover by following a procedure similar to one of Kersey ([3], ch. 9,
5), we have (dg; dx(co)) = no[K; X7, and hence Theorem 2.
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ACTA ARITHMETICA
XLV (1985)

Uber eine Vermutung von Choi, Erdés und Nathanson

von

JoacHIM ZOLLNER (Mainz)

Sei N die Menge der natiirlichen Zahlen und N, = Nu {0}. Seien k
und NeN. Eine Menge 4 € Ny mit Oe A heiit Abschnittsbasis der Ordnung
h fir N, falls jedes ne[1, N]n N darstelibar ist als Summe von k Elementen
aus A.

Nach einem bekannten Satz von Lagrange ist jede natiirliche Zahl
darstellbar als Summe von vier Quadraten ganzer Zahlen. Daher ist fiir jedes
NeN die Menge A = [a®|aeN,, a® < N} Abschnittsbasis der Ordnung 4
fir N und es gilt |4} < N34 1.

Choi, Erdss und Nathanson [1] haben Abschnittsbasen A der Ordnung
4 fur jedes NeN konstruiert, die ebenfalls nur aus Quadraten bestehen und
fiir die gilt |4] < (2/log2) N'"*log N. Andererseits folgt aus kombinatorischen
Griinden fiir eine Abschnittsbasis der Ordnung 4, daB [4] > N 14 Eine in [1]
formulierte Vermutung lautet nun:

Zu jedem 23>0 und N> N(e) existiert eine Abschnittsbasis A
der Ordnung 4 fiir N, die nur aus Quadraten besteht und fir die gilt
IAE < N(1/4)+r

Diese Aussage ist offensichtlich dquivalent mit

Satz 1. Zu jedem £ > 0 und jedem Ne N existiert eine Abschnittsbasis A
der Ordnung 4 fir N, die nur aqus Quadraten besteht und fir die gilt
|4l < ¢y N8 mit einem ¢; = ¢y (g) > 0.

Dieser Satz soll im folgenden bewiesen werden. Im Beweis, der in weiten
Teilen dem in [17 folgt, wird an entscheidender Stelle folgendes Exgebnis von
Erdds und Nathanson [2] verwendet:

Zu jedem & > O existiert eine Menge B, von Quadraten so daB Jede
natiirliche Zahl n 4(814+7); 5 telNg darstellbar ist als Summe von
hichstens drei Quadraten aus B, und daB gilt

B,(x) < CXM™*  fir ein C = C(g) > 0.(}

Mit einer kleinen Erginzung versehen, iibernchmen wir dies als

{1} Fiir eine Menge M = N, und xe R bedeutet M (x) = |M [1, x]|.
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Satz 2. Zu jedem &> 0 existiert eine Menge A, von Quadraten mix
Ocd, und A,(x)<cyxMI*e fiir ein ¢y = ¢;3(8) > 0, s0 daff gilt:

(a) Jedes nz4°(8r+7); 8, teNy ist darstellbar als Summe von drei
Quadraten aus A,.

{b) Jedes nec N ist darstellbar als Summe von vier Quudraten aus A,.

Beweis von Satz 2 Sei 4, = B, U {(2?| ke Ny} w {0}, wobei B, nach
dem obigen Ergebnis aus [2] gewihlt ist(?). Wegen 0eA, gelten (a) und
(b) fiir alle n+# 4°(8t+7); 5, te Np. Sei also n=4%(8¢+7) mit s, teNy. Da
4*(8t+6) = o>+ b +c* mit a? b?, e B,, folgt n=4°(81+7) = a*+ b2+ +
+{29? mit a®, b2 % (29%eA,, womit (b} auch Tiir diese n gezeigl ist. Die

* behauptete Abschitzung fiir A,(x) ergibt sich aus B,(x) < Cx*/** ung

wegen |[(29% ke No) n[1, x]| < calogx.

Beweis von Satz 1. Zu ¢ > 0 sei 4, nach Satz 2 gewihlt. Es sei ferner

A, = lale 4, 0< a® < 5N a2 < N},
Ay = {2 N*#]—p¥ ke[5, NI N, jel0, 1}] ()
A3 = Al UAz.

Nach Satz 2 ist |4,] < ¢p (SN34)131Fe ¢, NHSHEM4E Wegen k < NV und
je {0, 1] ist |4, < 2NYV* Damit gilt [4;] < 5 N‘”“”“”"*“.

Zunéchst zeigen wir, dafl jedes n < N, n# 0(mod4) darstellbar ist als
Summe von vier Quadraten aus A5. Das folgt fiir n < 5N¥* sofort aus Satz
2(b). Sei also SN3* < n < N. In diesem Fall ist 5 < N*'* und damit 4, % @.

Wir setzen k = [;V%IJ und @ = [k'/? N*#]. Wegen

SN34 n . N

sind a® und (a—1)® aus A,. Sei by, by} = {a, a—1}, wobei 0.B.d.A. 1‘71
gerade und b, ungerade ist.

Fall 1: n% 3(mod4). Dann st
O{mod4), da auch n 3 O(mod4) vorausgesetzt war.
4" (8r+7) fir alle s, te Ny. .

Fall 2: n.=3(mod4). Dann ist n-»bZ = 2(mod 4).

~Also gibt es in beiden Fillen ein bzeAz, s0 daB gilt n—b? 4"(8r+7)
fir alle 5, teNy. Nach Satz 2(a) gibt es af, of, a3eA mit n—b? = al+

—~bf # 3{mod4) und n-b¥ =
Damit ist n—b? #

+a3-+a3. Um nachzuweisen, daB diese drei Quadrate in A, enthalten sind,

ist 0 n—b% < SN zu zeigen:

() Man kann aich leicht zeigen, dafd bereits {29 ke Ny} & B, gelten mul.
(*) [x] bezeichnet die griidte ganze Zahl < x.
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folgt kKN¥* < n < (k+1)N¥* und aus a = [k'?N8]
folgt a < kY2 N3® < g+1. Damit ist
n—b*>n—a® 2 KN¥4— kN4 < 0,
a—13% [5"2]—1> 0 gilt
< (k+ ) N3 — (k112 N8 _ )2
< kN34 4 N3 o NP1 4 412 N3/
SN LANYEN3®,  da k< NV

< N34,

Wegen b =

n—h?< n—(a—17?

Also gilt af, a3, ajed,.

Damit ist n = a*+ a2+ a3+ b? als Summe von vier Quadraten aus A4;
= A, u A, darstelibar.

Sei A:={(Za)? a*eA;, 0<(2a)? < N, reNy}. Es gilt 45 € 4. Daher
ist nur noch fir die n< N mit n=0(mod4) eine Darstellung mit vier
Quadraten aus 4 nachzuweisen.

Fiir n > 0 gibt es dann positive ganze Zahlen r und »’ mit n = 4"n’ und
n' # O0(mod 4), Nach dem zuvor Bewiesenen gilt

no=xi+xi+xi4xi, xfeds (i=1,2,3,4),
ne= AT = (2 x P2 X H 2 )P H(2 ) (27x)ed
Es verbleibt noch die Abschitzung von [4]. Fiira > 0 ist4” < (27a)* < N,

also r<logN/log4. Wie cingangs gezeigt, ist |4 < cs NU/HTO™E qn
Abhiingigkeit von ¢ erhalten wir fiir geeignete cg, ¢; >0, daB

a1 < 1+(110 gf“)mal < g NOWIHOI Jog N < ¢y N/
0g
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