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Sur la formule du produit
pour le symbole de reste normique généralisé

par
JEAN-FRANCOIS JAULENT

L. Position du probléme. Soit L/K une extension abélienne finie de corps

. ' , L/K
de nombres. Si p est une place de K, le symbole de reste normigue (—/),
P
introduit par Hasse dans [3], est composé de linjection du groupe multi-

plicatif de K dans celui de son complété K, de Tapplication de réciprocité
locale ( , Ly/K,) associée a I'une quelconque des extensions locales Ly/K, au-
dessus de I/K, et de lisomorphisme du groupe de Galois Gal(Ly/K,) sur le
groupe de décomposition D (L/K) de la place p dans L/K. On sait que les

, L/IK ' ) ,
symboles (T/N sont directement reliés au symbole d’Artin global
P .

, L/K . (L/K . -
(Félément (xp/) étant le symbole d’Artin (v{;——) de Tidéal a = yp 0,
ol y est un p-associé convenable de x) et que la formule du produit

, L/K . . .
n (m-—-—/w) = 1 est essentiellernent la seule relation entre les divers symboles
" p .

, L/K e . .
———- | attachés a une méme extension.
p .

Supposons maintenant que L/K soit une extension finie guelcongue de

corps de nombres. Pour chaque place p de K, notons [, Iintersection [ Ly
) Bl
des complétés de L au-dessus de p (pris dans une méme clGture algébrique de

K., puis LY la sous-extension maximale de L, abélienne sur K. La théorie
du corps de classes local nous donne les isomorphismes: :
Gal(L{/K,) 2 Ky Nuyr, (1) = KT Nagr, (15):

. i
. e , I/K ; ' ' .
et nous disons que l'application {——— | de K* dans le groupe de Galois
local D' (L/K) = Gal(L*/K,) donnée par le symbole local de réciprocité est
le symbole de reste normique géndralisé, associé a la place p dans I'extension
L/K. '
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Bien entendu, le symbole généralisé induit le symbole usuel lorsque
lextension est abélienne, de sorte que si L désigne la sous-extension
maximale de Labélienne sur K, les restrictions a L™ des symboles de Hasse
= 1.

pub

. L/K
pris dans I/K vérifient la formule du produit ﬂ ——;——

Le but de cette note est d’établir la remproquc de ce dernier résultat:

TugoREME. Etant donnée une extension finie quelcongque de corps de

nombres L/K, les familles (6,), appartenant & la somme directe @ Dy (L/K)

»
des groupes de Galois attachés aux extensions abéliennes locales assocides &
L/K, dont les restrictions & la sous-extension abélienne globale L périfiemt la

Jormule du produit H%| v = 1, sont celles provenant par les symboles de reste
p
normique généralisés d'un méme élément de K*.

2. Eléments de théorie des genres. Désignons par § un ensemble fini de
places de K, puis, pour chague corps de nombres F contenant K, notons Jp
le groupe des idgles de F, Jp(S) le sous-groupe des idéles unités en dehors de
S, et Up celui des idéles unités. Par I'isomor phisme du corps de classes, le
'groupe de Galois du S-corps de classes de Hilbert Hy de F (ie. de I'extension
abélienne maximale de F, qul est non ramifiée et S-décomposée) s'identifiec au
quotient: Gal(H§/F) ~ Jp/Jp(S)F* (encore isomorphe au groupe CI¥ des S-
classes d'idéaux du corps F).

- Considérons lextension L/K, et mtrodmsonb son S-corps des genres H g
(i.e. la sous-extension maximale de H} qui provient par composition avec L
d'une extension abélienne sur K), puis sa sous-extension maximale A x
abélienne sur K. Nous obtenons le schéma de corps:

cry
i
i LoHE
k "
N CF
Lan;?"L_K(L\ '

&%
=
=

2
=

Et le groupe @i/x ~ Gal(HY ,K/L ) est, par définition, le S—quouem des genres
attaché -a Textension relative L/K.

Cela &tant, puisque Afx est Ja sous-extension maximale de Hy abélienne
sur K, la théorie du corps cle classes nous donne 1‘1som0rphxsme

Gal(AZx/K) = Jx/Nug x Uy JK* = T/Nux(JL(S) K™,
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ot, par suite, lidentité:
[Af: HY] = (Jx(9 K> Nygx(Jo($)K™)
- (JK(S): NL,‘K(JL(S)))
(K* A Jg(S): K™ A Npg (JL(S))

TR N, LN T (U, (K): N, (U, (1)

_h ) paS '

(K(8): K(S) N Ni)

ot U (K) et U, (L) désignent les groupes d’'unités des complétés K, et L,
dchms plus hdut K (S) est le groupe des S-unités de K; et NP est le sous-
groupe des éléments de K™ qui sont normes locales partout dans I'extension
L/K (ie. normes dans chacune des extensions locales L,/K,).

Généralisant Je résultat de [2], nous en déduisons TIexpression du
nombre de S-genres:

Prorostrion 1. Lordre giyg = [Hix:L] du S-quotient des genres est
dommé par la formule:

g [14WK) e (WK
gs = h:’( pES

YR IEhK] (K(S)- ()N NEf)

Dans celle-ci hf = [Hy: K] est le nombre de S-classes d'idéaux du corps
K; e, (L/K) est lindice de ramification de la sous-extension maximale L3" de
L, abehennc sur K; et d (L/K) = [L°:K,] est le degré de cette extension.

3. Réciproque de la formule du produit. De Tégalite entre -les groupes
d'idéles Nyg(J,(S)) et N Hi/x”‘(J Hi/x(S))’ nous déduisons le lemme:

Lemme. Les S-unités qui sont normes locales partout dans Pextension L{K
sont exactement celles qui sont normes locales partout dans Textension
H{x/K. De plus, les divers indices d,(L/K)=(K:Ny K (L)), lorsque p
décrit 8, et e, (L/K) = ( L (K):Ny, K, (U (L))) smterpretem encore comme
ordres des qmupe's de decr;mpmmon D» et dinertie I de la place p dans
Fextension abélienne locale associée & Hi /K.

Cela étant: '

Prorostrion 2. Il existe une suite exacte courte canonique;

L KX (SYK ™ (S) Nt - (D D,) @ (@1)»G41(A,K/H)—>1

pes pps / K
Dang celle-ci, Papplication Y est induite par les symboles de Hasse ( ;’K ),

et m est la projection canonique {(0,),—]]0,|4 A5 de la somme directe des
p

som-qroupes de décomposition ou dinertie sur le groupe de Galois de
Afj/HE.
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En effet, lapplication = est surjective par maximalit¢ du S-corps de
classes de Hilbert H5; et b est injective d’aprés ce qui précéde; linclusion
Im} = Ker « traduit la formule du produit; et 'exactitude de la suite, qui en
constitue donc une premiére réciprogue, résulte du calcul du nombre de S-

~ genres effectué plus haut. : '

Introduisons de méme les groupes de Galois Di®(L/K) des extensions
abéliennes locales LI°/K, associées a I/K, puis leurs sous-groupes d'inertie
B (L/K) (dordres respectifs d,(L/K) et e, (L/K)), et notons I le sous-
groupe de la somme directe @ Di°(L/K) formé des familles (¢,), qui vérifient

v

e =1 et les conditions 0,& I‘;"(L/K) pour p#S.

la formule du produit []a,|,

P
Désignons enfin par by le composé des symboles de Hasse dans /K. Nous
obtencns immédiatement

[1d,(L/K) [T, (L/K)
|FS£,'K| = b ve >
[I*:LaHY]

puis, d’aprés le lemme précédent:

(i) (Fi/x3 bL/K (K (S))) = {Hi/rd LH%)-

D’un autre c6té, puisque le sous-groupe didéles du corps Lqui fixe LHY
gst le noyau

Jt = {reJy Ny (Deg(S)K™)

de la norme arithmétique, et que celui qui fixe le S-corps des geures Hi g est
le S-genre principal

‘ Jp = {fEJL!NL;K(I’)@NL/K(JL(S))KK},
l'isomorphisme de réciprocité du corps de classes nous donne:
(i) Gal (HS o /LHE) = JH/Ty = N5 /K * (5) NS,

- S £
ol N LK = KX (Jx(S) Nyx(J o) est contenu dans le groupe des éléments de
K™ qui sont normes locales pour les places non ramifiées nappartenant pas
“as.
Rassemblant (i) et (ii) nous concluons de légalité des ordres que
§r . L A " . &t
- linjection du groupe Ni,/K(S)Nijx dans le quotient I'f/by (K($),
dopnee par le composé des symboles de Hasse Iy, g, est un isomorphisme, ce
qui constitue le résultat attendu, tout élément de I',x étant bien I'image par
brx dun élément de NY _
_ PR‘OPOISITION 3. Le symbole de Hasse généralisé donne liew & une suite
exacte courte.

L = NEw/Ngf (@9 2 (L/K))@(@S LY (L/K)) > Gal(I/ L~ HYy— 1,
. pe pé )

icm
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Le théoréme s’en déduit aisément, tout élément de la somme directe
@ DY (L/K)} éant contenu dans une somme finie & D} (L/K).

n pes

4. Lien avec le théoréme de Moore. K étant un corps de nombres (de
degré fini sur @), supposons donnée, pour chaque place p non complexe d’un
ensemble fini S, une racine de l'unité {, dans le complété K. Notons py le
groupe des racines de l'unité du corps K, puis m son ordre et m, celu1 du
groupe g des racines de Funité locales, n enfin un multiple commun i ceux
des m, associés aux places de S, et, de fagon générale, n A m, le plus grand
diviseur commun de n et m,. ‘

Par le théoréme d’approximation simultanée, nons pouvons choisir un ¢
dans K dont limage dans le quotient K'/ux K)f soit exactement d’ordre m,
(par exemple, en imposant 4 a d8tre une uniformisante locale), et ce pour
chaque p de 'ensemble fini S. Prenons un tel a et formons l'extension L
= K [\’/a]: sa sous-extension abélienne maximale I® est de degré m, et pour
tout p de § la sous-extension maximale 1;° de K, {{ﬁ]' abélienne sur K est
de degré m,. Si donc ¢, désigne Iélément du groupe de Galois D (L/K)
= Gal(K, [%]/Kp) défini par o, = 1 pour p¢S, et

—1
m ‘a(ﬂ'p ) — Ep, pGur pES,

la relation

11 C;ﬂp/‘m _ "\‘/&}‘_}(%-1) _ %(13%“ 1

p .
et le théoréme é&tabli plus haut nous montrent que la formule du produit
11 '™ = 1 est la condition pour que les ¢, soient les symboles de Hasse dans

‘}] .
Textension L/K d'un élément b de K™ qui est norme locale en dehors de S.
Lorsqu'elle est vérifiée, nous avons ainsi:

), pour chaque place p,.‘
done, en particulier, _
' , b mp/mp/m
Cp = (fif,_!_?«) 1 Pﬂur pES, et ("a""““"‘> = 1, pOU[’ pgéS,
'P Hlp P mb ‘ ‘ .
ce qui établit lexactitude de la suite induite par les symboles de Hilbert:

Kx ®1Kx'—> @

P noncomplexe

i JHk, = Pt~ 1,

_ pour lentier n choisi, donc, finalement, pour tout . Cela suffit & montrer

quil n'y a pas d’autre loi de réciprocité pour le symbole de Hilbert, que la

m”,'m
formule du produit H(—;;—) =1.
p
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On the evaluation of the Legendre symbol (ﬂﬂ@)
P

by
Kunnet S, Winliams®, Kennern Haroy** (Ottawa, Ont., Canada)
and Cl-uuSTIAN Fripsen*** (Fredericton, N. B., Canada)

1. Imtroduction. Let m be a positive squarefree integer which is either of
the form

(1.1) m=p py...p. = 1(modd4} (rz=l)

or of the form

(1.2) m=2p;p,...p=2(mod8) (rz0),

where py, ..., p, are primes congruent to 1 modulo 4. Let (4, B, C) be a
triple of positive integers such that

(1.3) A% = m(B*4C?).

(The form of m guarantees that there are infinitely many such triples
(4, B, €).) From (1.3) we see that the greatest commaon divisor of B and C

must divide A and so can be divided out of the equation (1.3). Hence we may
assume that

(1.4) {4, B)= (4, C)= (B, C) = 1.
Let p be an odd prime, not dividing ABC, which is such that

(;):"I G=1,...1, if msl{modd),

(z)m(p’)ml G=1,...r) if m=2(mod8),
p) \p
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