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Let {h;: iew} be such elements of H that every /e L belonging to the same coset

K, Ciesielski and A. Pelc

that I, is of the form I o i;. Clearly

W@ A BICINU lo o hiZ]) = 0.

However in view of property (c),

#((U Iho hi[zi]) A lo[zx]) =0

which implies that the set /;[Z,] contains a set of positive measure, This contradicts
property (b).
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Uber den Homotopietyp von Linsenraumprodukten

yon

Giinther Huck und Wolfgang Metzler (Frankfurt am Main)

Abstract. In this paper we derive a necessary criterion for products of lens spaces to have
the same homotopy type. The criterion is 2 generalization of the Franz-Whitehead—criterion for
a single factor.

1. Einfihrung und Ergebnis. Linsenrdume wurden 1935 von W. Franz [2] und
K, Reidemeister [7] kombinatorisch und 1941 von W. Franz [3] und J. H. C. White-
head [9] beziiglich ihres Homotopietyps klassifiziert. Diese Arbeiten waren grund-
legend fiir die Theorie des einfachen Homotopietyps, und Linsenrdume waren
die ersten Beispiele fiir die Stirke der damit zusammenhingenden Torsionsin-
variante.

Fiir Mannigfaltigkeiten mit endlicher zyklischer Fundamentalgruppe sind
Linsenraume besonders wichtige Beispiele. Dasselbe gilt fiir Produkte von Linsen-~
raumen beziiglich endlicher abelscher Gruppen. Zwischen diesen Produkten kdnnen
Diffeomorphismen existieren, die nicht von solchen der Faktoren herriihren: Einer

8
der Sitze in [5] besagt z.B., daB der Diffeomorphietyp eines Produktes -l:[lL""(r‘)

aus dreidimensionalen Linsenrdumen L, (r) fiir s>2 allein durch die Fundamental-
gruppe bestimmt ist, falls mindestens zwei der Drehnenner m; teilerfremd sind
und mindestens eine Verdrillungszahl die Bedingung r; = +1 modm, erfiillt.

Im Anhang von [5] wurden jedoch bereits ohne Beweis Beispiele dafiir ange-
geben, daB auch fiir s3»2 die Fundamentalgruppe nicht immer den Homotopietyp
bestimmt. Die dieser Bemerkung zugrundeliegende Idee wird in der vorliegenden
Arbeit ausgefiihrt, d.h. das Homotopietypkriterium von Franz und Whitehe'c.).d auf
Produkte (2n—1)-dimensionaler Linsenrdume (n>1) verallgemeinert. Wir be-
weisen die Verallgemeinerung als notwendiges Kriterium. Spezialfille davon wurden
bereits von R. Quetting [6] in Zusammenarbeit mit den Autoren erzielt. In einer
weiteren Arbeit [4] wird gezeigt, daB fiir Produkte dreidimensionaler Linsenrdume
das Kriterium auch hinreichend ist.

Folgende Begriffe und Erlduterungen seien der Formulierung des Resultates
vorausgeschickt:

Sei m eine natiirtiche Zahl und (rg, s ') ein n-tupel zu m teilerfremder ganzer
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Zahlen und n>1. Auf $2"7' = {(z(, ..., z,) € C": Y |z;|> = 1} betrachte man die
i=1

zu Z,, isomorphe endliche Gruppe G von Diffeomorphismen, die erzeugt wird von
dem koordinatenweise als Drehoperation z; — z;-e*™™™ definierten Diffeomor-
phismus g: S?*7! — §2"71 Der Quotientenraum S§2""!/G ist der Linsenraum
L*""Y(m; 1y, ..., 1) Zum Drelmenner m und mit den Verdrillungszahlen ry, ..., r,.
Wegen L (m; ry, ., r) = L Ym; ritry, o, 1y 'r) (1) ist es iblich, drei-
dimensionale Linsenriume L*(m; 1, r) auch mit L,(r) zu bezeichnen.

Die Projektion p: §2*~1 — L**~Y(m; ry, ..., r,) ist wegen n>1 eine universelle
Uberlagerung, und es gilt 7,(L) = G = Z,,. Da G durch orientierungserhaltende
Diffeomorphismen operiert, erbt L**~1(m; ry, ..., r,) von $?"~* die Struktur einer
orientierbaren differenzierbaren Mannigfaltigkeit. Diese Sachverhalte iibertragen
sich auf Produkte.

Eine Homotopiedquivalenz
§ s
) ‘_EIIL““l(mi; r3(0); wees 1)) l'=1_[1L2""1(m’i; ORI ()

zwischen Linsenraumprodukten ergibt unmittelbar, da8 die Fundamentalgruppen
- isomorph sind: .

s s
DZ,= D Z,;
. . i=1 i=1

und fiir letzteres ist die Ubereinstimmung der Elementartéilernormalformen not-
wendig und hinreichend. Die weiteren notwendigen Bedingungen unseres Satzes

ergeben sich- dann. fiir' ungerades n als Kongruenzgleichung modulo dem ersten
Elementarteiler

) gel: = geT(my, ..., m) = ggT(mi, ..., ) .
Ist n gérade, so verwendet der Satz hingegen ein System von Kongruenzgleichungen
modulo der Faktoren der Primpotenzzerlegung von ggT. Zu diesern Zwecke be-
trachten wir fiir jeden Primteiler p; von ggT die Folge der Drehnenner (my, ..., m,)
bzw. (my, .., my), welche eine Folge zugehdriger Primpotenzteiler zur Primzahl
;2 (3, ey 1) bzw.l (P3Y, ..., PJ) definiert; p} mit x; = min x;; sind dann die
: . 1<i<s
Primpotenzteiler von ggT. Dabei geht (x{j, ..., Xgp) AuSs (X, ..., X)) durch Uma

ordnung hervor. Sei & die Menge der Primteiler von ggT. Man teile nun £ auf in
2: = {p;e #: mindestens zwei Exponenten Xy und x; (i # 1)
sind gleich oder (~1) ist n-te Potenz modp,};
Poenaae: = {0 € P=P: (x};, ..., x};) geht aus (eggs vens X))
durch gerade Permutation hervor} ;
P ungerade’ = {pjeg‘—é’"': (x1g5 s Xg) geht aus (xyy, ..., Xg;)
durch ungerade Permutation hervor} .

()77 sei eine ganze Zah! mit /7 = 1 modm.
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Mit diesen Bezeichnungen lautet das Ergebnis dieser Arbeit:

Satz. Fiir die Existenz einer Homotopiedquivalenz zwischen zwei Linsenraum-
s s

produkten T] L~ Y(my; r(@), ..., ra(®)) und T LY (mj; vy (D), ..., ri(D) sind folgende
i=1 i=1

Bedingungen notwendig:
1. Die Isomorphie der Fundamentalgruppen

5 s
@ Zm; = Zm’i;
i=1 i=1

2. (a) falls n ungerade ist, die Giiltigkeit einer Kongruenzgleichung

s s

7@ - = £k TTr0- -ri(i) mod ggT

i=1 i=1

it

fiir ein geeignetes k; .
(b) falls n gerade ist, fiir jeden Primpotenzteiler P}’ von ggT eine Kongruenz-
gleichung

s §

iH 1) o 1@ = £k TTri(@) ... -ra(f) mod p¥,

=1 i=1

wobei die Vorzeichen + fiir die verschiedenen p; wie folgt gekoppelt sind: fiir alle

Dj € Pyerace Steht das gleiche Vorzeichen e = %1; filr alle p; € P yugermae Steht das

dazu umgekehrte Vorzeichen —e; fiir p;e P ist das Vorzeichen beliebig A.
Damit lassen sich zum Beispiel die im Anhang von [5] angegebenen Fille

behandeln:

Ls(1) x Ls(1)#Ls(1) x L5 Ls(2) ¥ Ls(2) -

Aufgrund der in [4] vom ersten Autor bewiesenen Tatsache, daB das Kriterium
unseres Satzes fiir n = 2 auch hinreichend ist, folgt Ls(1) x Ls(1)~Ls(2) x Ls(2).

Aus dem obigen Satz und [4] ergibt sich auch, daB sich die Kongruenzbedin-
gungen mod p}’ nicht immer zu einer einzigen Gleichung mod ggT — wie fiir un-
gerade n— zusammenfassen lassen (?): Die Linsenraumprodukte Ly (1) x Ly (1)
und L, (1)xL,;(8) sind wegen 8 = 1 mod 7€ und 8 = —1 mod 3e P zwar
homotop dquivalent, +8 ist aber kein quadratischer Rest mod 21. Dieses Beispiel
188t sich leicht verallgemeinern.

Mit den Mitteln dieser Arbeit lassen sich auch Homotopieinvarianten fiir
Produkte aus Linsenrumen verschiedener Dimensionen gewinnen.

Ferner sei auf die weitere Diskussion des Ergebnisses in [4] hingewiesen.

() Die Verwendung desselben k fiir alle p; bei 2(b) bedeutet nach dem Hauptsatz iiber simul-
tane Kongruenzen keine Zusatzforderung gegentiber der Losbarkeit der Gleichungen mit je einer
n-ten Potenz.

(% In [8], Theorem 3, wurde fiir Produkte aus dreidimensionalen Linsenrdumen mit gleichem
Drehnenner eine solche “Klassifikation” angegeben. Der dortige Beweis enthilt jedoch einen
Fehler. )
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1L Beweis. L,L’ seien zwei Linsenrdume gleicher Dimension 2rn—1, g,g'
rugehorige, erzeugende Operationen auf S**~%, G bzw. G’ die von g bzw. g er-
zeugten Homoomorphismengruppen und

p: S2"~1—5S2"—1/G =L,
pl: SZn-—l - SZn*l/Gl = L'

die kanonischen Projektionen.

Fine Abbildung (*) F: 2" — §2"~1 heibt (g, 9" dquivariant, « € Z, wenn
Fg = g'"°F gilt, was zur Folge hat, daB F eine wohldefinierte Abbildung f* p'Fp~t
von L nach L' induziert.

Da die Projektionen p und p’ zu universellen Uberlagerungen gehoren, 148t
sich umgekehrt jede Abbildung f: L—L' zu einer dquivarianten Abbildung f der
iiberlagernden Sphdren hochheben und zwar eindeutig bis auf nachgeschaltete
Decktiransformationen. Dasselbe gilt fiir Homotopien f;, wobei g’* aus Stetigkeits-
griinden wihrend der Homotopie konstant bleibt. Die Restklasse &€ Z,, ist also f
bzw. £, durch g, g’ unabhingig von der Wahl der Hochhebung zugeordnet und
heiBe Aquivarianzgrad (von F, f resp. f;) beziiglich g, g’. Im folgenden werden wir,
um Kongruenzen nach anderen Moduln, z.B. Teilern von m’, bequem beschreiben
zu konnen, jeweils einen festen Restklassenvertreter o wilhlen bzw. berechnen und
diesen gleichfalls als Aquivarianzgrad bezeichnen. Die Giiltigkeit der betreffenden
Kongruenzbedingungen héngt von dieser Reprisentantenauswahl jedoch nicht ab.

Der Abbildungsgrad d einer (g, g’®)-iquivarianten Abbildung F: S*"~1
— 8271 ist ebenfalls unabhingig von nachgeschalteten Deckiransformationen, da
diese orientierungserhaltende Hom&omorphismen sind; d.h. d ist ebenfalls eine
Invariante von f= p’Fp~*: L — L’. Abbildungsgrad d, hier immer bezogen auf
die hochgehobene Abbildung f = F, und Aquivarianzgrad « einer Linsenraum-
" abbildung

fr L=L{m; 1y, 1y = L' =L(m'; 11, ey 1)

stehen in folgender Beziehung zueinander:

LemMA 1. Es existiert genau darn eine Abbildung f vom Grad d und Aquivarianz-
grad o, wenn m' Teiler von o-m und

am\" .
(6] d= (;_> e e mod st (5)

(%) Unter Abbildungen zwischen topologischen Riumen verstehen wir immer stetige Ab-
bildungen.

) (%) Formel (1) ist natiirlich abhéngig von der Auswahl der Erzeugenden ¢, g'. Eine andere
Wah! bedingt z.B., daB die Verdrillungszahlen des zugehorigen Linsenraumes mit einem gemein~
samen Faktor durchmultipliziert werden; sie hat keinen EinfluB auf die Erfiillbarkeit der aus (1)
abgeleiteten Kongruenzbedingungen des Satzes.

icm
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Der Beweis ist in Cohen [1], S. 92-95, Satz 29.3, 29.4, fiir den Spezialfall
m = m' durchgefiihrt und unmittelbar auf den allgemeinen Fall verschiedener
Drehnenner iibertragbar.

Bemerkung. Eine Abbildung f: L— L’ definiert auch als Abbildung orientierter
Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension einen Abbildungsgrad d, der fiir m # m'
picht mit dem Grad von f: §2*~! — $2*~! zusammenfillt. Es folgt vielmehr aus
dem kommutativen Diagramm

~

SZn—l —>‘S2"_1
p‘ 'p’

¥ f ¥

L——>L

da die vertikalen Projektionen m- bzw. mr'-blattrige Uberlagerungen darstellen,

"

d
m+d = d-m’ und somit d = me . Wir verwenden im folgenden stets den Grad 4
m

der hochgehobenen Abbildungen f.
Gegeben sei nun ein kommutatives Diagramm von Abbildungen:

-

s 5
H S‘Zn—-l > H S§"~1
i=1 j=1
DX e XPs p(x Xp§
v ¥

s f s
EL(nii; 1@, s 1) = 1;[1L(m}; AORRAG)

p; und pj seien die kanonischen Linsenraumprojektionen. (Die senkrechten Ab-
bildungen py X ... Xp, und pj X ... Xpj, sind universelle Uberlagerungen).

Wir bezeichnen die in den Produkten auftretenden Linsenrdume kurz als L,
und L] und legen Basispunkte fest:

s g
P=(Py,...,PYel[Li, P =fP)= (L1 P) ejHlL}.
i=1 =
Damit erhalten wir kanonische Isomorphismen:

s s 8
7'51(l];[1Lu P)= 191 ny(Ly, Py) & 1?1 Z,

und

’
S

s &
(T L5 P) 2 @ my(Ly, P = @ Zy,
J=1 j=1 J=1

Die erzeugenden Linsenraumoperationen g; bzw. g bestimmen in der iiblichen:
Weise ausgezeichnete Erzeugende der Fundamentalgruppen  my(L;, P;) bzw.
w3 (L}, P)).
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Der von f-induzierte Fundamentalgrﬁppenhomomorphismu‘s sei hinsichtlich
dieser Erzeugenden durch

a1y

Fs(g) = g3

taisr
gy

gegeben, werde also ,,additiv” durch die Matrix o;; beschrieben. Mit der kanoni-
schen Inklusion

i L = {P1}% oo x{Prc g} X Lp X {Pyy g} X o X {P} = 111 L,

und der kanonischen Projektion

s

a: 1Ly~ L
j=1
ist oy, Aquivarianzgrad der ,partiellen Abbildung”

Jar=afie L~ Li .

Wir nennen (;;) die Matrix der partiellen Aquivarianzgrade oder einfach die
Fundamentalgruppenmatrix von f. Analog definiere man die dariiberliegenden par-
tiellen Abbildungen der Sphiren-Faktoren.

Fur = &1 Jis 77 - 837,

wobei die Inklusionen beziiglich der Basispunkte P, e p; Y(P,) gebildet werden.
Die Abbildungsgrade d,; der ,,partiellen Sphirenabbildungen” f,; setzen sich zu
einer Matrix von partiellen Abbildungsgraden (d;;) zusammen, welche den indu-
zierten Homomorphismus

Tt Hono(T] ST = Hanea([1577)
i= =1
A )
der (ganzzahligen) Homologiegruppen in der Dimension 2n—1 beschreibt. Dabei
ist die Matrix (d;;) unabhéngig von der Wahl der Basispunkte und der Hochhebung.
Reduziert man die Kongruenzgleichungen, die Lemma 1 fiir die partiellen
Abbildungen f;; angibt, modulo ggT = ggT(m,, ..., my), so erhilt man eine Kon-
gruenzgleichung fiir Matrizen
“'i'jm?

(dij) = ( '

i

R () LRI () D2 6 ) L -r,’,(]')> mod ggT

woraus fiir den Fall s = s' die Kongruenz der zugehdrigen Determinanten folgt:

n n
ag;my
mj*

@ 1@y =

-fIlrfl(i)- 7Y@ L) () mod ggT

Diese Bezichung verallgemeinert (1) fiir den Fall mehrerer Faktoren.'

icm
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Wir kommen nun zu dem Fall, daB f eine Homotopieiquivalenz ist. Dann
gilt s = &, und die Matrix (x;;) gibt einen Isomorphismus

1w

fat ®Z,, Z,;j,j
=t 1

j=

an, ()| ist also eine Einheit modulo ggT = ggT(my, ... m) = ggT (ml, .., my.

Ebenso reprasentiert (d;;) einen Automorphismus von (Z)* und hat folglich
die Determinante |(d;;)| = *1.

Da in der Kongruenzgleichung (2) nun alle iibrigen Faktoren Einheiten modulo
ggT sind, stellt sich auch |(o;mi/m]")|, das sich wegen m,-...-m; = myc ... cmy
zu |(o)] vereinfacht, als Einheit modulo ggT heraus, und Gleichung (2) lautet fiir
Homotopieiquivalenzen ' ‘

+1 = ()] fl M) e ry Y @) () o (i) mod ggT,
i=1
bzw.
3 i]ji @) 1) = 1@ I=SI1 74 (@0) ... ri(i) mod ggT .

Ein Vergleich mit den Kongruenzgleichungen 2(a) und 2(b) unseres Satzes zeigt,
daB der Rest des Beweises darin besteht, [(«f})] zu untersuchen.

Allgemein zahlentheoretisch lassen sich 2(2) und 2(b) aus (3) jedoch nicht
folgern, z.B. ist die Determinante einer modulo ggT reguldren Matrix mit n-ten
Potenzen als Eintragungen i.a. keine n-te Potefiz modulo ggT, auch nicht fiir un-
gerades . Man muB vielmehr die spezielle Voraussetzung, daB (x;;) den Fundamental-
gruppenhomomorphismus einer Abbildung zwischen Linsenraumprodukten be-
schreibt (und dabei wiederum Lemma 1), ausnutzen. Dies geschieht mittels Lemma 2
und einer zahlentheoretischen Folgerung (Lemma 3).

LemMa 2. Sei f: [] L(my; 1), vos 1) = L(m'5 145 ey 1) e Abbildung mit
i=1

der Fundamentalgruppenmatrix
o

Us

dh. fy sei gegeben durch f(g7', .., 957) = gres e dopn ‘gilt fiir beliebige
ganze Zahlen ny, ..., ng .
s

s
n 9 ain’l n . . )
< E n,o—(Ln/l—l) = <ni~—,-’) mod ggT(my, ..., mg, m').
m : I\ om

. =1 i=1
2 — Fundamenta Mathematicae CXXV. 1
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Beweis. Sei ggT: = ggT(my, ..., m;) uns seien

Byt L(geT; L D= L(mg; 14G),s ey (D))
n-mai

Abbildungen vom Aquivarianzgrad n; ik m
q grad n; T Nach Lemma 1 kann man, dan,—= - ggT

durch m; teilbar ist, solche Abbildun,
A gen stets finden. Man betracht i
den h; znsammengesetzte Abbildung ° o die aus

h= (hy, ., h): L(geT; 1,..,1) —» 'ﬁL(mi; P10, vees 1)

;yr{dLschz;t.e sie vor die Abbildung f. ,Der” Aquivarianzgrad der Komposition
h: L(ggT; 1, ..., 1) = L(m’; ry, ..., i) wird durch das Produkt der Matrizen

(2 (7] 23
el " et \ )T L e
'8 =
beschrieben. '
Bei Hintereinanderausfithrung der Abbildun h iplizi
- . gen i und f multiplizieren si
aber auch die Matrizen der partiellen Abbildungsgrade und ergf:ben:p sl

grad f;

= grad fii
’ grad f;
wobei fj die partielle Abbildung f 7 bezeichne.

Wendet man nun Formel (1) auf die Abbild i
Wer : ungen f, A so
ergibt sich die Kongruenzgleichung mod ggT: et e sl fh an, 5o

(gradhy, ..., grad h)-

s

m; ggT\" | N [\
E_ (n, T m ) ro(D)* v r(0)- (7) @) NG
5 a m " s -
o il ’ r y
= (ni 7) LTy = ( n; i 2 digg_T TY e 1y
z : Z : geT " m' /. g

Da r; Einheiten modulo 2’ sind, erhi i
. ‘ rhilt man reduziert
die gewiinschte Kongruenz ’ T modulo BTy s ey )

s

s
E i\ am\*
tm ) T ™ " mod ggT(my, ..., my, m') .

i=1 =

i=

LeEMMA 3. Seien oy, ..., o, Sowie m ganze Zahlen, welche die Kongruenzgleichung

s . s
(Zme) = Ynw) modm, (>1),

icm®
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Siir beliebige s-Tupel (n;) ganzer Zahlen erfiillen, so Jolgt: )
(a) falls p* Primpotenzteiler von m ist, filr den (p—1) nicht Teiler von (n—1) ist,

‘ot = Omodp* fiir alle i aufer hichstens einem,

(b) falls p* Primpotenzteiler von m ist, fiir den (p—1) Teiler von (n—1) ist,

1

o = Omodp'™t  fiir alle i auper hichstens einem .

Beweis. Es geniigt den Beweis fiir ein Indexpaar i, i, zu fithren; das entspricht
der Wahl der Koeffizienten ny = 0 fir i # iy, fp. Gilt nidmlich die Aussage fiir
beliebige Paare «,, %;,, 50 gilt sie auch fiir das ganze s-Tupel dy, ..., o

O.B.d.A. sei iy =1, i, = 2, es gelte also: )

(ny0q +1y000)" = (ny0y)" + (n205)" mod m

fiir beliebige ganze Zahlen z;.
Zu (a): (p' sei ein Primpotenzteiler von m und (p—~1)|(n— 1). Sei
#GeZ und @@,p)= 1,

@npy=1.

ay =Py,
oy =p 8, G eZ und
0.B.d.A. sei x;>x,; die Behauptung des Lemmas ist dann dquivalent zu nx, >t.
Wir nehmen an, dies wire nicht der Fall, es gelte also nx, <t.

Man setze: np = ,-p™ %, (A€ Z beliebig).

(g8 )" = (1) + (a8p))p™ mod p*

bzw., da nach Annahme nx; <t ist,

(1,8, +1,8,)" = (ny%,)"+(fi,%,)" mod p* "
fiir beliebige ganze Zaklen ny, n,.
Da &, und &, teilerfremd zu p sind, durchlaufen n,8; bzw. fi,&, fiir n € Z,
ny € Z alle Restklassen modp' ™.
Das Kongruenzgleichungssystem ist demzufolge dquivalent zu

(ay+a)" = di+a3 modp'™™* fiir beliebige ganze Zahlenpaare a;, d;
und dieses wiederum #quivalent zu »
a" = g modp'™™* flir alle aeZ

(denn fir i= 1,2, ... ergibt sich per Induktion

t—nxy

@+ =i"+1"= i+1modp
und wegen

t —nxl)

"= =0 (—1)'=-1, also auch (—i)" = —imodp

Setzt man nun fiir a eine Primitivwurzel modulo p, d.h. eine ganze Zahl von der
multiplikativen Ordrung (p—1) modulo p ein, so kann, unter der Voraussetzung
9
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(p—DA(n—1) die Kongruenzgleichung " = ¢ modp* ™™ (fii i
DY = ir f—nx,;>
giiltig seih. ' ! ( ) et
Damit haben wir einen Widerspruch zur Annahme z—nx,>0 erhalten; es
folgt nx; >¢ und somit of = (& p™)" = 0 mod p'. |
Zu (b): (p' sei Primpotenzteiler von . und (p—Dl(n—1)). Bis zur Gleichung
"o t—n, s ot
Sa"=a m‘odlf *1 .fur‘ beliebige a € Z” kann der Beweis wortlich iibernommen
werden, mit einer einzigen Ab#nderung, daB wir nx; <7—1 annehmen.
Man setze nun

a=p=p"=p=pp" ' —1) = 0 modp' ™",
pn—l_IE Omodpt~nx1—1

(WObel t—nx;—1>1 und n>1 ist nach Anna—hﬂle . Dies ergibt einen Widersp: uct
1 =
) gl 3

nx zt—-1 und  of = (@ p™)" =& p"™™ =0 modp‘™*
Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Satzes:

(a) Sei n ungerade. Zunichst zeigen wir all i
n Ut 3 gemein: Ist (x;,) Fund ntal-
gruppenmatrix einer stetigen Abbildung: i : () Fundamental

s . 8
L2n—1 my; ... 2n=1¢,.1.
i];l]: (my; ) = J_I;[l L (mj: ),
dann gilt fiir ungerades n: k
agymy
my )| =
(Induktion iber 5:) Fiir s = 1 ist die Behauptung trivial; fiir s>1 entwickle man
(aijmi)
m;

iEL(mi; «) = L(m;..) gehdrt. Wendet man Lemma 2 auf diese Abbildung

(©)

opmp\|"
— mod ggT(my, ..., m,, my, ..., m).

)

die Determinante

nach der 1. Spalte, welche zur partiellen Abbildung

an und setzt fiir n; die (s—1)x(s—1) Un i
‘ . - terdeterminanten A,-(—1)"*+1
Laplaceschen Entwicklungsformel ein, so erhilt man: "=b s der

? (> cayesa, 2amy
=1 - l m

_=___‘ @ g S\
> (L o g ..

i=1

Auf der rechten Seite kann man (~ 1)1 dyrch (—1)i+t

: ; ersetzen
ist.. Nach Induktionsvoraussetzung gilt aber die - (a7 wngorade

»Behauptung” fiir die (s—1) x (s—1)

icm®
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Unterdeterminanten 4;, da sie zu partiellen Abbildungen

IT LOm ) — f[ Lemg;..) (@=1,..,9
il |

gehsren. Modulo ggT(my, ..., ms, mj, ..., my) kann man demnach in Gleichung ©
die Potenzen A} durch die Determinanten der elementweise potenzierten” Unter:
matrizen ersetzen und erhilt so Gleichung (4).

Angewendet auf eine Homotopiedquivalenz f folgt nun, daB man in Glei-

chung (3) (falls # ungerade ist)
a;‘jm:} !
my

durch [(x;;)|" erseizen darf und somit Aussage (2a) des Satzes.

(b) Sei n gerade und f eine Homotopiedquivalenz.

() p'sei Primpotenzteiler von ggT (my, ..., my) = ggT (my, ..., my) zur Primzahl
p>2 (=@-Di¢r-1), da (p— 1) gerade und (z—1) ungerade ist).

Wir betrachten die partiellen Abbildungen von f:

[l =

L(m;; .y =Ly ) (=19,

.

i

"

1

die zu den Spalten der Fundamentalgruppenmatrix gehdren. Nach Lemma 2 und 3

n n
oM
m

folgt, daB in jeder Spalte der Matrix(
m

> hochstens eine Eintragung nicht kon-
i
gruent 0 modulo p* ist. Andererseits gilt nach Voraussetzung

a;‘jm'i'
my

n k)

oMy
= ( m
m;j

Folglich bilden die modulo P nichttrivialen Elemente der Matrix (u;m}/mj") genau
eine Nebendiagonale, und + |(of;mi/m}")| ist modulo p' kongruent zu dem Produkt
dieser Nebendiagonalelemente, d.h.

oy
mj

wobei fiir das Vorzeichen + oder — steht, je nachdem, ob die Nebendiagonale
zu einer geraden oder ungeraden Permutation gehort.

(B) Sei 2' (t>1) Primpotenzteiler von geT(my, .., my). Im Fall t=1 folgt
aus der Regularitit von («;;) modulo ggT(my, ..., my): |(ei)] = 1 modulo 2.

Im Fall t>1 folgt aus Lemma 2 und 3(b) wie oben: In der Matrix (eef;mi/m7)
bilden die modulo 2'~! nichttrivialen Elemente eine Nebendiagonale. Ist s>2,

() = # 0 mod ggT(my, ..., my)

%0 modp'.

= + (n-te Potenz) modulo p',

1l =
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so enthilt jede andere Nebendiagonale mindestens 2 Elemente, die kongruent 0
modulo 2~* sind, deren Produkt also kongruent 0 mod 22¢7Y und damit auch

ol my
mf
die modulo 27! nichttriviale Nebendiagonale zu einer geraden oder ungeraden
Permutation gehort. '

(Fiir s = 1 ist die Determinante trivialerweise eine n-te Potenz.)

Falls fiir einen Primteiler p von ggT keine zwei Primpotenzanteile in der Folge
dtsr Drehnenner dieselben sind, bestimmt die Lage der nichttrivialen Nebendiagonale
die Permutation dieser Primpotenzanteile,

Im Zusammenhang mit Formel (3) folgt somit aus () und (B) die Aussage (2b)

des Satzes.

kongruent 0 modulo z* ist.

= & n-te Potenz mod 2, je machdem ob
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Embedding inverse limits of interval maps
as attractors

by

Michal Misiurewicz (Warszawa)

Abstract. We prove that the inverse limit of the map 4x(1—x) of the interval [0, 1] onto itself
can be embedded as an attractor into a C*® diffeomorphism of any manifold of dimensjon at least
3 and into a homeomorphims of any manifold of dimension 2.

1. Tnverse limits of dynamical systems. We start by recalling some topolo-
gical facts.

Let I be a compact space and T: I =T a continuous map. We may regard our
system (I, T) as an inverse system ... L1l 2 1 and consider its inverse Limit.

o0
It is a subset K of the product of an infinite number of copies of I: 111, defined as
o
K = {(t)%0: T(ty) = tyy forn=1,2, 3, .}

Denote by %, the projection of K to the nth coordinate: Y ((t)iZo) = t,. There
exists a unique map t: K — K such that ¥, o7 = To¥,forn=0,1,2,.. Itis
given by 7((t,)i%0) = {T(t:))iz0- Notice that since T(t,) = tu-1, the nth coordinate
of ((f,)o) is equal to £, (for n1). We consider K as a topological space with

©

topology induced by the product topology in []I. The map < is then a homeo-
: 1]

morphism. We call 7 the inverse limit of T. This notion is an analogue of the notion
of a natural extension of a measure preserving endomorphism.

If #: K — K is a homeomorphism and #: R — I a continuous map such that
@ o7 =T, ¥, then there exists a unique map &: K — K such that PoT =79
and ¥ = ¥, . ®. This & is continuous. Thus, the inverse limit is the simplest
homeomorphism having T as a factor. This property can be used as a characteri-
zation of an inverse limit, up to conjugacy.

2. Problems and resvlts. We want to embed an inverse limit of a continuous
map of an interval into itself into a diffeomorphism (homeomorphism) of a mani-
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