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Quelques remarques sur la semi-continuité supérieure
. , B

Zbigniew Grande (Bydgoszcz)‘- ‘

Résumé. Ce travail est consacré a la recherche des ensembles des pomts de semi-continuité
superleure de semi- contmmté qualitative supérieure et de seml-contmmté approximative supérieure
de certaine fonction f: R R et dans la deuxiéme partie la preuve de la niouvélle ¢ondition suf-
fisante pour la mesurabilité de certaine fonction Jf: R? - R semi-continiig superleurementpac rapport
4 chacune de deux variables.

Dans la premiére partie de ce travail j’examine la structure de I'ensemble des
points auxquels une fonction réelle d’une variable réelle f: R =R est semi-continue
supérieurement (approximativement semi-continue supérieurement, respectivement
qualitativement semi-continue supeneurement) Dans la deuxiéme — je démontre
une nouvelle condition suffisante pour qu’une fonction f: R? - R semi-continue
supérieurement par rapport & chacune de deux variables soit mesurable (au sens
de Lebesgue)

L Soient R I'espace des nombres réels et f: R —» R une fonction. Désignons
par C(f) Pensemble des points de continuité de la fonction £, par S(f) P'ensemble
de tous les points auxquels la fonction f est semi-continue supérieurement et par
T(f) Pensemble de tous les points x e R tels que f(x)> limsup ¥ (£).

t=x

REMARQUE 1. L’ensemble T(f) est dénombrable.

Preuve. Six e T(f), il existe un intervalle ouvert U(x) d’extrémités rationnelles
contenant x et un intervalle ouvert ¥(x) d’extrémités rationnelles contenant £ (x)
tels que f (1) ¢ ¥'(x) pour t € U(x) - {x}. Remarquons que (U(x), V(x)) # (U(»), V' (3))
lorsque x # y. L'ensemble de tous les couples d’intervalles ouverts d’extrémztes
rationnelles étant dénombrable, ensemble T(f) est le méme,

Remarquons maintenant que, quelle que soit la fonction f: R - R, 'ensemble
C(f) est du type G; ([9), p. 64, Th. 3) dense dans Pintérieur IntS(f) de Pensemble
S(f).

Démontrons le théoréme suivant:

‘THEOREME 1. Soient A, B, D des ensembles tels que B soit.du type G5, D dénom-
brable, Bc A, D =A—B et B dense dans Int 4. Il existe une fonction f: R - R telle
que S(f) =4, C(f) =B et T(f) =

Preuve. Désignons par Ela fermeture CLB de I'ensemble B. L’ensemble E—B
est du type F, et de premiére catégorie. Par conséquent E—~B= |J F,, ol tous les

n
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ensembles F, (n = 1,2,..) sont fermés et disjoints deux & deux ([10]). 1 résulte
du théoréme de Cantor-Bendixon que F, = G, U H,, ol 'ensemble G, est parfait,
Iensemble H, est dénombrable et G, N H, =& (n=1,2,..). Si U H, +# @,

n
rangeons tous ses points en une suite (2y, a;, ...) (peut-étre finie) telle que «; # g;
: : ©
lorsque  # j. Soit (b,); une suite de nombres positifs telle queizlbls 1.

Posons

0 lorsque x<a; pouri=1,2,..,

g9(x) = Y b; dans le cas contraire.
qxﬂx
La fonction g est croissante, continue en tout point ¢ % a; (i = 1,2, ...), di'scontinue,
en tout point q; (i =1, 2, ...) et continue A droite en tout point x e R. Par consé-
“quent elle est semi-continue supérieurement en tout point x€ R et T'(g) =
Soit maintenant

g pour xe (R—E)uv Bu {J H,u
v U (G, n 4)—ClInts, (G, 0 4)],
h(x) = n
gx)+1n  pour xedn Cllntg, (G, n4), n=1,2,..,
g(x)—1ln pour xeG,—4, n=1,2,..

(Intg, X et CIX desxgnant Pintérieur de P’ensemble X relativement & ’ensemble G,,
respectivement la fermeture de ensemble X, )
Remarquons que S(h) = (R—E)u (A nUG)u U H,u B,C(h) = (R—E)u

UBetTh) =@.
En effet, on voit facilement que (R—E) U B C(h).Sixe E—B = | (G, v H,),

il existe un indice ng tel que x € G,y v
sidérer: .
). xeH,;
2) x€(Gy, N 4)—Cllntg, (G,, N 4);
3) xed n Cllntg, (G,, N 4);

H,, et par conséquent quatre cas sont & con-

et
4 x€ Gyy—A.
Cas 1.Sixe H,
- C(h).
Cas 2. Si xe(G,
teG,—4k=1,2,.
de la fonctlon g au point x, on a

h(x) gx) > g(x)— I/no = 11m glt)— l/n0 = Iun h(t).

o N A)—ClIntg, (G,, N 4), il existe une suite de points

e 012 g (xX) = h(x), x & S(g)~ C(g), par conséquent x € S(H)—"

..) convergente vers x; par conséquent d’aprés la contmmté
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Puisque, de plus,
h(x) = g(x) = limg(z) = lim suph(s),
. 1=x t=x
on a xe&SH)—C(h).

Cas 3. Si xe4 n Cllntg, (G,
k=1,2,.

o A), il existe une suite de points ¢, eB
..) convergente vers x, par conséquent

h(x) = g(x)+1/ny = lim g (t)+1/ny = lim h(t)+1/n, .
koo ke
De plus, quelle que soit la suite (1), convergente vers x, on a
h(x) = g () +1/ng = lim g (u)+1/ne = limsuph(uy) .
k- k—+o0
11 en résulte que x e S(H)—C(h).

Cas 4. Si xeG,,—4, il existe une suite de¢ points t,€B (k = 1,2,
vergente vers x, par conséquent

A(x) = g(x)—1/n; = Jim g (60 ~1/n

..) con-

= lim A(t)—1/ny< lim A(t).
ko . k=
1l en résulte que x ¢ S(h).
L’égalité T(h) = @ résulte immédiatement de la continuité A droite de la fonction g.
En posant maintenant

h(x)—1/n Tlorsque xe UH,~Ad etx=a, n=1,2,..),
hy(x) = *

h(x) dans le cas contraire

et en remarquant que la fonction 4 est continue & droite et continue supérieurement
en tout point x e () H,, on vérifie que
n

S(hy) = (R—E) U (4 N E), C(h) = (R—E) U B et T(hy) = @

Soit’ ((¢,, 4,)), une suite de toutes les composantes ouvertes de I'ensemble E—R
((cs» d,) # (Cm, ) lorsque m # n). 11 existe une fonction I: R — R de deuxidme
classe de Baire qui transforme tout intervalle ouvert nonvide sur toute droite R ( [7D).
Posons, pour x € R, dist(x, E) = inf [x—y| et

. yeE
xeR.

m(x) = hy(x)+dist(x, E)arctgl(x) pour

De nouveau remarquons que C(m) = B, S(m) = An E et T(m) =
une suite de tous les points de ensemble D (e; # e; pour i # j),

3. Soit (e,),

) = hy(x)+dist(x, E)-n/2 pour xed n(c,,d,), n=1,2,..,
= ) pour xe R=((R—E) n 4)
1*
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et
o) = r(x)-+1/n. lorsque x = e, n=1,2, ..,
&)= r(x) lorsque x # e, n=1,2, ...

Ona C(r) =B, S(r) =4, T(r)
preuve est achevée.
Il résulte de la preuve du Théoréme 1:

Detla

9, () =B s = At T(f) =

REMARQUE 2. Dans les hypothéses au Théoréme 1, si-’ensemble: 4. est mesurable
(a la propriété de Baire), la fonction f peut étre mesurable (avec la propriété de Baire).

COROLLAIRE 1. Tout ensemble A < R est I’ensemble de tous les points de.semi-
continuité supérieure d’une fonction f: R — R,

On sait ([8]) .que, quelle que soit la fonction f R > R ayant la propriété de
Baire, il existe un ensemble résiduel 4 < R tel que la fonction partielle £|A est
continue. Il en résulte que I'ensemble de tous les points de continuité qualitative
d’une fonction ayant la propriété de Baire est-résiduel. D’autre part, 1a fonction
indicatrice d'un ensemble résiduel 4 < R est qualitativement continue en tout point
xeAd et n'est qualitativement semi-continue supérieurement en aucun point
xeR—A.

Etant donnée une fonction fi R— R, des1gnons par Q(f) Vensemble de tous
les points auxquels la fonction f est qualitativement continue, par S,(f') 'ensemble
de tous les points auxquels elle est qualitativement semi-continue supérieurement
et par T,(f) l'ensemble de tous les points x & R tels que

() >inf{y e R: ensemble {r: f(r) <y} est résiduel au point x}

daf .
£ g-limsup £ () (inf@ = o).
X

THEOREME 2. Soit A = R un ensemble, Pour qu'il existe une fonction f: R - R
telle que Q(f) = A, il faut et il suffit que 4 = B—C, o B soit du type G4 et C de
premiére catégorie.

Preuve. Nécessité. Soit f: R — R une fonction. Désignons par D intérieur
IntQ(f) de l'ensemble Q(f) et par E la fermeture CLD de I'ensemble D, Si R = E,
on a Q(f) = R—(R—Q(f)) et R—Q(f) = E—D, d’od il vient que Iensemble
R—Q(f) est de premidre catégorie et Q(f) est de la forme B—C, ol B (= R) est
du type G, et C est de premiére catégorie. Supposons donc que R—FE % @, L'en-
semble ouvert R—E est I'union de ses composantes ouvertes (a,,5,) (n = 1,2, ...)
Il suffit donc de prouver que tout ensemble (a,, b,) » Q(f) = B,—C,, oit B, est
du type G; et C, de premidre catégorie (n = 1, 2, ...). Fixons des nombres naturels #
et m et supposons que (a,, b,) n Q(f) # O, Il existe pour tout point x & (a,, b,) N
N O(f) un intervalle ouvert U(x, m) < (a,, b,) d’extrémités rationnelles tel que
xeU(x,m) et Tensemble A(x,m) = {te U(x, m): |f()—f(¥)| < 1/m} est de

premidre catégorie. Remarquons que | f ()~ f (x)| < 1/m pour tout point # € Q(f) A
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N U(x, m). La famille de tous les intervalles ouverts d’extrémités rationnelles tant
dénombrable, il existe un ensemble dénombrable D, = Q(f) (@,, b,) tel que

U U(x,m) = U(x, m).
. xeD, in - xeQ(Nn(@n, br)
Posons
Gp = U Ux, m) et H,=G,— U A(x, m).

x&Dm xeDiy

On voit que U U 4 (x, m) est un ensemble de premidre catégorie, Q(f) N (a,, b,)

m—l xeDm

[~ ﬂ H, = ﬂ G,— U U 4(x, m)et ﬂ G,, est un ensemble du type G;. Démon-

m=1xeDp,

trons encore que ﬂ H,<(a,,b,)n Q(f).
m=1
o

Fixons un point t, € () H, et un nombre &> 0. Il ex1ste un indice naturel m,

m=1

et un point x, € D, tels que my<sef2 et tye U(xo, o) — U U A(x, m). On
m=1 xeD,

a pour tout ze U(x,, my)— U U A(x, m) I'inégalité suivante

m=1 xeDy,
IO ~f @)l 17O —f (o)l +1 (te) = (o)l < Umo+1/mo < ef2+8/2 = &,

ce qui termine Ja preuve de la nécessité.

Suffisance. 8i 4 = B—C, ol B est du type G, et C < B est de premiére ca-
tégorie, il existe une fonction g: R — [0, 1] continue en tout point x € B, discontinue
en tout point x ¢ B et telle que g(x) = 0 pour tout x € B ([11]). Dans le cas o
ClB = R la fonction

*{g(x)
S = q- lim sup f(£)+1

lorsque- x e B—C,

lorsque x € R—(B—-C)

satisfait aux conditions exigées. Dans le cas contraire ot R—ClB # &, on peut
0

écrire R—CIB = |) X;, ol tous les ensembles K; (i = 1,2, ...) sont de deuxidéme
i=1

catégorie dans tout intervalle ouvert contenu dans R—ClB et K; n K =
i j. En posant

I lorsque

g(x) lorsque xe A4,
fx) =<1 lorsque xe C1B—4,
dist(x, CIB)/i lorsque xe K; (i =1,2,..),

on obtient la fonction /" qui satisfait & toutes les conditions exigées.

REMARQUE 3. Soif f: R — R une fonction. L'ensemble T(f) est de premiére
catégorie.
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Preuve. En effet, si x e Ty f), on a f(x) >g- 11m sup f(1); pat conséquent il

existe un intervalle ouvert U(x) d’extrémités ratlonne]les contenant x et un inter-
valle ouvert V(x) d’extrémités rationnelles contenant f'(x) tels que f~*(¥(x)) n
n U(x) est de premiére catégorie, Remarquons que, quel que soit le couple (U, V)
d’intervalles ouverts d’extrémités rationnelles, Pensemble A(U, V) = {x € T f): au
point x correspond le couple (U(x), ¥(x)) = (U, V)} est de premitre catégorie.
Comme, de plus, I'ensemble de tous les couples d’intervalles ouverts d’extrémités
rationnelles est dénombrable, I'ensemble T,(f )c: U A(U V) est également de
premidre catégorie.

REMARQUE 4. Si une fonction f: R — R est qualitativement semi-continue su-
périeurement en tout point de certain ensemble A ayant la propriété de Baire et de
deuxiéme catégorie, elle est qualitativement continue en tout point de cet ensemble
a Dexception de certain ensemble de premiére catégorie.

Preuve. En effet, la fonction réduite £| 4 a la propriété de Baire et par consé-
quent il existe un ensemble B = A de premiére catégorie tel que la fonction partielle
f|A—B est continue. La fonction f est donc qualitativement continue en tout point
x e A—B auquel 'ensemble 4—B est résiduel. :

THEOREME 3. Supposons que les ensembles A, B, C soient tels que C est de pre-
miére catégorie, Bc A, Cc A, A—B ne contient aucun ensemble ayant la propriété
de Baire, de deuxiéme catégorie et B = D~C, ot D est un ensemble du type G.
Dans ces hypothéses il existe une fonction g: R — R telle que Q(g) = B, S,(g) =
et T(g) =

Preuve. Désignons par E la fermeture ClB de I’ensemble B et remarquons que
I’ensemble E—D est du type F,, de premiére catégorie. On a donc E—D = U E,,

ol tous les ensembles F, (n = 1, 2, ...) sont fermés et d1s101nts deux a deux ([10])

Soit (a,), une suite de nombres posmfs tels que Za,, —1 et a,>2 Z a
(n=1,2,..). Posons, pour n = 1,2,. f=atd

he) = {a sm(l/dlst(x F)) lorsque x ¢ F,,

lorsque x € £, .

"

Toute fonction A, est continue en tout point x ¢ F, et discontinue en tout point
x e F,. Soit

h(x) =Y h(x) pour xeR.
Si E = R, il suffit de poser
2 lorsque xe C,
g(x) = {¢-limsuph(r) Tlorsque xe 4~C,
t=x
h(x) . lorsque xe R~ 4
et la fonction g satisfait aux conditions exigées.
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En effet, la fonction % étant la somme d’une suite uniformément convergente,

ona C(h) = D. Si xe R—D, il ex'ste un indice n, tel que xe F,,.-On a
ng—1
h=Yh= Z h +h,,o+ S by
n n>no+1

11 existe une suite d’intervalles ouverts nonvides <« R—F,, (k = 1,2, ...) disjoints

deux A deux et tels que, quelle que soit une suite de points u,el, (k = 1,2, ..),
np—1
on a lim uy, = x ot h, (1) > @y, —a,,/3k. Puisque h,(x) = 0, Z h, est continue au

k—+o

point x et a,,°>2 Z a,, on a h(x)<g- hm suph(t). Par conséquent (R—D) n

N S,(h) = B. Comme g(x) = 2 pour tout xeC et h(t)<1 pour tout teR, on
a CcT,(g). De la définition de la fonction g résulte que 4~C < Sa(@)—T,(g) et
(R—4) 0 S,(g) =B. Mais {teR:h(t) # g()} est de premitre catégorie et
Bc{teR: h(t) = g(1)}, on a donc Bc Q(g) = D.

Dans le cas contraire, si E #' R, il existe une suite d’ensembles G, (n = 1,2, ...)
disjoints deux 2 deux, de deuxiéme catégorie dans tout intervalle ouvert contenu dans
R—Eet tels que R—F = U G,. Rangeons tous les nombres rationnels de Pintervalle

(—1,1) en une smte ) tellc que b, # by lorsque k # n (k,n = 1,2,..), posons

2 lorsque xe C,
g1(x) = {h(x) lorsque x € E—C,
b, dist (x, E)/(1+dist(x, E)) lorsque x&G,, n=1,2,...,

g1(x) lorsque xe R-4AHuC,

909 = g-lim supg (1)
1—=x

lorsque xe 4A—C
et remarquons que la fonction g satisfait aux conditions exigées. En effet, si x € B,
la fonction % est continue au point x. Il en résulte que x € Q(g,) et par conséquent
x e O(g). Dans le cas oit x € C on voit que x & T,(g,) et par conséquent x € T,(g).
Si xe(R—4) N (R—E), on a x¢S,(g,) et par conséquent x¢ S, (g),” puisque
A n (R—E) ne contient aucun ensemble de deuxiéme catégorie, ayant la propriété
de Baire. Si x & (R—4)  E, on a de méme que dans le cas ot E = R que x & S,(g)-
Enfin, si xe A—C, il résulte de la définition de la fonction g que x € S,(9)—Ty(g)-

PROBLEME 1. La conclusion du théoréme 3 reste-t-elle vraie lorsqu’on remplace
Phypothése “B est de la forme D—C, ot D est du type G;” parl *hypothése “B = D— Dy,
oit D est du type Gy et Dy est de premiére catégorie et B n C = @71

Ftant donnée une fonction f: R — R, désignons par 4(f) I'ensemble de tous
les points de continuité approximative de la fonction f, par S,(f) Pensemble de tous
les points auxquels la fonction f est approximativement semi-continue supérieure-
ment et par T,(f) Pensemble de tous les points x tels que f(x) > ap lim sup f (1),

fad

ot ap lim sup f(¢) = inf{y: 'ensemble{t: £ (f) >y} est de densité O ou point x}.
=X Ll -
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Puisque toute fonction mesurable est approximativement continue presque
partout, Pensemble de tous les points de semi-continuité supérieure approximative
d’une fonction mesurable est de mesure pleine. Réciproquement, tout ensemble de
mesure pleine est Pensemble de tous les points de continuité approximative de sa
fonction indicatrice.

REMARQUE 5. Soit f: R — R une fonction. L'ensemble T,(f) est de mesure
zéro.

Preuve. Remarquons qu’il existe pour tout x € T,( /) un nombre rationnel r(x)
tel que ap lim sup £ (t) <r(x) <f (x). Supposons, au contraire, que n*(T,(f)) >0,

1=y

oll m* désigne, comme d’habitude, la mesure extérieure de Lebesgue. D’une part,
x est un point de dispersion de Pensemble {¢: f(¢) > r(x)} et f(x) > r(x) pour tout
x e T,(f). D’autre part, il existe un nombre rationnel r, tel que m*(H)>0, ol
H= {xeT,(f): au point x correspond r(x) = ro}. Soit x, € H un point de densité
extérieure de ensemble H. Puisque {¢: £ (¢) > ro} = H, on a une contradiction avec
le fait que x, est un point de dispersion de I’ensemble {¢: f(t)>ry}.

REMARQUE 6. Soit f: R - R une fonction. Lensemble A(f) est mesurable.

Preuve. Supposons, au contraire, qu’il existe une fonction f: R — R telle que
Tensemble 4 (1) ne soit pas mesurable. Par conséquent il existe un ensemble B < A(f)
de mesure extérieure positive tel que I'ensemble B; de tous les points de densité
extérieure de I’ensemble B ne contient aucun sous-ensemble mesurable, de mesure
positive deé 'ensemble 4 (/). La fonction partielle f'| B, n’est pas mesurable, puisque
Pensemble B, —A(.f) est de mesure extérieure positive. D’autre part, quel que soit
Tensemble mesurable, de mesure positive C = By, il existe un point x, € C N A(f)
qui est un point de densité de 'ensemble C. La fonction f|C étant approximative-
ment continue au point X, il existe pour tout &> 0 un sous-ensemble mesurable
D = C = By, de mesure positive tel que osc f'< e. Du lemme 2 de Particle [1] résulte

> .

que la fonction f'| B, est mesurable. Cette contradiction montre que I'ensemble A(f)
est mesurable.

REMARQUE 7. Soit f: R — R une fonction. Si la fonction f est approximative-
ment semi-continue supérieurement en tout point d’un ensemble mesurable, de mesure
positive, la fonction f est approximativement continue en presque tous les points de cet
ensemble.

Cette remarque résulte du théoréme 1 de larticle [2].

TaEOREME 4. Soient 4, B, Cc R des ensembles tels que m(C) =0, Cc= 4,
Bcd4, B=D—C, D est du type Gy, R—D = M U N, M et N sont du type F,,
m(N) = 0, tout point x € M est un point de densité de 'ensemble M et A—B ne
contient aucun ensemble mesurable, de mesure positive. Dans ces hypothéses, il existe
une fonction f: R — R telle que A(f) = B, S(f) = A et T,(f) = .

Preuve. Cas I. m(R—D) = 0. Dans ce cas R—D = [J F,, ol les ensembles

n

F,(n=1,2, ) sont fermés, de mesure zéro et disjoints deux & deux ([10]). Soit

icm
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o0
(a,), une suite de nombres positifs telle que . a, = 1. Il existe pour tout n' = 1,2, ...
n=1

une fonction: g,: R — [0, q,] continue en tout point x ¢ F,, approximativement
discontinue en tout point xeF, et telle que g,(x) =0 pour tout xeF, et
ap lim supg,(t) = a, pour tout x € F,. Posons

=

g(x) =3 g,(x) pour xeR

et .
2 lorsque xe C,
f) = g(x)+a, lorsque xe(dnF)—-C, n=12,..,
g(x) lorsque xe Bu | (F,—4).

Ona A(f) = B, S(f) = A et T,(f) = C. En effet, g étant continue en tout point
xeD, Bc D et m(R—B) =0, f est approximativement continue en tout point
x € B. Puisque g(x) <1 pour tout x, f(x) = 2 pour tout x e C, f(x) = g{(x) pour
tout x e Bet m(R—B) = 0, on a T,(f) > C. Si x e (R— D) n A, il existe un indice n,
tel que xe(dnF,)—C et par conséquent f(x) = g(x)+d, = Z gn(X)+ ay,

Z Gn(3) + Guo(X) + @y, . Toutes les fonctions g,(n # n,) étant contmues au point x

n#no

et ap hm SUPGyo(t) = Gy € Gpo(x) = 0, on a x € S,(f). Enfin, si xe (R— D)— A,
Y, 90+ 4, ().
n$n1

Toutes les fonctions g¢,(n # n;) étant continues au point X, ¢,,(x) =0 et
ap lim supg,,(t) = a,,, on a x ¢ S,(f).
X

il ex1ste un indice n; tel que xeF, —4 doncf(x)=g(x) =

Cas II. m(R—D) > 0. D’aprés le lemme 11 du travail [13] il existe une fonction
approximativement continue : R — [0, 1] telle que % (x) = 0 pour tout x¢ M,
0<h(x)<1 pour x € M et tout point x ¢ M est un point de continuité de la fonc-
tionh. Ona N = { F,, ol tous les ensembles F, (» = 1, 2, ...) sont fermés et disjoints

n
deux  deux. De méme que dans le cas I définissons la fonction g et posons k=h+g.
La fonction k est approximativement continue en tout point x¢XN, k(x)
<ap hm supk(t) pour tout x € N et 0 <k(x) <2 pour tout x. Soit (K,), une suite

d’ensemb]cs disjoints deux & deux, de mesure intérieure zéro et tels que leurs com-
plémentaues M—-4-K, (n=1,2,.) sont de mesure intérieure zéro et

M—4 U K,. Soit (b,), la suite de tous les nombres rationnels de I'intervalle (0, 1)
telle que b,, # b, lorsque n % m, (n,m = 1,2, ...). Posons

3 lorsque xe C,

k(x) lorsque xe BU (N—4) u (M " (4—C)),

S = aplim supk(t) lorsque xe N (4—C),
t—x

g(x)+b,h(x) lorsque xe M—A)n K, (n=1,2,..)
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et remarquons que la fonction f satisfait & toutes les conditions. exigées. En effet,
on voit facilement que T,(f)=>C, Nn (A—=C)c=S,(f) et M n(A—-C)=S8,(f).
Puisque’ k(%) = g(x)+h(x) = g(x) pour xeB et f(x)<k(x) pour xe M—C
et h est approximativement continue, on a A(f)> B. Si x€ M —4, il existe n, tel
que x e (M—A4) n K,,. On a alors f (x) = g (x)+b,,/1(x) et x est un point de densité
extérieure de certain ensemble (M—4) N K,, tel que b,, > b,,. Comme, d¢ plus,
h(x)>0 pour tout xe M, on a

F(x) = g()+bh(x) <g()+b, h(x) = g(x)+
+b,, ap lim sup/(¢) < ap lim sup f (t)
t=+x t=x

et par conséquent (M—A) n S(f) = .
Enfin, si xe N—4, onaf(x) = k(x) = g(x)+h(x). La fonction h étant approxi-
mativement continue au point x, g(x) <ap lim supg(¢) et supb, = 1, il existe n,
=X "

tel que g (x) < ap lim supb,, g (t). Comme, de plus, x est un point de densité extérieure
1=x
de Tensemble BuU (M n(A—-C))u (M~4) " K,,), on a f(x)<ap lim sup f(t)
“tmrx
donc (N—A) n S,(f) = B.
PROBLEME 2. Soient A, B, Cc R des ensembles tels que B= A, Cc A,
B n C =0, Cest de mesure zéro, B est mesurable et A— B ne contient aucun ensemble

mesurable de mesure positive, Existe-t-il une fonction f: R — R telle que A(f) = B,
S{f)=4d e T(f)=C?

II. Dans Particle [12] Sierpiiski a montré un exemple d’un ensemble
A< [0, 1]1x[0, 1] nonmesurable et ayant au plus deux points communs avec toute
droite. La fonction indicatrice de Uensemble 4 est nonmesurable et semi-continue
supérieurement par rapport & chacune des deux variables.

DEFRINITION 1. On dit qu'une fonction f: [0, 1] — R est fortement (essentielle-
ment) semi-continue supérieurement au point x4 lorsqu’elle est semi-continue supé-
rieurement au point x; et qu’il existe un ensemble ouvert U < [0, 1] tel que x, € CIU
et lim f(x) = f(x,) (et x, ¢ T(f), cest-a-dire lim sup £ (¢) = 1 (xo))-

t=x0

X=Xp
xelU

On a le théoréme suivant:

THEOREME 5. Si toutes les sections fi{t) = f(x,t) d’une fonction f: [0, 1]x
x[0,1] = R sont fortement semi-continues supérieurement en. tout point te R et si
toutes les sections f*(t) = f (¢, y) sont semi-continues supérieurement, la fonction f est
mesurable.

Preuve. Supposons, au contraire, que la fonction f ne soit pas mesurable. I
existe donc Un nombre a € R tel que I'ensemble {(x, y) €[0,1]x[0,1): f(x, 1) < a}
n’est pas mesurable et par conséquent il existe un ensemble mesurable

A<{(,»)e0,1]1x00, 1]: f (x, ¥) < a}

icm
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tel que la mesure intérieure my({(x, »): f (x, y) < a} —4) = 0 et la mesure extérieure
m*({(x, y): f (x, y) <a}~d4) > 0. Puisque ‘ ‘

(G 3): £, ) <a} = UG5 )i f () <a=Tm}
1 existe un indice naturel n, tel que
m*({(x> y):f(xs y) <a- 1/”0}-:4) >0.

Posons B = {(x, »): f(x, Y) <a—1/ng} — A et remarquons que, quel gue soit 'ensem-~
ble mesurable X < [0, 1]1x [0, 1] tel que m*(X' n B)>0, on a aussi

m*(X 0 {(x, )1/ (x,9) 2 a}) > 0.

Procédons par induction. Toutes les sections f* étant semi-continues supérieurement,
il existe pour tout point (x,y)eB un intervalle ouvert I(x,y) = R d’extrémités
rationnelles contenant x et tel que f (¢, ¥) < a—1/n, pour tout ¢ € I(x, ). L’ensemble
de tous les intervalles d’extrémités rationnelles étant dénombrable et m*(B) >0,
il existe un intervalle ouvert [, d’extrémités rationnelles tel que l'ensemble

C = {(x, y) € B: au point (x, y) correspond I'intervalle I(x,y) = Io}

est de mesure extérieure positive. Posons D = PryC (la projection de 'ensemble C
sur Paxe des y) et E = {t e R: ¢t est un point de densité extérieure de Pensemble D}
et remarquons que m*(D) = m*(D n E)> 0 et 'ensemble E est mesurable, Fixons
un nombre y, € D N E. On a pour € Iy, f(t, ¥o) < a—1/ny. Toutes les sections f,
étant fortement semi-continues supérieurement, il existe pour tout point (x, y)
€Iy xE) n {(x,v): f(u, v) >a} un intervalle ouvert J(x,y) d’extrémités ration-
nelles, contenu dans [0, 1] et tel que f (x, 1)->a—1/2n, pour tout t€J(x, y). L’en-
semble de tous les intervalles d’extrémités rationnelles étant dénombral?le et

m*((Ty x E) n {(u, v): f(u, ) 2 a}) >0,

il existe un intervalle ouvert J, d’extrémités rationnelles tel que I'ensemble
Fy = {(x,7) € Ty E) 0 {(, v): f(u,v) > a}: au point (x,)) correspond Pinter-
valle J(x, ) = Jo} est de mesure extérieure positive. Soient Gy = PryFy (la projec-
tion de I'ensemble F, sur Paxe des x) et H; = ClG,. Remarquons que m*(Gy) >0
et £(x, ¥) > a—1/2n, pour tout point (x, y) & H, xJ; (puisque toutes les sections f”
sont semi-continues supérieurement). D’une fagon analogue il existe pour tout point
(x,y) e [Hy % (B N (o—1/2, 3o+ 1) N {@, v): f (., 0) = a} un intervalle ouvert
J(x, y) d’extrémités rationnelles, contenu dans lintervalle (vo—1/2, yo+1/2) et tel
que f(x, t) > a—1/2n, pour tout ¢ e J(x, y); par conséquent il existe un intervalle
ouvert J, < (yo— 12, po+1/2) tel que I'ensemble Fy = {(x, y) € [Hy x (E n (yo—1/2,
Yo+ 12D o {(, v): f (u, v) 2 a}: au point (x,) correspond lintervalle J (\x, y)
= Jz} est de mesure extérieure positive. Posons G, = PryF, et H, = ClG,. ‘On
a f(x,)=a—1/2n, pour tout point (x,y)e H,xJ, et m*(G,) > 0. Remarquons
encore que H, = H, et H, est de mesure positive. : :

-En général, le n*™® pas donne un ensemble fermé H, = H,_, de mesure-positive
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et un intervalle ouvert J, c (yo—1/n, yo+1/n) (7, # @) tels que £ (x, ) = a— 1/2n4
pour tout point (x, p) € H,xJ,. Soit xo un point de I'ensemble () H,. Puisque

X € Ip, on a dong f(xo, yo) < a—1/ny. Mais d’autre part y, € CI'\J J, et £ (xo, 7)

> a—1/2ny pour tout y € {J J,, en contradiction avec la semi-continuité de la fonc-
n

tion f,, au point y,.

REMARQUE 8. L’hypothése du continu implique qu'il existe une fonction
S110,11x [0, 1] —» R nonmesurable, n’ayant pas la propriété de Baire et telle que
toutes les sections f, et f’ sont essentiellement semi-continues supérieurement. Une
telle fonction est définie dans la prewve du théoréme dans mon article [3].

REMARQUE 9. Si toutes les sections f* d’une fonction f:[0,1]x [0, 1]~ R sont
Semi-continues supérieurement et toutes les sections f, sont mesurables et non dégénérées
en tout point (c’est-d-dire, quel que soit 'ensemble ouveri V s @, 'ensemble (1N
ne se compose que de points auxquels la densité supérieure de I'ensemble (f,)~1(V)
est positive), la fonction f est mesurable ([4]).

PrOBLEME 3. Soit f:[0,11x[0, 11— R une fonction semi-continue supérieure-
ment par rapport & chacune de deux variables et telle qu’il existe pour tout point
(x,») €0, 11x [0, 1] deux ensembles mesurables A < [0, 1} et B< [0, 1] de mesure
Dpositive dans tout entourage ouvert du point x et ¥ respectivement et tels que la fonction
réduite f./B L {y} est continue au point y et la fonction réduite f*/4 U {x} est con-
tinue au point x. La fonction f doit-elle étre mesurable?

DEFINITION 2. On dit que les fonctions f;: R = R(se Set S désigne un ensemble
d’indices) sont ordinairement approximativement semi-équicontinues supérieurement
au point x € R lorsqu’il existe un ensemble mesurable A4 (x) contenant le point x,
de densité 1 au point x et tel qu’il existe pour tout &> 0 un nombre &> 0 tel que
JL)—f(x) < e lorsque te A(x), [t—x| <6 et lim fi(t) = fi(x), quel que soit s€ S.

¢adfn)

Dans P'article [6] je montre & I'aide de ’hypothése du continu qu’il existe une
fonction nonmesurable f: R* — R ayant toutes les sections /7 mesurables et toutes
les sections f, approximativement semi-équicontinues supérieurement. Les sections f,
de la fonction f de cet exemple de P'article [6] ne sont pas ordinairement approxi-
mativement semi-équicontinues supéricurement.

PROBLEME 4. Admettons Paxiom de Martin. Exisie-t-il une Jonction f: R* - R
nonmesurable, ayant les sections f* mesurables et ses sections [ ordinairement approxi-
mativement semi-équicontinues supérieurement en tout point?
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