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Stratégies gagnantes
dans certains jeux topologiques

par

Gabriel Debs (Paris)

Abstract. We prove that on an a-favorable space for the Banach-Mazur game, there exists
always an a~winning strategy depending only ona and # last moves. We give an example of a com~
pletely regular a-favorable space on which the player a has no winning strategy depending only
on f last move,

Tntroduction, Rappelons que le jeu de Banach-Mazur sur un espace topologique

(X, 7) est un jeu infini ol deux joueurs o et § choisissent alternativement & chaque

coup, un ouvert non vide contenu dans Iouvert choisi par I'autre joueur au coup

précédent; c’est le joueur B qui commence & jouer. Ainsi au cours d’une partie les

joueurs o et § construisent deux suites d’ouverts non vides (¥, )uey €t (U Tespecti-

vement, avec V, > U, o V,,; le joueur a gagne la partie si N U, =NV, # @.
neN neN

Le jeu (ou I’espace X) est dit «-favorable si le joueur « posséde une stratégie gagnante.
L’interét des espaces o-favorables tient au fait quils forment une large classe
d’espaces de Baire stable par produit et qui contient tous les cas classiques.

La notion de stratégie est utilisée ici au sens des jeux & information parfaite,
cest-d-dire qu’a chaque coup les joueurs sont informés de tous les coups précédem-
ment jouds et un joueur peut tenir compte de ces informations dans la construction
d’une statégic. Le but de ce travail est d’étudier pour un jeu o-favorable donné,
Pexistence de stratégies simples: plus précisément on s’intéressera & trois types de
stratégies:

(I) Les stratégies o dépendant seulement du dernier coup joué (par le joueur f),
Sest-a-dire de la forme a(Vy, Up, Vis ers Uy, V) = 7(Va).

(IT) Les stratégies o dépendant seulement des deux derniers coups joucs (les der-
niers coups joués par Jes joueurs o et f§ respectivement), c’est-d-dire de la forme:
(Vo Ugs Viy ey Un-1s Vi) = ©(Uy-1, Vn)'

(IID) Les stratégies ¢ dépendant seulement des deux derniers coups joués par le
joueur B, cest-d-dire de la forme (¥, Uo, Vs s Vam1s Un=1s V) = 1(Vye1s Vo)-
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Nous attirons ici Pattention du lecteur & ce que certains autewrs appellent “fuible-
ment o-favorable” ce que nous appelons “«-favorable”, terme quiils réservent alors
pour les espaces possédant une stratégic du type I.

Le point de départ de ce travail était la question suivante: Est-ce que tout
espace o-favorable admet une stratégie gagnante du type (I)? Cette question qui
se pose naturellement a été reprise par W. G. Fleissner et K. Kunen puis . H. Frem-
lin. Elle est justifiée par le fait que la réponse cst positive dans tous les cas classiques.
En particulier, un remarquable résultat de F. Galvin et R. Telgarsky aflirme que
si le joueur « posséde une stratégic gagnante qui ne dépend que du dernier coup V,
et de son numéro #, alors il existe une stratégie gagnante du type (I). Enfin il découle
d’un résultat de J. C. Oxtoby que le probléme analogue pour le joueur f a une ré-
ponse positive.

Dans ce travail on construit un espace topologique complétement régulier qui
est o-favorable avec une stratégic gagnante de type (II) et sur lequel il n’existe
aucune stratégie gagnante du type (I). Mais on démontre que sur tout espace
u-favorable on peut construirc une stratégic gagnante de type (II). (Nous avons
appris par une correspondance récente que ce résultat a été obtenu indépendement
par F. Galvin et R, Telgarsky [7]). En fait notre théoréme sera démontré dans un
cadre plus général que celui du jeu de Banach~Mazur, et qui est mieux adapté au
probléme. Nous signalons qu'une bibliographie trés fournie sur les jeux topologi-
ques a été réalisée par R. Telgarsky.

Je suis reconnaissant & D. H. Fremlin pour des discussions qui m’ont été trés
utiles pour ce travail.

1. Notations. On se donne deux ensembles £, F et on note G = E U F. Dans
Pensemble GW-des suites finies d’éléments de G, on fote par r"s la concaténation
des ‘suites r et 5. On désigne par & (G) le sous-ensemble de G™ foring des suites
diternées r = (2;)g<1<q (C'est-a-dire vérifiant: z,,, € E < z; € F) et par o (G) le sous-
ensemble de GV formé des suites alternées infinies. Si (Xogigy e (¥o<i<, sOnt
deux suites finies de E et F respectivement on définit

i XDocisn =

s Yidosign = (X0 Yos Xy

(y0= X0 Vs vees M xu) € ‘M(G) H
» Nna J"n) & ‘Q’(G) .

On se donne deux relations R, =Fx E, et Ry =Ex F. On note R = (R, U Ry)
cGxG et

= {@osicn € A (P: z;Rz,,(, 0K n}.

On désigne par Z,, (resp. par %, g) le sous-ensemble de # formé des suites com-
mengant par un élément de F et finissant par un élément de F (resp. de F); et par 9
(resp. par &) Tensemble des branches infinies de % (resp. de 92y = &y, U &y, p)-
Sig= (3,,, XdueN 69?, on appellera sous-suite alternée de g toute suite o’ ' de la
forme o' = (¥y; Xy Pnen 2veC 7, < m,<ng.,; pour tout ke N
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2. Terminologie. Un jeu dlternatif- (E, F, R, A) est la “donnée” d’un :triplet
(E, F, Ry comme précédemment et:d’un sous-ensemble A de ﬁ,,. On dira que 8 est
le joueur I (celui qui commence les parties) et que o est le joueur IL. La relation R

.sera dite la régle du jeu, ﬁ I’ensemble des parties.licites du jeu, et 4 l’cnsemble des
cpartlcs licites gagnées par o,

: Une stratdgie pour le joueur o est une application o f/i[, p = L vérifiant:
(Fa(r) e Ry Yredyy).

On dira qu’une stratégic o pour le joucur o est une factique si clle ne dcpcnd que du

.dernier coup joué; c'est-a-dire s'il existe 2 F - B tel que o (<)) = 1(3) pour tout

re 4y, ety e F. De maniére analogue on dira que o ne dépend que des deux derniers
coups joués §'il existe 71 Ry — L tel que o(r "s) == 1(s) pour tous r & Ay, et s€ Ry.
L’ensemble A (o) des partics licites conformes & la stratégic ¢ est défini par:

/I(()‘) I<)uv‘>‘ >nsNe /?/l‘ Xy = U( <1'p:* p>U$p ~n) 111) V’IEN)}

La stratégic o est dite gagnante pour a si A{o) < 4. $'il existe une strateye gagnante
pour « le jeu est dit o-favorable.

3, Jeux asymptotiques pour . Considérons la relation S sur E définie par:
(xSx) e @re®: XX ed).
Tl est clair que S est transitive. Pour tout x € E la classe x$ = {x ¢ E: xSx'} est
I’ensemble des éléments de £ susceptibles d’apparaitre aprés x au cours d’une partie
licite, et xR = {y e F: xRy} cst Iensemble des coups susceptibles d’étre joués
par B lorsque o vient de jouer x, ‘

DEFINITION 1. On dira que le jeu alternatif (E, F, R, 4) est asymptotique pour o
s'il vérific les deux conditions suivantes:

(i) Pour tout x € E, card(xR) < card(xS).

(ii) Pour ¢ ER,, on a les équivalences:

g€ A< admet une sous-suite alternée qui appartient & 4.
<« Toute sous-suite alternée de o appartient & 4.

Remarques 2. Soit (£, F, R, 4) un.jeu asymptotique pour a:

(a) 11 découle de (ii) que si g & A alors toute suite alternée qui est égale & ¢
3 partir d’un certain rang appartient 4 4.

(B) St {33 Xdnan € A €L (x3) €5t une suite de E telle que p,Rx, Sx, Ry, s
pour tout n& N, alors {3, X,Ppen € 4.

(c) Si E' est une partie de E cofinale pour § 2 droite (Yx e E, 3¢’ € E': xSx")
et si 9: E ~— E' vérific xS9(x) pour tout x e £, il découle de (b) que pour toute
stratégie gagnante ¢ pour o on peut construire une stratégie gagnante ¢’ qui prend
ses valeurs dans E’ en posant ¢’ = 8o o0.

ExemMpLEs 3. Soit X un espace topologique.

() Si E = F et R est une relation de préordre sur £ alors (i) est automati-
quement vérifié puisque (xR) < (x8). Dans le cas olt £ = F = F*(X) est I'ensemble
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des ouverts non vides de X, R la relation = et 4 I'ensemble des suites décroissantes
d’ouverts d’intersection non vide, on retrouve le jeu de Banach-Mazur,

(b) On fixe =P (X) et on prend E = F=J*X)x¥ et R = (2)x(<),
la relation de préordre produit de > et < sur E, et 4 I'ensemble des suites
(Vs Cdnen qui sont croissantes (resp. décroxssantes) en la premiére (resp. deuxxéme)

coordonnée et qui vérifient NV, N ( U C,) # @. Dans le cas ol ¥ est la classe
neN

des parties compactes (ou f analythues) de X on retrouve un jeu topologique
étudié dans [4].

(c) Le dernier exemple est celui du jeu de Christensen (étudié dans [3]). On
prend E = ¥ X)x X, F = J*X), R défini par:

UR(V,x) < (V,X)RV UV

et 4 'ensemble des suites alternées (¥,; (Uy, X Duen telles que ¥, 2 U, 2 V,,,
pour tout # € N, et que toute sous-suite de (x,), ¢ admette une valeur d’adhérence

dans () ¥,. La condition (ii) est clairement réalisée et pour (¥, x)e E on a:
neN

card [(V; x)R] = card [T*(V)]
et
card[(V; x)S] = card[T*(V)x X]

ce qui montre que (i) est réalisé dans beaucoup de cas.

THEOREME 4. Dans tout jeu asymptotigue pour o et o-favorable, il existe une
stratégie gagnante pour o qui ne dépend que des deux derniers coups joués.
Notons par:

H = {xeE: Vx'e(xS), card(x'S) = card(xS)>1}
et
1={xekE: card(xS) = 1}.

Le principe de la démonstration est le suivant: Partant d’une stratégie gagnante o,
le joueur « va construire — en un premier temps — une stratégie o’ plus fine que o
(au sens de la remarque ¢), qui ne dépend que des deux derniers coups, et telle que
sachant que la partie a commencé par (v, Xo) I’élément ¢'(xq, ;) soit en fait un
“code” pour la suite (yo, Xo, y4) et ainsi de suite, C’est pourquoi on a besoin du
lemme de codage suivant:

LemME 5. Pour tout he H il existe des fonctions ¢: EXFXE — Eet: E— &
vérifiant:

(2); Dome = {(x,y,2) e ExFxE: hSxRyRz},

(@), ¢ est injective (sur son domadine) ,

@); 0(x,y,2) # het zSo(x,y,2), pour tout (x,,2) eDom(p s

(0); Domy = (Img) v {4},

®), (W) =,

(®)s 8i x' = @(x,,2) et xeDomy alors Y(x') = Y(x)"(y, 2).
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Démonstration. Remarquons d’abord que si i e H alors % = card(hS) est
nécessairement infini, Or si (x,y,2)e D = Dom¢e défini par (a), alors on a:
x,zehS et yexR; et comme card(xR) < card(xS) <card(hS), on en déduit
que % < card (D) <® = 2,

Soit D = {(xy, Vs> 22); & <x} une énumération injective des éléments de D,
Pour tout &<w, choisissons par récurrence sur ¢, un élément ¢(x;, y;,z) de
I’ensemble:

ESIN{B, %gs 0%y Vs 2,), %3 poUr 1< &},

Cette construction est possible puisque card(z,S) = x. Ainsi définie 1a fonction ¢
vérifie (a), et (a)s.
On définit maintenant ¥ (¢ (xy, va, 2) € (E U F)™ inductivement sur & <x par:

Y () (e, 2 sl existe n<& tel que x,
= ¢ (xy, Vs Zr]) ’

Xx, Vs Z6) sinon.
g2 /gy 28

‘lb((P(xé’: Yes Z‘:)) =

On voit que pour tout (x, ¥, z) € Domg, la suite (pCx,y, 7)) est alternée, commence
dans E et se termine par z. Vérifions par récurrence sur £, que ry = W (¢ (xz, vz, 2p)) €.
Supposons que r, € # pour tout 5 <&: Si xg = ¢ (%, ¥y, z,) pour 7<¢ alors W(xy)
se termine par z, et on a:

an(p(xm Vs Z,]) = x:Ry;:RZ: ,

donc ry = r, («Vt" zg) € &. Sinon ry = (xy, Vs, 2 € R

Enfin on définit / (#) comme étant Ja suite réduite & I’élément . Pour vérifier (b);
considérons x' = @(xg, Vg, 25 tel que x;eDomy. Si x;= @ (%;5 Yys Z) € I
alors d’aprés la construction méme de ¢ on a nécessairement n<é, et par suite
Y(x) = Y(x) (yg, ). Sinon x; = het Y(x') = (¥g, ¥z, 29 = Y(xp) (74, zz) puisque
Y (xg) = xg = h dans ce cas. W

Démonstration du théoréme 4. Remarquons d’abord que H U I est cofinal
& droite pour S. En effet si x & E et h e x5 tel que card (AS) = Min{card(x'S); x' & xS}
alors: (hSx') = (xSx’) = card (x'S) = card(hS) par minimalité, donc xSh et
he HOU I Donc on peut supposer que le joueur « posséde une stratégie gagnante
o qui prend ses valeurs dans H U I (voir rerharque 2 (c)).

Soit K = {x: Ay e F, ¢(y) = x} oll o(y) désigne la réponse par ¢ & la suite
réduite & Pélément y; et fixons g: K — F tel que o o ¢ = Idg. Enfin fixons un élé-
ment a de E. Pour tout h e K, définit alors 7,: Ry — E par:

x, ¥, o (@) Pa(x)"y)) si défini,
(%, ¥) = {Z’l (%, 7, o (e Wi®)¥)) 5o

ol ¢y et l/)h désignent respectivement deux fonctions ¢ et Y qui vérifient la conclusion
du lemme précédent, pour un £ donné.
7 — Fundamenta Mathematicae 126, 1 N
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* .+ Considérons une partie {y,; X, ren vérifiant:

Yo = o(m); . xo = h; xn-R}rM 1 Kot 1 "“Th(\n: Tut1) -

Nous allons ‘montrer alors par récurrence sur »n, les propriétés (i), (ii) et (111) sui-
»vantes

(l) Xy € DomWh 3

(D) Yylx) = h (<,Vp;zp>)1 spsn AVEC Zo
pour tout 1<p<n,

(iif) y,Rz,Sx, .
“Pouir = 0 xq = h & Domyy; ¥,(xe) = h; yo = o (h) et'g(h) Rh puisque & = o (g (h)).
Supposons le résultat vrgi jusqu’a lordre n, alors pour tout 0<p<n on
‘az, = 6(({31iZYo<i<p) Vp) ©t PAr suite ¢ étant une stratégie on a:

I

hetz,= a(y(,ht//,,(x,,_l)n,)‘,,) défini

i

YoRzoRy; R ... Ry, Rz,
et on peut définir (puisque X, € Domi, par hypothése de récurrence)
n+1 = G(((Yn Z>o<i<u+1) J’n+1) = U(J’o Walxy) 1n+1)
-qui verxﬁe alors hSx, Ry, 11 Rz, 41 done (x,, y,,+ 15 Zys1) € Dome,, et on peut définir:
\ (/’h( 1Hyn+1= Zya1) = 1%y, J’n+1) = Xpwy

Ce qui montre que x,,; € (Im¢,) = Dom(y,) et d’aprés la condition (b); du lemme
précédent on a:

Vilxas1) = Wh(%(xn:ynﬂa er+1)) = ‘/fh(xn)n(}’nﬂ, Zypy) = hﬂ«)’p, 2,;)1 <pgn+l) -

Dot (ii),+4. Enfin d’aprés la condition (a); du lemme précédent on a:
Zys 1 SO (Xns Yutts Zu1) = Xnay -

Ce qui prouve (i), (i), (iii). En particulier d’aprés (ii) la partie ({3 Zyynan) oSt licite
et gagnante pour o puisque jouée selon la stratégie o. Il en est de méme alors pour
la partie ((¥,; X,puen) PUisque pour tout n e N:

ynRZnsanyn+1 .

Nous allons maintenant définir une stratégie = qui est gagnante pour o et qui
ne dépend que des deux derniers coups jouss. Pour celd fixons un bon ordre < quel-
conque sur K. Si s e K disons qu’un élément (x,y) e R, est compatible avec h s'il
existe une suite finie ((yp, Xosp<n) € A telle que:

(ym xO) = (Q(h): h),
X, = ’c,,(xp_l,yp) si O<p<n,
Xy =X,
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Remarquons que pour h {ixé une telle suite si elle existe est unique d’aprés ce qui
précéde, puisque:

xp = Tll(xn—-l ’ .vp) = (/’)h(-‘:n— 11 J’pa l//h(xrr— 13 yp))

et que ¢, est injective. Pour tout (x, 1) & R, notons par §(x, ) le premier e K
(il en existe) tel que (x, ) soit compatible avec /13 et par 9(x, ) = co si un tel
é]émcnt h wexiste pas. On définit alors t: F U Ry - I en posant

‘ VieF, () =a())
‘et : : : )
' o(y) si 8(x, ) =
~ e Ry, T(x,)) == . ’
Ve R () {T{J(x‘y)(x:y) sinon .
Soit ()3 Xppgen Une partic vérifiant:
v, P Xop = T(_)'(,) el Xypy = T(-\'n) J'n-kl) pour tout ne N. ,

. . L
11 découle de la définition et de ce qui précéde que yoRxp = o()g) et Yni1 RX5 51
pour tout x e N, donc la partie <V,,~ Xppnen est licite et xg Sv,,H

Si t(yg) = xpel alors xS = {b}; donc b= x,p1= o{((Fs XDos é,,) Pur1)
par unicité de b. Ce qui montre que {y,; X,)uqy €5t conforme & o, donc gagnan,te
pour o.

Si 7(y,) € H alors on peut vérifier facilement par récurrence que 8 (x,, ,) # 0
pour tout # et que la suite (8(x,, »,))yen est décroissante pour <, done stationnaire.
Donc pour tout n> N, 9(x,,»,) = e K et on peut trouver une suite (unique)
r, € & qui soit compatible avec 7, et finissant par (x,, »,), et par suite vérifiant (par
UNICItE): Foqq ==y (Kyeqs ¥ae1) D'aprés ce qui préctde la partie définie par les #,
est gagnante pour o, et il en est de méme alors pour la partie (3,; X.)neny qui lui est
égale & partir d’un certain rang. B )

4. Un contre-exemple.
Notations 6. Dans toute la suite on note par:
R*: = R\{0}.

#: Pensemble des intervalles de R* qui sont bornés, ouverts, non vides et & ext:ré-
mités rationnelles.

@ la famille des parties au plus dénombrables et non vides de R¥.

& lensemble des fonctions partielles S: R* — {0, 1} qui sont surjectives (i.e. non
constantes) et 4 domaine dénombrable. Cet ensemble sera muni de la relation
d'inclusion < induite par celle de R*x{0,1}.

. X: Penseible des applications x: @ — R vérifiant: 34(x) e@, d7(x) € R*NA(x)
tels que:
() YD = 4(x), x(D) = 7(x);
(i) VD ¢ 4(x), x(D) =.0; ) ‘ -
On munit X de la topologie de la comrergence umforme sur les parties de’nam—
brables de' 9. ‘
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Pour Ie S, et Se¥;
VIS, I1={xeX: x({S=1Del, x({1}) =0 YVte{S =0}}.
PROPOSITION 7. Sur Pespace complétement régulier X la famille
{VIS,1; Se¥, Ie s}

Jorme une base de topologie et on a: (VI[S;, I1]1=> VIS, L)<= (S;=8S, et I, o I,)
Démonstration, Remarquons que si pour § >0onal—§8,8[ NI = @& alors;
VIS, I1={xeX:x({S=1}el}n{xeX:x({t})e]-6,8][, Yt {S = 0}} puisqu'un
élément de X ne prend qu’une seule valeur ## O et que 0 ¢ I; donc les ¥[S, I sont
ouverts dans X,
Soit U un voisinage élémentaire d’un élément x, € X

U={xeX: |x(D)—xo(D)<¢,Vie N}
ol >0 et {D; ie N} est une partie dénombrable de . Considérons Pélément §
de & défini par ({S = 1} = A(xo) et {S = 0} = U (D\4(x,)) U {to}) ot 1, est
ieN
un élément quelconque de R*\(U D; U 4(xy)) et soit Te.# tel que t(x,) el et
ileN
diam(I) <e, alors V[S,I]< U. BEn effet si xe V[S,I] alors x(4(x,)) # 0 donc
A(xo) = A(x); par suite:
(Dic A(xo) cA)) = (x(Dy) et xo(D)) eI) = (|x(D)—xo(D))| <¢),
(D¢t A(x0)) = (Fte DNA(xo): x({1]) = 0) = (x(D) = xo(D)) = 0)
etx e U. Donc pour S, Jainsi définison a: x, € V[S, Il = U. Enfinsi x, € V[S,, ;1 N
N VISy, I,] alors S; et S, sont nécessairement compatibles (S; U S, €%) et
I n1I, # @; donc
X0 € VIS1 U Sy I n Ll VIS, L1 n VIS, L],
Supposons maintenant que V, = VI[S,, L]1< V[S;, I|] = V;:
(@) Si ¢l et telL,\(I; vDomS; UuDomS,) # & (puisque I,\[; =@
ou ¢9), alors pour Pélément x de X défini par: (v(x) = ¢ et 4(x) = {S, = 1})

on a: xe V,\V;.
(b) Si S; ¢S, alors on a:

JteDomsS;: (t¢DomsS;) ou (teDomsS, et Sy(t) # Sq(2))

de sorte que, en posant S(z) = 1—S,(), on ait: §= S, U {t, S¢)} & &. Soient
reI,\DomsS et x Pélément de X défini par: (7(x) = r et 4(x) = {§ = 1}), alors
x €V, puisque S, .S et x ¢V, puisque:

x{N=r+£0x5@) =0
et

x({tP=0¢1L, < S,t) =1.
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Donc I, =1, et Sy =S, ce qui démontre I’équivalence annoncée puisque I'implica-
tion inverse est triviale. M

TaforiME 8. Il existe sur X une stratégie gagnante pour le Joueur o qui ne
dépend que des deux derniers coups joués par le joueur B.

Fixons pour tout D e 2: une suite (qﬁ,,(D)),,, w de parties dénombrables deux
3 deux disjointes de R*\D, et une suite (¢, p)yen de bijections ¢, p: D — &,(D);
et posons $(D) = |J B, (D)=R*\D, et 7., = @.

neN
Pour tout ne N, on définit:
Ty=T",DNe{¥xP: T'<T; $(DomT")=DomT,
To,(DomT") = 1, ¥p>n} .

T = {J T, et F Pensemble des parties finies de @, La démonstration du théoréme

neN
repose sur le lemme suivant:

LemMME 9. Il existe deux applications f: S OIT P et d: ST —»F
vérifiant:

(@) Si Te dors (T,f(T))e T,

() Si (T',TYe T, alors (T,f(T',T)) € T yi1.

©) Si f(To) =Ty et f(Tyeyy T,) = Tyyq pour tout nz1, alors

d(Ty-y, T;) = {DomT,; 0<p<n}.
Démonstration. Pour Te& et D = DomT, on définit f(T") e & par:
Domf(I) = Du®D); fMp=T; f(Mlewy=1.

Donc (a) est vérifié.

Pour (I, TVe T T ,., avec D' =DomT’cDomT =D on défnit
S=fT,T) et d(T',T) par:
m d(T',T) = {I(T",T); 0sp<n+l},
2 LT = epp (9, DV {T=1}) si O<p<n,
3) (T, T) =DomT =D si n+l<p,
@ DomS = D v (D),
o Sp=T,
® P D)  {S =1} =@, p([,(T", T)) VpeN.

11 découle de (3) et (6) que S, )= 1 pour tout p > n-+1donc (7,1 (T, T)) € iy
et (b) est vérifié.
De plus (T, f (T, T)) ¢ ,; en effet:
D) {S=1} = (/’mD(]n(T’s T))
= (Pn.D(D l)
< #,(D)
et la derniére inclusion est stricte puisque D’ est contenu strictement dans D,
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Soit (T,); v UnE suite satisfaisant les hypotheses de (c) et'pesons: D, = DomT,
et S, = f (T, Tysq)- Comme Tylgmpey = Solomey = 1 ona(To, Ty) € Ty et d’aprés (b)
on a alors (T}, Ty+1) €T ,,\F _;- Nous allons maintenant montrer par récutrence
surn>1 que [,(T,~y, T,) = D, pour 0< p<n. Pour n = 1, on a d’aprés @) et (”i)
IO(Tos T1) = (P;,Dg(¢O(DO) n{,=1})= ‘Po,Du(q’o(Do)) = Dq
1(To, Ty) = Dy

Supposons la relation établic pour » alors d’aprés (3):

vt (To, Tyrn) = Dysy
et pour p<n on a d’aprés (2) et (6):
1Ty Tha) = <p.,,pn(rb,,(Dn>n (S, = 13) = 055, (02.0.0(Tm1, T))
=Ty, T) =
Donc d’aprés (1) on a d(Ty.(, Ty) = {D,; 0<p<n}. &
Démonstration du théoréme 8. Fixons pour tout D €2 une surjection

8: N—D. Si (T',T)eJ et d(T',T).= {D,; 0<p<n} on choisit pour tout
Je S un élément I = g(T',T,J) de # vérifiant

M diam (1) < + diam(J)
@ icr,
&) In{9,(0); 0<p,q<n} =@

On définit ainsi une application g: 7 x.£ — 2.
" Considérons maintenant la o- strategle ¢ qui ne dépend que des deux derniers
jeux de B et qui est définie par

e(VIT,J]) = VIF(T),J1,
o(VIT,J'L, VIT,J) = VL/(T', 1), g(T', T, J)] .

Si dans une partie compatible avec ¢ le joueur § a joué au n &me coup: VI[T,,J, 1=V,
alors en posant: D, = DomT, et I, = g(T,.,, T,,J,) on a daprés (1) et (2) que
NI, = J, = {t} et daprés (3) et lemme 9 (0) que tqé U {95,(0} = U D,.

neN neN

Donc I’élément @ de X défini par (t(a) = t et 4(a) = U {T 1}) vérifie ¢ e ﬂ V,

na N
et par suite la stratégie o est gagnante pour o. B
TatoriMe 10. JI nlexiste pas sur X de stratégie gagnante pour le joweur « qui
ne dépende que ‘du dernier coup joué par le joueur f.
Dans toute la suite on désigne par u une stratégie qui ne dépende que du dernier
coup joué, et on munit & x.# de la relation de préordre < définie par:

W (S, DRI ) (s S<T; T I; diam/ < jdiamEy.
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Lemme 11, Si p est. gagnante pour o alors il existe g: FXI = 5‘”><Jr verzﬁant
@) (T,7)<g(T',J) pour tout (T,J)e P x5,

®) Sig (T J)<(Tys1, Jyy 1) pour tout ne N, alors (NZ)n (U DomT,,) =,
neN neN

Démonstration. On .peut supposer que w(VIT,JN) = VIR(T,J)] o
h: x5 = FxJ vérifie (T, J)<h(T,J) (proposition 7).

Pour tout § & & notons par § I'élément de & défini par: (DomS DomS = D
et §(¢)=1-5(), YeeD). Si K(T.J) = (S, D), posons [i(T,J) = (§,1). On
définit maintenant ¢ par:

g(T,J) = Kk, n)
qui vérifie évidemment (a).

Soit (7, Juyey unc suite satisfaisant les hypothéses de (b) et posons (T, J,)
= (S,, 1,) alors on a:

(Tn- Ju) '<]7(Tn= ‘];1) = (Sna ]n)'< E(gn: [n) = g(Tm ‘]11)'<(Tn+1 H Jn—i- 1) .
Donc:
W T <Tysisdyr) et (S, 1) <(Toyy, Tus ) <Eprts Lsy) -

Done en posant V= V[T;,J,] on définit les coups joués par [3 dans une partie
compsmble avec la stratégie u et de méme pour W, =VIS,,1]. Siac N\ ¥, et

be () W, alors on a: "
neN
M NJw= N1 = {z@} = {z®)},
neN neN
@ - A@> UL, =1} et @) ¢d(,
. naN
3 A= U{T, =1} et t(0)¢4(®).

neN

Donc ( ('] J,,) n (U DomT,) = 0. &

neaN

D'ms la suite on note par g;: xS — & et go: F xF —.F les deux com-
posantes de g.

Lemme 12, ST p est gagnante pour o alors il existe A€ ¥, a € R* et (J)yay<F
tels que:

(a) n Jn = {d} »
neN .
(b) ‘V’S>‘ A, V”GN’ aT>' S; gl(T:Jn) = Jn-{-i *
Démonstration, Remarquons d’abord qu'on a:

O V@B, 3B,I)>B.0), VSB, IT>S, glN=J
‘ol B,B,S,Te¥ ot JJef,
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En effet supposons le contraire et soit J = {I,; ne N} une énumération de S
On construit alors par récurrence une suite (B,),ey dans & vérifiant:

(1) B = B0'<Bn'<Bn+l
@ VT>B,, ¢T,7)# 1

Do pour B, = |J B,eS ona: g2(Ba, J) # I, pour toutn € N ce qui est impossible
neN
et démontre (x). En notant dans (¥) (B',J") = n(B,J) on peut construire inducti-

vement une suite (4, J)pen e & %I avec (do,Jo) quelconque et (Ayyy, Juts)
= w(dy, J;) > (4n J)- Alors {a}=NJ, et 4=U4, vérifient (a) et (b). M
neN nelN

Démonstration du théoréme 10. Par I’absurde: supposons p gagnante et
considérons @, 4 et J, comme dans le lemme 12 et notons pour S>4 et ne N, par
9,(S) un élément T de & vérifiant la condition (b) du lemme 12. On définit alors
inductivement:

A si ae Dom4,
M So = {A v fa,0} sinon,
@ T, = 7.8 »
(&) Syt = 91Ty, AR

Alors d’aprés lemme 12 (b) on a go(T,, ) = J,4y done:
(Tn’ .T,,)<g(T,,, Jn) = (Su+1 ’ Jn+1) < (Tn+1 > Jn-ﬁ-l)
et ae () J,) n DomT, # @, ce qui met en défaut le lemme 11 (b). M
neN

Remarques 13. (a) Dans une premiére tentative de contre-exemple on con-
sidérait le méme espace de base X muni de la topologie de la convergence simple.
11 est encore o-fayorable, mais admet une tactique gagnante pour « (ceci est dit
i D. H. Fremlin).

(b) Si o est une stratégie gagnante pour o sur un espace a-favorable quelconque,
alors on peut en déduire facilement une stratégie gagnante ¢’ qui ne dépend que
des coups joués par f. Par contre il n’est pas du tout clair (et probablement faux) qu’on
puisse déduire d’une stratégie gagnante v de type (1), une stratégic gagnante de
type I1I (avec les notations de lintroduction). Cependant on n’a pas d’exemple
d’espace a-favorable sans stratégie gagnante de type (III).
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