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Uber Integraltransformationen, die analytische Funktionen
in Losungen elliptischer Differentialgleichungssysteme
iiberfiihren

von Heinrich ReENELT (Halle an der Saale)

Abstract. It is shown that for every linear uniformly elliptic system f; = vf, + y4f, (under
suitable assumptions on v, u) there exists an integral transformation carrying analytic functions
into solutions of the corresponding system. The kernels of this integral transformations are
obtained as solutions of systems of singular integral equations involving the two-dimensional
Hilbert iransformation.

1. Einleitung. Sei G ein Gebiet der z-Ebene E = E,, z = x+iy. Zu jedem
in G gegebenen linearen Differentialgleichungssystem

(1.1) f: = Af+Bf

mit gewissen Voraussetzungen an A4, B gibt es nach I. N. Vekua (siehe [9])
eine Integraltransformation, die in G (bis auf Pole 1. Ordnung) analytische
Funktionen in Losungen von (1.1) transformiert. In vorliegender Mitteilung
sollen entsprechende Integraltransformationen fiir lineare gleichmaissig ellipti-
sche Differentialgleichungssysteme

(1.2) fr= v+

hergeleitet werden. Wie sich zeigen wird, ergeben sich die Kerne dieser
Integraltransformationen als Losungen von Systemen singulédrer Integralglei-
chungen mit einem komplexen Paramcter (siche 3.5 unten).

Fiir Integraloperatoren in Spezialfillen der sogenannten X-monogenen
Funktionen vgl. [2], [1], S. 122 ff und [6], S. 163 ff. Fiir Integraltransfor-
mationen, die Losungen des Beltramisystems g;—vg, =0 in Losungen des
Systems f;—vf, = Af+ Bf iiberfiihren (und eine gewisse Verallgemeinerung
hiervon auf hohere Dimensionen) siche [4].

Der Kiirze halber beschrinke ich mich auf Koeffizienten v, 4 mit kom-
pakten Trigern und (hauptsichlich) auf beschrinkte Gebiete G.

2. Bezeichnungen und Haupte

si‘“,.‘
schriankten Gebiet G stetigen

en f{z] mit verallgemeinerten Ab-
SO ’
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leitungen f, e L°(G) mit p > 2, A(G) sei die Menge der in G analytischen
Funktionen. v(z), u(z) seien Vz definierte (Lebesgue-) messbare Funktionen
mit

(2.1) vl +|p@@) <k<1 Vz, suppvusuppu=RcG.
Bekanntlich bildet der Operator

h()

do,
t —_—

(2.2) Poh(z) = —— J
' G

(do, das ,Flichenelement” in der r-Ebene) den Raum L,(G) mit p > 2 in den

Raum der holderstetigen Funktionen, die zu L,(G) gehorige Ableitungen

nach z und 7 besitzen, ab, die zweidimensionale Hilberttransformation
h(r)

-7 %

(2.3) Toh(z) = —= j

bildet L,(G) stetig auf sich ab fiir jedes (feste) p > 1, und es gilt
(24) (PG h(z)): = TG h(Z), (PG h(Z))z— = h(Z)

fast iiberall in G und =0 fast tiberall sonst.
Fiir fe B,(G) sei

(2.5) Vf(z) = f(2)= P (f; + 1) (2).
Sei weiter A(G) = A(G, v, u) die Menge aller fe |J B,(G), die (zusitzlich
p>2

veralleemeinerte Ableitungen nach Z besitzen und die} Losungen von (1.2) in
G sind. Bekanntlich (siche auch 3. unten) ist V eine umkehrbar eindeutige
Abbildung von B,(G) auf sich fiir alle p > 2, fiir die C,k <1 ist, wobei C,
die Norm von T = Tg in L, = L,(E) bedeutet. Dabei gibt es wegen der
Stetigkeit von C, in p und C, =1 zu jedem positiven k < 1 ein positives g,
(<1), so dass C,k <1 is Vp aus dem abgeschlossenen Intervall [2—g¢,,
2+¢&,). Ausserdem ist V eine umkehrbar eindeutige Abbildung von UA(G)
auf A(G) (siche [5]), und es ist A(G) < B,(G) fiir jedes p mit 2 <p < 2+¢,.
Es soll nun bewiesen werden der folgende

Satz. (I) Die messbaren Funktionen v, pu mégen die Bedingung (2.1)
erfiillen. Dann gibt es zu diesen v, u zwei Funktionen ®,(t, z), D,(t, z), die fur
jedes beliebige feste z als Funktionen von t zu L, = L,(E) gehéren Vq mit
1 < q <2 und kompakte Trdger < R besitzen und die durch

(2.6) Ug(2) =y(2)+% j{d’;(t, 2)g,+ P, (¢, 2)4,} do,

G
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fir ge B,(G),*2 < p < 2+¢,, eine Transformation dieser B,(G) auf sich definie-
ren, die invers zu V ist, d. h.

27 uvf)=f, V(Ug =
VS, g€ B,(G), jedes p mit 2 < p < 2+¢, und Jedes beschrinkte Gebiet G mit
KRcG.

(I1) Wenn geB,(G) (p, G wie unter (1)) auf einer offenen Teilmenge

@ < G analytisch ist, so ist Ug Losung von (1.2) in . Insbesondere ist U eine
umkehrbar eindeutige Abbildung von A(G) auf W(G).

(ITI) Sei he Ly (G) mit p> 2, G > K. Dann ist | ®;(t, 2)h(t)do,, i=1, 2,

G
analytisch in z V ze E\ & und hat in oc eine Nullstelle mindestens 1. Ordnung.

(IV) Sei g analytisch in einem (nicht notwendig beschriinkten) Gebiet
Q > G (G wie unter (1)) bis auf isolierte Singularititen, sei S die Menge der
Singularititen von g in Q, und sei S < Q\G. Dann ist Ug Ldsung von (1.2) in
Q\S, und die Hauptteile der Laurententw:cklungen von g und Ug stimmen fir
jeden Punkt aus S iiberein.

Natiirlich gelten entsprechende Aussagen (ohne nennenswerte Anderun-
gen der Beweise) z. B. fir den Fall & ¢ G, aber v = u = 0 ausserhalb von G,
wobei allerdings dann fiir die fe B,(G) nicht nur die Zugehorigkeit der
verallgemeinerten Ableitungen nach z zu E‘;f(G), sonderen zu L,(G) gefordert
werden muss und die Klassen 4(G), U(G) analog einzuschrinken sind.

Zunichst mogen noch einige einfache Folgerungen aus dem Satz ge-
zogen werden. Sei g(z) = Az+ B, A, B (komplexe) Konstanten, 4 # 0. Nach
(IV) des Satzes wird

(2.8) Ug(z) = Az+B+% J(@l (t, 2) A+ D, (¢, z) A)do,

eine Losung von (1.2) in der ganzen z-Ebene mit dem Hauptteil Az in der
Laurentreihenentwicklung beziiglich z = oo (Integrale, bei denen kein Inte-
grationsgebiet angegeben ist, sind stets iiber den gesamten Trager des Inte-
granden zu berechnen). Nach dem Darstellungstheorem in [3] ist dann Ug(z)
in (2.8) cine schlichte Abbildung der vollen z-Ebene, die Losung von (1.2)
ist und die in oo die Entwicklung

a a
Az+B+—+2+ ..
4 4

besitzt. Analog ist im Falle zo¢ &, a = const # 0
a

l —a
(2.9) 70 n -H(b,(t z)—— - 0)2 D,(t, 2) ——— PpRY }da,

eine in der ganzen Ebene schlichte Losung von (1.2) mit einem einfachen Pol
in zy mit Residuum a und (dann notwendigerweise einfacher) Nullstelle in oo.
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Ebenso werden durch

(2.10 log(z_zw_% Hm(r, Z)+¢z(t, z)%dd‘.

t-zo t_ZO

Fundamentallosungen von (1.2) geliefert, solange z,¢ & ist. Es erhebt sich
natiirlich die Frage, ob (2.9) und (2.10) auch giiltig bleiben fir zoe R. Ohne
Beweis sei mitgeteilt, dass bei Gleichungssystemen (1.2) mit |v] = |y| V z (vgl
das 3. Beispiel in 3. unten) und Lipschitzstetigkeit von v und u V z der
Ausdruck (2.9) als Cauchyscher Hauptwert fir fast alle z existiert und fiir
fast alle z mit einer schlichten Lésung von (1.2) mit einem veraligemeinerten
Pol 1. Ordnung in z, iibereinstimmt. Eine analoge Aussage gilt fiir den
Ausdruck (2.10) bei holderstetigen Koeffizienten v, u. Die Beweise dieser
Aussagen sind etwas miihsam und beruhen im wesentlichen darauf, dass sich
unter den genannten Voraussetzungen an v, u die singuliren Bestandteile
gewisser Cauchyscher Hauptwerte explizit ausrechnen lassen. (Ohne Zweifel
gelten entsprechende Aussagen auch fiir die allgemeinsten Systeme (1.2) bei
Lipschitz- bzw. Holderstetigkeit der v und pu.)

3. Beweis des Satzes. Auf Grund bekannter Eigenschaften singuldrer
Integraltransformationen (siche z. B. [8], Kap. II, Satz 3), zu denen auch die
Hilberttransformation T gehort, gilt

B1) [f Tegdo = [g-Ts fdoVfeL,(G), geL,(G)und pligl=1.
G G

Sei Li(G)=1{f: feL,(G), supp f < G}. Es gilt:

(3.2)  Wenn fir zwei Funktionen hy, h,e L;(G) und alle fe B,(G) mit p~* +
+q '=1 gilt {(h(2) f;+h(2)];)do, =0, so ist hy(z) =h,(z) =0
fast iiberall in G.

Der Beweis von (3.2) ergibt sich einfach durch Betrachtung von f und if
und weil zu jeder Funktion geL,(G) ein feB,(G) existiert mit f, =gV
zesupp hy Usupp h,, was im wesentlichen aus der 2. Relation in (2.4) folgt.

Angenommen, @, (¢, z) und &,(t, z) wiirden die Forderungen des Satzes
erfillen. Aus (3.2) folgt dann sofort, dass @, (¢, z) und ®,(:, z) fir jedes feste
zeG als Elemente des L;(G) eindeutig bestimmt sind. Weiterhin geniigt es
zum Nachweis von V™! = U zu zeigen, dass U linksinvers zu V ist. Aus der
1. Gleichung in (2.7) unter Beriicksichtigung von (3.1) folgt dann fiir jedes
f€B,(G), 2<p<2+e,, '

03 0= [{i[2+0u0a-v0 60, A= To 020 20 |+

+, [ B 4 05, 9 1(0) T @4, 20— T 810, z)(t)]}dm

t—z
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mit T; ®,(, 2)(1) = T P,(+, 2)(t). Nach (3.2) ist also notwendig fir die
geforderten Eigenschaften der &;, dass sie fiir jedes feste ze G das durch
Nullsetzen der eckigen Klammern in (3.3) entstehende System singulirer
Integralgleichungen erfiillen, und hinreichend fiir die (zunichst unter (I))
geforderten Eigenschaften ist, dass dieses System fiir jedes z erfiillt ist und
die &;(, z) fir jedes feste z zu L, gehoren. (Wenn &,, &, Losungen des
genannten Systems sind, so ist natiirlich supp @, (-, z) usupp P, (-, z) = K fiir
jedes z.)

Sei £,(G) der Banachraum der Vektoren (f) mit f, ge L,(G) und der
g

f . )
Norm (q)gq(a) = IIfI!Lq(G)+|Ig|ILq(G), ”.”Lq(G) die Norm in Lq(G). Setzt man
f vTg [+ i T,
(34) n.()=( ),
HTe f+7T59

so lautet das durch Nullsetzen der eckigen Klammern in (3.3) entstehende
System

v{t)

P, (¢, 2) t—z ?,(,2)
=
(3.5) (¢1 (t, Z)) ﬂ Wi ¢2 (., Z)

t—2
Fiir die Norm ||3, )| von I,, in £ (G) erhilt man sofort die Abschitzung
36 Tl <k-G, mit K =|vlo+luly -l die Norm in L.

Betrachten wir zundchst den Fall k' <1. Ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit set das im 2. Abschnitt genannte ¢, > 0 in diesem Fall noch
so gewdhlt, dass auch gilt

(3.7) k'-C, <1V qe[2—so, 2+£o].

Wegen 1/(t—z)e L,(G)Vq <2 und auf Grund des Banachschen Fixpunkt-
satzes besitzt (3.5) eine eindeutig bestimmte Losung in £,(G) fiir jedes g mit
2—ey < g <2, und diese Losung ergibt sich mittels der fiir diese g stark
konvergierenden Neumannschen Reihe fiir T, ,:

®,(-, 2) _ d ~n f
G8) (m-, z)) - ..go o (a)
mit f (1) = —v()/(t—z), g(t) = —u(t)/(t —2). Wegen Holderscher Ungleichung

und der Beschrianktheit von G ist dann natiirlich

®,(,2)eli(G)Vg mit 1<q<2, i=1,2.

Betrachten wir einige Beispiele.
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1. Im Beltramifall 4 = 0 folgt k' < 1 aus (2.1). Das System (3.5) reduziert
sich in diesem Fall auf die Gleichungen

(3.5) D,(,2)=0, &,(t,2)=—v(O)t—2)+v(t) T D, (, 2)(2).

2. Im ,Antibeltramifall” v = 0 folgt ?benfalls k' <1 aus (2.1). Das System
(3.5) lautet dann

I7; Q1 (t! Z) ﬁT& ‘pl (" Z)(t)
(3.5) ( )=( ) .
Byt 1) \— (Ot =2+ () To (T @3, 2)(0)

3. Auch in der folgenden durchaus bemerkenswerten Klasse von Diffe-
rentialgleichungssystemen reduziert sich das System (3.5) im wesentlichen auf
eine einzige Gleichung. Sei ndmlich |v| = |g| Vz. Dann gibt es zwei Funktio-
nen x,, x,, wobei |x,] =const # 0 V z angenommen werden kann, so dass
gilt v =1 -%,, u=mx,%,. (Geometrisch sind diese Systeme dadurch ge-
kennzeichnet, dass bei Abbildungen durch Losungen solcher Systeme die
Hauptachsenverhiltnisse gewisser infinitesimaler Ellipsenscharen invariant
bleiben.) Die Bedingung k’ < 1 ist auch hier eine Folgerung aus (2.1), so dass
die eindeutige Losbarkeit des Systems (3.5) durch den bisherigen Stand der
Dinge gesichert ist. Aus dem Gleichungssystem (3.5) liest man dann sofort ab

39 D, (1, 2)/x3 (1) = D, (1, 2)/x, (1) = P(t, 2),
wobei @(t, z) Losung der singuldren Integralgleichung
— 1 .
(3.5") ot 2 =201 | g5 ore 2900 4
t—z m (s—1)

ist. In diesem Falle ist dann (vgl. [7], 2. Abschnitt)
1
(2.6) Vg =g+ J‘P(t, z) 2Re [, (1) g, (1)) do,.

Sei nun zwar (2.1) erfillt, aber k' > 1. Sei 4 ein reeller Parameter, und
anstelle von v, u werde in (1.2), (2.5), (3.3), (3.4) stets Av, iy gesetzt ((2.1)
bleibt unverindert). Dann gilt I, ,, =43, ,, und (3.5) lautet nun

z, A .
(3.5%) (451 (=, )) -2 C)f«l’l»..(@'(’ z, ).))
®.(1, 2, 4) AP, (, 2, A)

mit f, g wie in (3.8). Fir |4 <1/k" ist AT, , kontrahierend in £ (G) fir
geniigend nahe bei 2 liegendes g, und folglich existiert eine eindeutig be-
stimmte Losung, fiir die sich mittels Neumannscher Reihe bei reellem A die
Gestalt

(3.10) &,(1,z, ) = Z D, (t,2), Dt 2, )= i @, (t, 2)
n=1 n=1
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mit @,,(t, z)e L,(G)Vq < 2 ergibt, wobei fiir || < 1/k’, 4 reell, diese Reihen
stark in L () fiir jedes z konvergieren. Dabei hingen die @,,(¢, z) nicht von
A ab, und es gilt supp @;,(-,2) = K, n=1,2,...,i=1, 2. Somit gilt also fir
f=V,g =g—Pg(Avg, +Aug,) die Beziehung

(3.11) g(2) = f(z)+% il Ar J 1D1a(t, 2)fi+D2a(t, 2)f;} do,.

Andererseits ist natiirlich f= V, g fiir jedes 4 mit |A] < 1 < 1/k bei gegebenem
J€B,(G), 2 < p < 2+¢,, nach g eindeutig aufiosbar, namlich es ist auf Grund
von (24)

(3.12) g =f+ Pg(Avh+ Auh),
wobei h Losung der Gleichung
(3.13) h=f+AT,h mit T, h=T;(vh+puh)

ist, die wegen ”Tm“[_p(G') < kC,, G’ ein beliebiges Gebiet mit ] = G’ = G, fiir
2<p<2+¢ und |4 <1 (4 reell) mittels der Neumannschen Reihe an-
gegeben werden kann:

X

(3.14) h=3Y AT, ..

u
n=0

Ein Vergleich von (3.12) mit (3.11) und Anwendung des Identitétssatzes fiir
Potenzreihen liefert dann

(3.15) J (D,,(t, 2) fi+ Pt 2) [} do, = — J j(t) T fi+r) T, do,

t—-z

fiir jedes ze G (un& dies fiir jedes beschrinkte G o &, (3.15) gilt also fiir jedes
z). Bezeichnet man den rechts in (3.15) stehenden Ausdruck mit H,(f), so
gilt

(3:16) 2 | @1,(t, 2) f;(t)do, = H,(f)—iH,(if).

Wegen |Pg h(z)] < K(G', p)-IIhII,_p(G',, K (G', p) eine nur vom Gebiet G’ und
p > 2 abhingige Konstante, ist

(3.17) F(hy= Y [H,(W—iH,(h]=2 Y [ ®y,.(t, 2)h(t)do,

n=1 n=1
ein stetiges lineares Funktional auf L,(G') fir jedes p mit 2 < p < 2+¢¢ und
jedes kompakt in G liegende G’ mit & — G'. Auf Grund der Darstellung
stetiger linearer Funktionale der L,-Raume gibt es also fiir jedes z ein (wie
man noch leicht sieht von den oben genannten p unabhingiges)
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?,(, 2L, (G), ¢ =p/(p—1), so dass gilt
(3.18) F(h) =2 [ ®,(t, 2)h(t)do, YV he L,(G'),
p

dh. Y &,,(t, 2) konvergiert fiir jedes (feste) z schwach in L,(G') gegen
n=1

&, (r, z), und wegen supp @,,(,2) S KR Vn=2, ... ist &, (-, z) auch von G’

unabhingig VG’ mit & = G’, und es ist (nach evtl. Abanderung auf Nullmen-

gen) supp @, (-, z) < K. Entsprechendes gilt fiir die Reihe Z ®,,(t, z) und
n=1

ihren schwachen Grenzwert &, (t, z).

Wegen (3.12), (3.14), (3.15) und (3.11) fiir A =1 ist also das mit diesen
b, (t,2), P,(t,2z) gemiss (2.6) gebildete U wieder invers zu V=V, in
B,(G)Vp mit 2 <p<2+¢g, und jedes beschrinkte G o ] Damit ist (I)
bewiesen. Gleichzeitig ist damit gezeigt:

(3.19)  Wenn v, u die Bedingung (2.1) erfiillen, so ist das System (3.5) in
L,(E) fir jedes g mit (2+¢&0)/(1+¢€) < g < 2 eindeutig lsbar.

Denn (3.5) war eine notwendige Bedingung fir U = V™!, also sind
die ebengenannten @, (¢, z), P,(t, z) Losung von (3.5), und wegen (3.2) und
der Hinlidnglichkeit von (3.5) fiir U = V! gibt es keine weiteren Losungen
von (3.5).

Die Aussage (II) des Satzes folgt sofort aus (2.7) und der 2. Relation
in (2.4). Aussage (III) ergibt sich aus den Beziehungen (3.11)-(3.18) (nach-
dem man weiss, dass dort iiberall A =1 sein darf) und der Tatsache, dass
Pg(vh+ ph) ausserhalb von R eine analytische Funktion mit einer Nullstelle
mindestens 1. Ordnung in oc ist fiir jedes he Ly°(G), p > 2. Aussage (IV) folgt
aus (I)—(III), indem man Gebiete G = (2\S) N !|z| < R} mit beliecbigem endli-
chen R, das nur geniigend gross sein muss, betrachtet. '

Bemerkung. Die Vermutung liegt nahe, dass die Norm von T, gleich
der Norm von I, ist fiir alle pe[2—¢o, 2+¢,] oder dass wenigstens die
Reihen (3.10) auch im Falle k' > 1 noch fir 4 =1 stark in L, konvergieren.
Dies muss jedoch hier offen bleiben.
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