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Herrn Prof. Dr. K. Prachar zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Einleitung, Eine Folge (x,)/=, von Punkten in R* heilt gleichverteilt
mod 1, wenn fir jedes k-dimensionale Teilintervall I von [0, 1[* die Anzahl
A(I, N, x,) der in I enthaltenen Bruchteile {x,},..., [xy} asymptotisch
gleich dem N-fachen Inhalt |f] des Intervalls ist, d.h.

AU N, x,) '
11 im —————
(L.1) Jim N
H. Weyl [9] bewies, dal} eine Folge (x5, mit x, = (x{®, ..., x¥ V) Rt
genau dann - gleichverteilt meodulo 1 ist, wenn fiir jeden von Null
verschiedenen Gitterpunkt k= (hq, ..., I_ ) e Z* gilt

= Il fir alle 7 < [0, I[*.

1 N
(1.2) lim — 3 exp 2ni(ho x{V+ ...+ b xE" 0 =0

N~—xm n=1

(Weylsches Kriterium): vgl. die Biicher von E. Hlawka [3] und L. Kuipers
und H. Niederreiter [6]. Ein MaB fiir die Glelchvertellung einer Folge
(X% von Punkten in R* ist die Diskrepanz

A(L, N.-x,)
bRt ac i) (18
N |

(1.3) Dy(x,) = sup

wobei das Supremum iiber alle Intervalle I = [0, 1[* erstreckt wird. (x,).%,
ist genau dann gleichverteilt modulo 1, wenn .

(1.4) hm Dy(x,) =

N o

In [4], Kapitel 3.5 verwendet D. E. Knuth vollstinding gleichverteilte Folgen
zur Konstruktion von Pseudozufallszahlen. Dabei heift eine Folge (x,)% ,
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recller Zahlen vollstindig gleichverteilt modulo 1, falls fiir alle natiir:lichen
Zahlen k die Folge ((Xp. Xys1s-c» Xprp-1 Ny von Punkten in R
gleichverteilt modulo 1 ist. D. E. Knuth spricht die Vermutung aus, daB fiir
eine beliebige Folge (a,)%, paarweise verschiedener natiirlicher Zahlen die

Folge {(x“;~ , vollstinding gleichverteilt mod 1 ist fiir fast alle reeilen Zahlen
x>1 (im Sinne des tiblichen Lebesguc’schen Malies). Diese Vermutung
konnte nach einigen Teilresultaten (J. F.-Koksma [5], vergleiche auch [4]) in
[7] vollstindig bewiesen werden. .

In der vorliegenden Arbeit wird ein anderer Beweis gegeben, der zu einer
weitreichenden  Verallgemeinerung und  Verschirfung fithre: fir cine
Verallgemeinerung auf positive (nicht unbedingt ganzzahlige) Exponenten
siche auch [8]. ‘

Es wird im folgenden die “Blocklinge™ k als variabel, d.h. k = k(N)
angenommen und fiir eine Folge (x,)%, reellér Zahlen die Diskrepanz

(1.5} Dy (k(N): X,) = Dy{(xp Xpa1s oo xu+k(1\’)~1))
cingefiihrt. Eine Folge (x,)%; heillt k{(N)-gleichverteilt mod 1, falls" '
(1.6) lim Dy(k(N), x,) =0

N—w .

gilt. Diese Definition entspricht der Definition (Q1) von Knuth ([4], Sec. 3.5),
die sich in besonders zweckmiBiger Weise fiir die Beschreibung von
Pseudozufallszahlen gebrauchen 14Bi. Eine Felge (x,) ist genau dann
vollstandig gleichverteilt modulo 1, wenn (1.4) fiir alle konstanten Folgen
k(N) gilt. In dieser Arbeit wird das folgende Hauptresultat gezeigt:

Sarz 1. Es sei k={(k(N)) eine Folge natiirlicher Zahlen mit
k(N) < (log N)’ (0 <0 < 1/2), {a,}7, sei eine Folge positiver reeller Zahlen
mit |a,—a,] = & > 0.(fiir m# n) und n > 0 eine beliebige positive reelle Zahl,
Damn gilt fiir fust alle x > 1 (im Sinne des Lebesgueschen Mafles) und alle
natiirlichen Zahlen N die Diskrepanzabschitzung

. DN(kU\{), x,"") £ C- N2

mit ciner wur von x, 8, 0, n (aher nicht von N) abhingigen Konstanten C.
Bemerkung. Es seien (q,) und (k(N)) wie in Satz 1 und k= k(N)
konstant. Dann gilt fiir fast alle x > 1 :

Dyk, x™) < Ck, x, 0, ) N™ 2 (log NF*¥2%1 (53 0),

Dies erhalt man aus (3.18) (filr w = 1 und die Folgen x"*¥; M =0, 1,2, ..)
mit Hilfe der Methode von Gal-Koksma [2].
2. Einige Hilfsresultate.

. Prorosition 1. Es:sei (x,)7%, eine Folge von Punkten in R*, G bezeichne
eing beliehige natiirliche "Zahl und *fiir *jeden - ganzzahligen. Gitterpunkt h
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={hg. .o B q).s€i [{H] = max . |k und
=0k 1
k-1
R(hy = T] max(lk}, 1).
i=0 :
Dann gilt o
(2.1) I)N (.\T") s‘ 2[(2 3k+1 (1»....'_. z ‘—Wi!....._w ‘l % eZﬂi(ll,Xn) )
G 0<un1|scR”’) Nn=1

wobei (...y das Standardskalarprodukt in R* bedeutet. (Ungleichung von
Erdis - Turdn- Koksma, vgl. [6], Seite 116). ‘ ' ‘
Provosrrion 2. Es sel u(x} eine auf [, ] stetig differenzierbare Funktion

mit monotoner (erster) Ableitung, sodaff W (x)| = K >0 fiir alle xe{o, f].
Dann gilt

[J"je(u(x))dxl < /K,

wobei e(f) = *™ zur Abkiirzung gesetzt wird.

{Beweis siche [6], Seite 15, Lemma 2.1)

PROPOSITION 3. Es sei F(x)=¢, &+ ... +c,e™ eine flir 0 <a< x < f
definierte Funktion, s 2. Duabei sind c;, vy; reelle Zahlen mit |cq| 2 1,

z el S H(Z2)und 3292 ...27% 2 0, v, —7, 28 0<6 <1 Dann gilt
j=2

fiir jede gegen unendlich strebende Funktion  (N) und alle gentigend grofien
natiiriichen Zahlen N = Nolx, B, 8,4) mit M = [y log H-log y (N)]:

™ 1 o loggiN) '
f;i}-F’ = | F¥D (x)] zie”H" TRV G alle xea, B).

(No hingt inshesondere nicht von H ab; fiir s=1 gilt die Abschitzung
trivialerweise mit M = [log W (N)]) o
Beweis. Wegen y/y, < 1~d/y (=2,..., ) gilt fir alle xe[o, £1:

. N\ M !
1—*H(1—é—) .
M

O () 3 9 e

Nun ist

und daher gilt fir alle N 2 Ny(o, 8, 6, V)
IFW) (x) >I leﬁz M > fﬁ Htlogémlngmm

was zu beweisen war.
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Prorosimion 4. Es sei F eine auf [o, §] M-mal stetig differenzierbare
Funktion (M eine natiirliche Zahl) und es gelie

FO0 ) 2 4 >0 fiir alle xela, f1.

Dann gibt es zu jedem & >0 hochstens M (M+1)/2+1 Intervalle I; =1I,(¢)
=1,.... M{M-+1)2+41), sodaf fiir deren Lebesgue-Maf

MUIL) 2 B—a—2M(M+1)e
i

gilt, alle Ableitungen FM™8 (0 < k < M) auf jedem Intervall I; streng monoton
sind und die Abschiitzung ‘

[FO-R(x) > Aet  fiir alle XEUIj
J

erfiillen.

Beweis. Nach dem Satz von Rolle und den Voraussetzungen besitzt
FM=9 (0 g k < M) hochstens k Nullstellen im Intervall [«, #]. Die Anzahl
dieser Nullstellen wird mit p = p(k) < k bezeichnet und die Nullstellen seien
(der GroBle nach geordnet) a,, (1 < h < p). Sei J = [ay,,—&, a; +&] fir p(1)

1-2
= 1. Das Komplement von J bebesteht aus hochstens ~—2w+l == 2 Intervallen

1y, I, und fur jedes xel, Wi, gilt nach dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung

‘F(M_U(X)I - |F(M'(£)||_x—a,1‘1| = A-s.

Es wird nun vollstindige Induktion (nach k) durchgefiihrt und angenommen,
dall ¢ = g(k) < k(k+1)/2 Intervalle Jy, ..., J,y, existieren mit

4 .
AU J)<2%kk+1)e  und  [FM R (x) = Ak
i=1

fir alle x aus dem Komplement von Cj Ji.
‘ =1 :

Nun betrachtet man die Intervalle J, = [dy4q,,—&, dyyyqpt+e] (MUr
I<h<plk+1)<k+1). Aus den Intervallen J, und J; bildet man nun eine
Familie aus g(k+1) < (k+ 1)(k+2)/2 Intervallen JY, ..., Ji; ., indem man
liberlappende Intervalle zusammenfafdt und alle Intervalle, die eine Nullstelle
von FM~K enthalten, nach links und rechts um die Linge & vergre Bert,

Es gilt dann

q{k+ 1) glk) plk+ 1)
ACU I <A(UT)+A0 U T+ ke
Ci=l =

i=1 h=1

< 2k th+ Do+ 2(k+ ) e+2ke < 2(k+1)(k+2)e.
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alk + 1)
\J Ji' besteht aus hochstens (k+1)(k+2)/2+1

i=1
Intervallen; sei I =[c, d] ein solches. Fiir zwel aufeinanderfolgende
Nullstellen a, ), <c¢ und g, ., >d von FM % sind dann die beiden Fille
mdglich:

(i) in Jey p, e [ 18t keine Nullstelle von F'™~*~1 enthalten;

(i) in Jau ti a1 [ st genauw eine Nullstelle a von F™ %=1 epthalten.

Es wird nun angenommen, daff F™~*"Y im Intervall [a,, aps1]
streng momnoton wachsend ist.

Ist im Fall (i) FM*Y auf [a . a1] positiv, so gilt nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir alle xeJc, d[ und passendes £
mit ¢ <& < x2

FMok=D(yy = pM=k=D (o) p FIM-R(Ey(x—c+g) 2 AeFT,
ak)

denn ¢—¢ liegt nicht im Inneren von | J,. Fiir negatives F™ %! schlieft
i=1

Das Komplement von

man in analoger Weise. _
Im Fall (ii} sind nur die beiden folgenden Unterfille mdglich, denn
FW-k=1 st als monoton wachsend vorausgesetzt.
(! g <c<d<a<a,., und
FM-k=1(y) <0 fir alle xelay, af.
(ii)Y2. ep<a<e<d<ay. und
FM k=1 (x) 5 0 filr alle xs]a, ay el
Im Fall (ii)l. erhdlt man nach dem Mittelwertsatz der
Differentialrechnung fiir alle xeJe, d[[ und mit einem passenden ¢ mit x < ¢
<d+e:

FM k=D (x) = Pk D g g) o FMO(E) (x—d —g) < — AT

Ebenso erhilt man im Fall (ii)2. filr alle xeJe, d[ mit einem passenden ¢ mit
c—s <{<x :

FOM=k= 0 () o PR 0 (o gy g PR (0 tg) 2 Akt

Ersetzt man F durch (—F), so folgen dieselben Abschitzungen flir auf dem
Intervall [a, ;. dy« ] monoton fallendes FM~*~ 1. Damit gilt fir alle x aus

glkt 1) ‘
dem Komplement von |) Ji die Abschidtzung
: =1

M=KD ()] 3 Agk™

Mit vollstindiger Induktion ist daher Lemma 4 bewiesen.

3. Beweis von Satz 1. Im folgenden wird von einer Folge k
=k(N) < (log N)? (fur N > N*) ausgegangen und fiir festes (geniigend grofles)
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N und emen festen ganzzahligen Gitterpunkt k= {hy. ..., by ;) mit § <[jh|

= [\/N] und fast alle x aus einem festen Intervall [Ot fl10<u< [j’) die
Wey]sche Summe

N
Z (1, (b, ‘<)
: . " k=1
abgeschat;t, wobei. u,(k, x)—uv(vc) >oh exu“” Es bezeichne @ die
’ J=0
Menge Q= {jeZ: 0<j<k—1, b ;éO und ¢ '=|Q; ferner seien A, (v)

>hy () > by(v) die avﬂ, jeQ in ‘monoton fallender Ordnung.
Dann gilt o : X ST
@

i (x) = 3 give ",

i=1

‘wobei. die g;(v), 1 <7 <o eine Umordnqng der h;, je @ bilden. Weiters gilt

Z G0 =X 1] =:H< /Nlog N.

=1 C jen
Es wird nun die obige Exponentialsumme abgeschitzt
1.
Dazu wird fiir w = w(N) = [k(N)-log 105 N] 8 (vg auch’ [17).

B
2w

(u‘, (x). dx

"MZ .

(3.1) 1, (N) = I(N) = %

nach oben abgéschitzt. Klarerweise gilt
N

IdewW=§4mm;

dabei bezeichnet

n=(ng, ., ) (1€ m < N)

und

' JalX) =ty (X) =, (X)+ . 4wy, 4 )—wn2 ().

‘ \I«Vlr bezeichnen mit &;(n) (i—l - F) cine Aufzihlung der by(n)
(= - 03 l=1,..., 2w} in streng monoton fallender Reihenfolge; ddbé’:l
ist F < 2ow. Es sei XN ic Menge aller n=(n,, ..., ny,), fiir die gilt: jedes

[n), welches unter den 4, ; () nur einmal vorkomm
t, ist kleiner als
w1rd die Kardinalitt der Menge X, abgeschiitzt: \/N NLID

gard Xy < (2w)! card | e Xt m Snp <, Hyy )

- Ferner induziert jedes n auf- {1, ..., 2wl
w; eine’ Partition rnit
zusammenhéngenden Blécken; 4(n) bezelchne che Anzahl der einelementigen
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Blscke dieser Partition. Fiir jeden einelementigen Block {1} gilt: < \/ﬁ
oder >0 und n_, <m€n_ +k—1 (mit k=k(N)): es bezeichne pu(n)
(< A(n) die Anzahl der einelementigen Blocke {1} mit m < /ﬁ Dann giit;

(3.2) card Xy < (2w)! Z Z Z( )NW e (\/()NT,

A=0 u=0

wobei die innersic Summe iiber alle # mit A(n) = 4 und u(n) = p erstreckt
wird. (Man beachte dabei, daB die Anzahl der mehrelementigen Blscke

<4 @w=2) ist und k(N) < (log N)' € \/N) SchlieBlich kann die Anzahl der
n omit Am =24 und u(n) =y durch die Anzahl aller Partitionen mit
zusammenhingenden Blscken und somlt durch 22* abgeschitzt werden,
Insgesamt erhdlt man also

iW 8 - :
(3.3)- card Xy < (;) (2w)I N+ 2291 < 2 ( ;’) N,

Die eben durchgefiihrte kombinatorische Uberlegung kann verfeinert werden
(vgl. eine demndichst erscheinende Arbeit von Herrn M. Goidstern). Fiir I({N)

ergibt sich daher

]
(34) [(N) g‘_}w y Je(f,,(x))dx +0((8w/6)2WNfW).’ ‘

iw
N niXy
-4

Fiir L =0, 1,2 sowie n¢ Xy setzen wir '

xb; (n)
b1

(3.5) f,.‘”“'"*.f (x) = Z bi(Wg:(npe™

wobei die b(m (i = 1, € F < 20w < 2k (NYw(N)) eine streng monoton
fallend geordnete Tellmenge der b, ist und die g;(n) Linearkombinationen der

G () sind, Wegen n¢ Xy gilt b(n): =b (n = \/ﬁ und |g, ()| = 1, weiters ist

r . .
3 lgi(n)l < 2wH.
iws 1

Nun sctzt man cr(j)=ji- log(itl:ﬁ) fir j > 2 und unterscheidet drei

Falle:

() r=1: :
(i) r=2und b(n)—by(n) > No@),
111) r 2 2 und es existiert em maxundles s, 2€s<r mlt

b()~by(n) < N,



204 R. F. Tichy

Im Fall (i) gikt

[£2]
"

b*(n)

", b (n)

= |gy (M| + Z

g x(by{n) — b(n))
L i
= bt (R

(3.6)

(n}e

= Igl (Jl)| - Z igi(ﬁ)l e—xNa(ZJ
i=1

—ane(2
> 1—2wHe ™ z 4

fiir alle hinreichend groflen N = N,. Im Fall (i) gilt die Abschitzung (3.6)

trivialerweise, Wegen b(n) > /N folgt aus (3.5) und (3.6) (mit L = 1) fitr f’
= £ und alle hinreichend groBen N > N,: ’

(37) £ (] > 3b () e 3 =¥,
Aus (3.5) und (3.6) {mit L = 2} folgt eine analoge Abschiitzung fiir 1" = f2:

—Jdn

i_nsbesondere ist f, also auf [«, f] eine monotone Funktion. Proposition 2
liefert daher fiir die Falle (i) und (i} die Abschitzung

8
B8 Te(fy(2)dx] < =¥

&

fir N2 N,.
Im Fall (jii) schreiben wir

S bL(n) r bL
(3.9) S g i = b(n) i (n) s —bO
SN e 0 = U+ Ve

Flalls s<r—1, dann ist b(n)—by,  (n) > N°**Y (nach der Definition von &)
also ' "

(3.10) Vsl < e 5 g, () < 2wHe =Y,

i=s+1

Wegen Vis(x) =0 fiir 5 =r gilt (3.10} auch in diesem Fall. Nun setzen wir
d=b(m—>b,(n) und (fiir N = N,)

by(me ™ & bi(n)

(3‘11) U s(x) = _ x{bi(m — b(n))
L) = =r 2 pr Gy 1)
bE(mye™4* e dx

—WF"(X); a F,,,(XL
Dabei ist
2 xyp . bE (n)
F)=Fp,(x)=3 ¢& mit ¢ =g
el = 2, = &

und V= by (n)—by(n) feine Funktion wie in Prdposition 3. Da alle in
Proposition 3 erforderlichen Voraussetzungen gleichmiBig in n und L erfiillt

icm
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sind, gilt mit M = {7, log(2Hw) log log N]:

é,5:1

Li_ (2M,H)(lng61(loglogN)yl

(3.12) | =

fir alle hinreichend groBen N > N;. Nach Proposition 4 und (3.12) kann
[, £] in eine Vereinigung von héchstens M (M + 1)/2+1 Latervalle I; zerlegt
werden, sodal auf jedem solchen Intervall I; die Abschitzung

SO
(3.13) ol 2 S (2wHykedisioanys ;M

AN ]

fiir beliebiges & >0 erfiille ist. Nun setzt man ¢ = 1/N 2 und berticksichtigt
owH < N, 9, =d < N°¥ (fiir geniigend grofles N); dann gilt fiir alle xe W
= |JI; und alle hinreichend groBen N = N,

j

(3.14)  |Up (%)= V(XN

> .E_ﬂdf;N(lngé)(leglugN)'yl—(logNJq‘N‘T(S)_lNe,_ﬁNcr(s-t-l)l > e_Nara’
denn s < 2wk < 2(log N)*log log N. Somit ergibt sich aus (34 und (3.5)
sowie wegen b{n) = \/ﬁ  daB fir alle xeW alle L=1,2 und alle
hinreichend groflen N = N '

(3.13) [fon ()] 2 \/ﬁeﬂ"'ﬁe"vals > PRI

Daher ist f, auf jedem Intervall I; streng monoton, und es gilt nach
Proposition 2
(3.16) ” e(fn(x))dxl < o~ @DV

I

Also ist fiir alle hinreichend groflen N > N5 und alle n¢ Xy
je (f(x))dx| < (ﬂ’f_(.‘%illJr 1)_e—<a/2)ﬁ < e~ @OV
W : o
Das Integral tiber [a, f] spaltet man in das Integral Uber W und das
Kompement W° von W auf:

. : :
(3.17) Je(f,,(x))dx < Je(f,,(x))dx + je(f,,{x))dx.
o we . w .
< (loﬁrﬁ)z-+ e~ @O < mﬁl—;

fr alle hihreichcnd groBen N > N, und alle n¢ Xy.
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Wegen (3.4) gilt also

(3.18) J(N) =0 ((%vg)N) .

Nun- betrachtet man die Menge (fiir beliebiges > 0)
SW
Nl/l N?f
> 5wl

Nach (3.18) gift fiir das Lebesguemall A dieser Menge
A(HN, )< N™™,

. . N
(3.19) AN, B = {xe[cx, Bl: IS e(uy(x)

w1

Fiir das Mafl der Vereinigongsmenge

#H(Ny= |) #NN, B

(Iall<vA

erh#lt man daher wegen w(N)=[k(N)log log N]

(3.20) AN < (2N + 1V N=m < 1/N2

fiir alle hinreichend groBen N = N,. Daher konvergiert die Reihe
Y. A(#(N)), und nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt, daB fur fast alle
- ‘ ‘ , :

xe[a, B] eine natiirliche Zahl N(x) existiert, sodaB fir alle N > N(x) und
alle Gitterpunkie k mit 0 < ||kl < /N die Ungleichung

(3.21) ' ‘ S e(u,(h x))[ = O(N"2+n)

gilt. Nun verwendet man die Ungleichung von Erdos-Turdn-Koksma
(Proposition 1) mit G=[\/N] und erh#lt das gewiinschte Resultat nach
Ersetzung von x durch log.x.

Literaturverzcichnis

[ e Erdbs and J. F. Koksma, On the uniform dlb!?lbltlmli q/ lacinary sc’quwues, lndnk,
Math. 11 (1949), S. 79-88,

[2] 1 5. Galetl). F.Koksma, Sur Fordre de grandeur des fonctions sommables, Indag. Math.
2 (1950), 8. 192-207.

(3] E. Hlawka, Theorie der Gleichverteilung, Bibl. Inst, Mannheim = Wien - Zirich 1979.

(41 D. E. Knuth, The Art of Computer Programming, Vol. 2, Seminwmerical Algorithms,
Addison-Wesley, Reading 1969,

[51 1. F. Koksma, Ein mengentheoretischer Satz iiber die Gleichverieihing modulo  Eins,
Compositio- Math. 2 (1935), §. 250-258.

(61 L. Kuipers and H, Niederreiter, Uniform Distribution of Sequences, John Wlley and
Sons, New York 1974, } !

Ein metrischer Sutz 207

[7] H. Niederrciter and R. F. Tichy, Solution of a problem of Knuth on complete uniform
distribution of sequences, Mathematika 32 (1985), S. 26-32.

18] — — Meiric Theorems on Uniform Distribution and Approximation Theory, to appear.

[91 H. Weyl Uher die Gleichvertetlung von Zahlen mod Eins, Math, Ann. 77 (1916), S. 313-
352,

ABT, FUR TECHNISCHE MATHEMATIK
TECHNISCHE UNIVLRSITAT WIEN
Wicdner Hauptstealle 8- 10

1040 Wivn, Austria

Eingegangen am 17,10, 1985
wid in revidierter Form am 9. 3. 1986 (1555)



