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Un probléme de probabilité
conditionnelle en arithmétigue
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GEraLD TENENBAUM (Nancy)

Au Professeur Paul Erdds, en témoignage de respect et d’admiration

1. Introduction. Parmi les suites d'entiers définies par des contraintes
multiplicatives, l'une des plus simples est sans doute I'ensemble des multiples
de tous les entiers d'un intervalle. Cependant, & ce jour, la plupart des
questions naturelles concernant cet objet sont imparfaitement résclues et bien
des points restent dans I'obscurité. Pour chaque entier n, désignons par
7(n; y, 2) le nombre de ses diviseurs d satisfaisant & y < d < z. Ce travail est
motivé par la question suivante, posée par Erdds en de maintes occasions (cf.
par exemple [3], p. 89): désignons par &(y) la densité naturelle des entiers n
tels que t(n; y, 2y) = 1 et par &' (y) celle des entiers n tels que t(n; y, 2p) = 1;
est-il vrai que Ton a

(L1) o i ' (3)fe ) = 0?

Si 'on pose, plus généralement, pour xzy=l et rz 1!
H{x,y,z):=card{n< x: t(n; y, 2} = 1'},
Hx,y, z):=card{n< x: t(n; y, 2) =r},
il s'agit donc d'estimer la probabilité conditionnelle
(1.2) P,(x,y,2):=H,(x, y, 2/H(x, y, 2)

pour qu'un entier n’excédant pas x posséde exactement r diviseurs dans
lintervalle {y, z] sachant qu’il en posséde au moins un.:

Une évaluation de la probabilité (1.2) ne prend véritablement tout son
sens qu'associée 4 une estimation de la probabilité de I'événement condition-
nant — c'est-d-dire de H(x, y, z). Nous avons étudié cette quantité dans un
précédent travajl [9] et dégagé quatre types de comportements, correspon-
dant & une partition asymptotique du domaine tridimensionnel défini par les
inégalités x > z > y. Quelques notations seront utiles pour récapituler les
résultats de [9].
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Nous posons
d=1—(1+loglog 2)/log2 = 0,086071. ..

et définissons les fonctions suivantes

Qw=vlogo—v+1 (v>0),
B ‘ b—_max(v, 9) ‘
E(u).—Q( Tog2 ) (ve R),

Lir) = oxp {logulog, 2} (0> 3);

ici et dans la suite, log, désigne la k-ime itérée du logarithme népérien, Dans
tout larticle nous supposons donnée une fonction W (y),

()=  (y— o),
dont la croissance peut &tre choisie arbitrairement lente, En particulier, nous
imposons que ¥ () = o(/logz y). Avec cette convention, nous posons

2o (¥) = y(1+(log y)' 7% exp { —4 (v) /logz ¥ }).

Pour tous v, 2, 2>y 2 2, nous définissons u =u(y, z) et y = y(y, 2) par les

relations

z=y' " = y{1+(log)) 7).

Enfin, la lettre ¢, avec ou sans indice, désigne une constante positive,
dépendant au plus du paramétre r.

TutorgMeE 0 {[9]). () On a uniformément lorsque y — oo, z—y— o0, et
y €z <min(zy(y), x'7) -

(L.3) Hix, v, 2) = (1+0(1)) x (log )" 7.

(i) On a uniformément lorsque y — o, et z4(¥) < z < min(2y, x?)

(14) H(x, y, 2) = x(log y) = ¥m e,

2y <z < min{y*?, xV?), on a

1og, (2/u}

\/ log( 1/14)

-

De plus, lorsque z = O{y), on peut omettre, quitte &
log, (2/uy dans la borne supérieure.
{iv) On a uniformément pour 1

(i1} Sous la condition 8 <

(1.3) xu? L(1/u) "t < H(x, y, zj

modifier c,, le facteur

TyKzEx

- o
1.6 - Hx, y,7) = x<1+o(fkg)—f§ﬂ>).
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Remarques. v =log4—1 est Tunique solution de Péquation E(v) = v;
de plus, on a E{(0)=6. Il y a donc continuité des exposants dans les
estimations (1.3), (14) et (1.5). La formule (1.6) n’est non triviale que pour z
2 y° ol ¢ est une constante assez grande. D'aprés (1.5), on a H(x, y, 2)¥ x
dans la région intermédiaire y*2 < z < min(y*, x1/?).

Dans [9], nous n’avons pas cherché a estimer de maniére plus précise le
facteur (logyy"" figurant dans (14). Il nous sera utile dans le présent
contexte de disposer du raffinement suivant, que nous prouvons dans PAp-
pendice.

CoMPLEMENT AU THEOREME (). Posons

v st
&M:&@ s

Sous la condition 2 <y

v>logd—1,
E 10g4—1

< min(2y, x'/2), on a

x(logy) ™" L{log )™ < Hx, y, 2) < s x(logy) "7,
Il découle en particulier des énoncés précédents que lon a
(18) e(y) = (logy)"**"  (y— c0).

Le fait que £(y) — 0 est connu depuis 1935. La démonstration est due a
Erdds [2]. Le probléme avait été introduit par Besicovitch qui, en montrant
que liminfs(y) = 4 une conjecture sur les

Zo()f)
—Eq{7}

(1.7)

0, construisit un conire exemple a
ensembles de multiples [1] — voir aussi [8]. Lorsque nous avons obtenu
(1.8), et donc la valeur exacte de l'exposant de logy dans Pévaluation de &(y),

nous pensions pouvoir répondre par laffrmative 4 la question initiale
d’Erdés en établissant une majoration du type '

(19 g <(ogy)™® (¥ yo)

pour un « > 4. Nous prouverons cependant ici que (1.9) w’a lieu pour aucun
o strictement supérieur 4 &. En fait nous montrerons que (1.8) est également
valable pour &(y) et méme, plus précisément, que I'on a

(1.10) (logy) ™% L{logy) ™™ < &' (¥) < cs(logy) ~*(log, y)™

Cest-d-dire quaux valeurs numériques des constantes prés, a’-(y} et £(y) sont
dans le méme intervalle d’incertitude.

Ainsi le rapport &(y)/e(y), ¢il tend vers 0, se comporte comme une
fonction & décroissance lente de logy. Nul doute gqu'une technique trés fine
sera nécessaire pour trancher cette question (le lecteur pourra en effet
constater que les méthodes du présent - article sont cha passablement
sophistiquées).

Nos résultats concernant P,(x; y, z) sont rasscmbles dans le Théoréme 1
ci-dessous. Le comportement. asymptotique de cette: probabilité conditionnel-
le y est déerit, pour r = 1, dans les quatre régions apparaissant au Théoréme

1/2
a
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0; torsque r > 1, les deux domaines intermédiaires sont astreints i la
condition supplémentaire z € x"¢ 1,

TrEOREME 1. Soit ¥ un entier fixé, r =1,

() On a uniformément lorsque y ~ 0o, 2~y — o, y < z < min(zo(y), x?)
(1.11) P.(x, y, 2) =d,+0(1)

ot 0., désigne le symbole de Kronecker.
(i) Sous les conditions y = yo(r} et zo(3) < z € min(2y, x"*) on g

{112) L(logy) 7 € P,(x, y, 2) € 1.
(it) Sous la condition yo(r) € 2y < z < min (2, x¥** 1, on ¢
L(logy)~" L{logy)’®
(1.13) 2OV e Px, p; 7)<, .
gy T S log )
(iv) On a uniformément pour y = yo(r), ¥** <z g x*?
log ((logz)/logy) (log, 2)>"*1
114 Defloezyogy) 1-a0g22)77
(1.14) Togz <, P (x, ¥, 2) <, (logy) ozs

Ces résultats nous portent & conmjecturer que P,(x, y, z)K,1 sous
I'hypothése _
z:(y) <z < min(2y, x1FY),
avec '

2y (3) 1= y{1+(logy)' = exp {y () /Tog, ¥}).

De méme, il est vraisemblable que T'on a
(1.15) P, (x,y,2)=0(l)

dés que z/y ~» 00, z € x! 7% Dans cette direction, nos résultats ont pour limite
de sensibilité le facteur :

L(logy)°™ = (logyyV.
Ainsi, par exemple, il découle de (1.13) que (1.15) a effectivement lieu lorsque
ZZyexp {L(10gy)“9} = plom, :

Alors que les formules (1.11) et (1.12) fournissent au moins, grice au
Théoréme 0, la valeur exacte des exposants des logarithmes intervenant dans
Févaluation de H,(x, y, z), les bornes de (2.13) et (1.14) dilférent d’un facteur
{log min(y, z/y)}*~?(log, z)°". Nous verrons au cours de la démonstration
que cette disparité provient de la prise en compte des entiers possédant de
nombreux facteurs premiers < z/y: négligée dans la minoration, leur contri-
bution s’avére prépondérante dans la majoration. Notre conviction est
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cependant de la présence de nombreux petits facteurs premiers impose aux
entiers de H,(x, y, z) une structure multiplicative tellement speciale que l'on
peut pratiquement €liminer cette éventualité. Nous n’avons pas trouvé d'ar-
gument effectil satisfaisant 4 Pappui de ce sentiment. Un traitement assez
compliqué permet de réduire sensiblement les bornes supérieures de (1.13) et
(1.14) sans toutefois permettre de les ramener, méme 4 un facteur (logz)"'"
pres, aux valeurs des bornes inférieures correspondantes, En cette circonstan-
ce, il ne nous a pas paru souhaitable de développer ici une amélioration
technique n'ayant aucun caractére de finalité.

Nous verrons 4 la Section 3 que notre méthode pour construire des
entiers n tels que t(n; y, z) = r repose principalement sur une version quanti-
tative, et plus générale, du principe suivant: ern moyenne, un entier m
possédant o(logm) diviseurs est tel que la plupart de ceux-ci sont “isolés™ (si
dlm, on dit que 4 est isclé si d est le seul diviseur de m dans lintervalle
fdf2, 2d]). Or, le nombre I(m) de diviseurs isolés de m est 1ié 4 'étude de la
fonction d’Frdés—Montgomery g(n), définie comme le nombre de couples
(d, d) de diviseurs consécutifs de n tels que d|d". En effet, pour chaque
diviseur isolé d de n, 2d est le plus petit diviseur de 2n excédant d; il s’ensuit
que :

g@mz1(n (m21).

Erdés et T'auteur ont étudié dans [4], [5], l'ordre normal et I'ordre moyen
de g(n). En particulier, la founction g(n)/t(n} posséde une mesure de
répartition continue en 0. Cela établit une forme forte d’une conjecture émise
par Montgomery lors du symposium de Durham en 1979. Dans-[5], figure
un encadrement de l'ordre moyen de g(n) par deux puissances distinctes de
logn. A titre d’application de la méthode de cet article, et, en fait, comme
une conséquence directe dun résultat intermédiaire dans la prenve du
Théoréme 1, nous sommes en mesure d'estimer cet ordre moyen avec un
facteur d’incertitude (logn)”. On a plus précisément le résultat suivant..

TugoriME 2. On a uniformément pour x = 16 7
x{logx)' "¢ L(logx) 1° < ¥ g(n) < x(logx)* ~®(log, x)~ V2.
nEx
Nous concluons cette introduction par la preuve du point (i) du
Théoréme 1. Pour chaque entier n, posons

o= % 1.

d|n
y<d=<z

Une simple interversion de sommations montre que, sous les hypothdses
faites, on a

(1.16} Y em=(1+o(1)x(logy)".

n&x
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Par (1.3) il s’ensuit que

Y rH,(x, y,2) = (L+o(1)) H(x, y, 2).

r=1

[+¢]
Comme H{x, y, z) = 3y, H,(x, y, z), cela implique bien le résultat annonce.
r=1 .

Il est & moter que les estimations effectuées dans [9], pp. 250-253,
permettent d'évaluer explicitement le terme reste de (1.3) en fonction de y et z
et par conséquent fournissent également une majoration effective du reste de
(1.11}, Signalons a4 ce propos deux erreurs typographiques de [9]: la
constante ¢ apparaissant & la formule (4), p. 252, doit étre remplacée par 2c,
et le signe - figurant dans la majoration de S p. 253 doit &tre changé en +.

2. Notations et conventioms. Nous rassemblons ici les principales
notations et conventions qui sont utilisées systématiquement dans cet article.

Les lettres. p et g sont exclusivement réservées pour désigner des
nombres premiers. On note respectivement. t(n), w(n), Q(n) le nombre des
diviseurs, des facteurs premiers distincts, et des facteurs premiers comptés
avec multiplicité, d’'un entier n. La suite ordonnée des facteurs premiers
distincts est désignée par

p1() <pa(n) < ... <p,(n).

On pose P~ (n)=p,(n), P"(n) =p,(n) (n>1). Par convention, P~ (1) =
+oo, PY(1)=1. :

Pour chaque entier n et chague réel & £ > 1, on désigne par n({) le plus
grand des diviseurs d de n tels que P*{d) < ¢, soit

n(g:= H r.
oy

On définit pour tout couple (¥, 2), ¥y < z, les fonctions arithmétiques

iy, 2= Y 1, wmyz= 3 1,
dln pl
p<d Sz yepEz
‘ 1, si wimy,2)=1,
Q(na yn z)"— VZ”:' Vi E(”‘aya Z)—{O, Si T(J’I;y, Z)=0.
ypea

Les fonctions classiques de Mobius et d'Euler sont désignées
respectivement par u(n) et ¢ (n). Pour toute fonction multiplicative f (n), nous
introduisons le produit canonique

o(f, =[] 0-p™ Z:Of(P")P"“ (x 2 2),

pSx

forsque cette expression a un sens.
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Pour tous y, z, z > y 2 2, nous désignons par u = u(y, z) et y = y(y, 2)
les réels implicitement définis par

2=y = y(1+(logy) 7).

Enfin, la lettre ¢, avec ou sans indice, dénote une constante positive
dépendant au plus du paramétre r.

3. Trois lemmes. Le résultat suivant est une conséquence du Theorem 1
de [6].

LEMME 1. Soit | une fonction' multiplicative réelle satisfaisant pour tout pa

(3.1) 0<f{pP < iy
ot Ay et A, sont des constantes telles que A; >0, 0 < A, <2 Alors on a
> flm <xI{f, x).

nEx

Remarque. Ici comme daps la swite nous n'indiquons pas.

explicitement la dépendance en 1, et i, des constantes impliquées par
Iemploi du symbole de Vinogradov.

LemME 2. Dans les hypothéses du Lemme 1, on a pour tous réels &, {, tels
que 2<{<{<x

Y fm<xH(f, x)exp{—xiﬁié}

oti % est ume comstante positive ne dépendant que de A,.

Démonstration. Soit a un paramétre positif. La quantité 3 majorer ne
dépasse pas
(3.2) - WAL

nEx

ol f, est la fonction multiplicative définie par f,(n) =1 (n)(n(&)". On choisit «
=wx/logé, ol x est telle que A,e* < 2. Alors f, satisfait aux hypothéses du
Lemme 1. La quantité (3.2) est donc

2 Sy
=190 . -

<L xH(f, N = x0L 0[] | == :
| AW

Compte tenu des majorations de f{p*) pour v 2, le dernier produit est

<exp{ Y Ji%)l(p“w 1)} = exp{é,‘-(z {—(M)} <1.

pEé ps.:PlOg(zf)
Cela achéve la démonstration.
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Lemme 3. Soient x, y, z des nombres réels tels que
(3.3) 8 € 2y € z < min(y¥?, x¥4),
et soit f une fonction multiplicative satisfaisant (3.1). On suppose de plus quil
existe des réels o, u < o< 1+u et v 0 tels que Pon ait pour tout v |
v L, si zfy<p<y,
(34) f@)={ o
v, S8 Yy <p<=z.
Alors on a uniformément pour 0 v < vy < 20
(3.9 Y f(Meln; y, 2) < xII(S, x)(ufa)® (1 +ao'"%log (1+3—)).
ngx

Démonstration. Nous employons essentiellement la méthode de [57,
lemme 9. Nous profitons de Poccasion pour signaler que les deux majora-
tions de H; p. 144 de [5] ont été malencontreusement interverties par
limprimeur aprés la correction des épreuves,

Notons respectivement a, b, h, m un entier générique dont tous les

facteurs premiers sont dans [2, z/y], (z/y, 1, (%, 2], (z, + o). Ainsi chaque
entier se décompose canoniquement sous la forme

n = abhm,
et Ja condition (3.4) implique alors
S0 =f(@v°® f(m),
Soit » la constante apparaissant au Lemme 1. Posant
w = log (1 +a/u),

nous répartissons les éntiers n < x en trois classes, définjes par les conditions
suivantes:

{classe 1) a > yruE
(classe 2) Q) > wilog 2,
(classe 3) agsy et Q)< w/log 2.

Désignons par T, la contribution des entiers de la classe j 4 la somme initiale
(1<i<3). Par le Lemme 2, on a

hs X SO <x@wuI(f, x).

nEx
n{yH > yWhix

- Ensuite, on a pour tout ¢, 1<t < 3/2,

j} € Z j‘(n)tﬂ{b)ﬂw/log:z <x(u/{t):l—t—f—(lugr);‘lc:;glﬂ*(f:7 x)’
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d’aprés le Lemme 1 appliqué 2 la fonction n— f (m)t®. Le choix optimal ¢
= 1/log 2 fournit la majoration
T, € x(ufa)’ T (f, ).

Il est & noter que nous avons utilisé ici de maniére essentielle I'hypothése
{34), qui assure que les fonctions multiplicatives f(n) et t* ont des “sup-
ports” disjoints, au sens ou leurs facteurs d’indice p dans le produit canoni-
que II(-, x) ne sont jamais simultanément distincts de 1.

Si n est compté dans T,, alors n posséde un diviseur dans (y, z], et ce
diviseur est nécessairement de la forme a'b'k, avec a'la, b\b, Kih. Compte
tenu de la majoration de a vérifie par hypothése, on a

YU < yla < bR <z = ytte
On peut donc écrire, pour tout t, 0 <r <1,

TS < Z f(?’l) tﬂ(b)—w;']ugz E 1
nEx b'\b,k'|k
yl = wufx <b'h'-€y1 +u

— Z t.rz(b‘) Z f(ﬂh’) t.(?(b)—wflngz.

p1 = woufx <ph syl T S x/b'h’

La somme intérieure peut étre estimée par le Lemrme 2 de [4]. Elle est

x 1 1—t—{logr)/log 2 ( x
- - I — .
<<‘ brhp g (h') (ﬁ) .f! b.' W

ol g est une fonction fortement multiplicative telle que

1
gip=v (1+0 (E%E))
' 4
pour tout p.

En remarquant que IT(f, x/n) < TI(f, x} uniformément pour n<z
< x>, il vient domnc

A(n)

u 1—-t—(logi}log 2
n«mmnG | 2 7—
o . pl WK cpyltu

ol A est la fonction multiplicative définie parr

0, si a#l,
“")={rﬂ<”g(h), i a=1.

Le Lemme 1 permet d’estimer facilement la fonction sommatoire de 1 et une
sommation d’Abel montre alors que la somme en n ci-dessus est

e Einsrh A T
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O (w(ufo)' “*oc*7"). En effectuant alors le choix optimal 1 = 1/log4, on obtient

s
T, € xII(f, x) (g) wa' Y

ce qui fournit la conclusion souhaitée.

4. Preuve du Théoréme 1: majorations. Nous nous proposons d’établir ici
le résultat snivant qui impligue, compte tenu du Théoréme 0, les majorations
de FP,(x, y, z) figurant aux points (iti) et (iv) du Théoréme 1.

Proposirion 1. Soit r un entier fixé = 1. On a uniformément pour tous
X, y. £ satisfaisant

(4.1) 82y zgx!?
la majoration

_a{log, z)>**
4.2 H.(x, ¥, 2) €. x(log y)' P ——==—rmm.,
4.2 (X ¥, 2) <, x(logy) o 7
Remarque. Nous n'avons pas cherché a optimiser lexposant de log, z
apparaissant dans cetle majoration.

Démonstration. Posons s = 1+{(logr)/log 2], de sorte que s < r. Par
un théoréme classique de Landau le membre de droite de (4.2) majore ie
nombre des entiers # < x tels que w(n) < s, et nous pouvons nous restreindre
a ne considérer que les entiers n pour lesquels w(n) >s. Nous désignons
alors par k(n) le produit des s plus petits facteurs premiers de n et nous
répartissons les entiers comptés dans H,(x, y, z) dans les trois classes définies
par les conditions suivantes:

(classe 1) k(r) > (z/y)"S,
(classe 2) Vdln,y <d<z = P~ (d) < k(n) < /)",
(classe 3) k(M <(zW'® e 3Adin,y<d<z, P {d)>k(n).

Notons. f1,,, 1<i<3, la contribution 4 H,(x, y, z) des entiers de la
classe i.

Si n est compté dans H,,, alors P (k(n) > (z/y)*% et n posséde moins
de s facteurs premiers distincts dans [2, (2/y)%97] (cette condition étant vide
si (2/y)"*® n'excede pas le s-ieme nombre premier).

Notant f; (1) la fonction multiplicative définie par

) = t, 8 2 p<(z/pVe,
1= 1, dans tous les autres cas,

ol ¢ est un paraméire, 0 <t < 1, on peut donc écrire

Hy<t'™ Y fi(me(n y, 2).

ngx
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La somme en »n peut étre majorée en appliquant le Lemme 3, avec o = 1+,
si z<y¥% et le Lemme 1 si z>y¥? — en majorant trivialement, dans ce
dernier cas, £(n; y, z) par 1. On obtient

Hy <61 xmin (' log (2+ 1/w), 1)(log (z/y) ~".
En choisissant ¢ = 1/log, z, il vient

(log, z)*~1

H,y <€, xmin (i’ log {2+ 1/u), 1) 21087

En remarquant que u » 1/logy, on voit que cette majoration est compatible
avec (4.2). :

Si n est compté dans H,,, le diviseur
d*:=min{d: din,y <d <z}
est tel que P7 (d*) < k(n). De plus, on a trivialement ¢*/P- @* <y, doun

y<d* < yk(n).
On peut donc écrire

Ho< ) pk)? Y e(ny, k),
ks.(z,'y)lfﬁ ns.:x
@w=s m(kn( :?.Z)IES r

puisque les entiers de H,(x, y,z) satisfont nécessairement la condition
w(n; y, z) < r. Maintenant, effectuons le changement de variables n = km
dans la sommation intérieure et remarquons dune part que c(m; ky, z)
sw(ny, z) <r et dautre part que la condition e(n;y, ky) =1 implique
e{m; yfk, ky) = 1. On peut donc écrire pour tout ¢, 0 <7< 1,

H,<t™" Y plk)? Y fa(m; k)e(m; y/k, ky)
ks(zf);v)”s ms ik
w(k)=s

ol f,(m; k) est la fonction multiplicative de m définie par
0, si p<P"(k), ptk,
L=t s ky<p<gz, .
1, dans tous les autres cas.
Lorsque k < y'/*, la somme intérieure peut étre estimée par le Lemme 3, avec
=14u, v=1. La condition (34) devient en effet ici: k* < p < ky=f(p")
=1, qui est manifestement réalisée. Lorsque & > y'/5, on majore simplement

e(m; y/k, ky) par 1 et on fait appel au Lemme 1. On obtient ainsi que la
somme intéricure en m est S

x ( logz. I"irm' (1 (logk)510 )
R nll, {—— }
< oBlog P (B \og (k) \ \logy) 827

S S R e,
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En choisissant t = 1/log, z et en reportant dans la majoration initiale de H,,,
il vient
(log, Z) { 1§ Au(k)z : 1-8 ”(k)z
H,y € x——— ——(log k)" ~°+
P € ge (T L R 2
wlk)=s

ol nous avons utilisé le fait que log P* (k) = (1/s)log k. It n'est pas difficile de
montrer que les deux sommes en k ci-dessus sont respectivement (1) et
0, (log, z). Cela implique pour H,, une majoration compatible avec (4.2).

Considérons un entier » compté dans H,, et soit d 'un de ses diviseurs
satisfaisant & y <d <z et P™(d) > k(n). Alors les 2° diviseurs de n de la
forme k'd avec k'|k(n} sont dans lintervalle (d, k (n}d]. Comme 2° > r, on a
nécessairement 4 > z/k(n). On peut donc écrire

Ha< 3wy ) e(nz/k,2)
k< (@l /6 X

d’od Pon déduit comme précédemment, pour tout v, 0 <wv < 1,

Hy <oy, uk)? Y falm Kelm; z/k?, z) .
k«":(zly)ll'ﬁ m< xfk
wk)=§

ol f3(m; k) est la fonction multiplicative définie par

0, si < P(k), p Ak,
v, si kly<p<az,
1, dans tous les autres cas.

fHlp' k) =

La somme intérieure reléve du Lemme 3. La quantité jouant le réle de (u/o) est
ici (2logk)/log(k?y) et la majoration k < (z/y)*/® implique que la condition
correspondant 4 (3.3) est réalisée. On obtient ainsi que la somme en m est

x (Iogz )" (IOk)lo
< oWlogk \logky) ) \iog(kyy ) B2

En choisissant v = 1/log,z, on obtient

(log, 2™

logz

(log k)*~*
@ (k)

H,, <x (log (ky))' ™*

k<azly
wik)=s

0 r+1
ex B (og ),

ce qui achéve la démonstration de la Proposition 1.
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5. Principe de la minoration de H, (x, y, z): diviseurs isolés. Notre
méthode de minoration repose sur le concept suivant.
Dérmarion. Soit # un nombre entier et # un réel positif, On dit gu'un
diviseur d de n est y-isolé (ou simplement isolé) si I'on a

d'n, d+#d = llog(d/d)>n,

On note #(n)= F#(n; n) l'ensemble des diviseurs x-isclés de n et Ton
pose
Inm)=1(n; n):=card #(n; 7).

Sous 'hypothése

' 1 .
(5.1) y=2, y (1+m) <z < min(y*?, XM
log y
nous allons construire un ensemble d'entiers n < x tels que
(5.2) t(n; y, 2} =r.

11 s'agit de tous les entiers nexcédant pas x qui peuvent s'écrire sous la forme
(5.3)
avec les conditions

() m < 1+,

() g1 <4z <... < gy,

(ii}) g;e P{m):=

n=mgy ... q.h

z .
U G,ﬂ 1<j<n.
def(m;log (/1))

{iv) P~ (h) >z

Il nest pas difficile de vérifier que tous les entiers de ce type satisfont
(5.2). D’'une part, le point (iii) garantit pour chaque j, 1< j < r, lexistence
dun d;, d;e #(m; log(z/y)), tel que

y<qd; <z

On a donc t(n;y,z) 2r (noter que g, > y/m >m). Dautre part, chaque
diviseur ¢ de n. dans (y,z] est nécessairement premier avec h, donc
tlmgy ... q,. Or, il existe au plus une valeur de j telle que t],|t car g;
> gy > (y/m) = WD 3 34 donc les produits g, g;, i # j, dépassent tous
y¥? = z. Comme, de plus, m < y, il existe en fait exactement un j tel que g;z.
On a done ¢ = dg, pour un certain diviseur d de m, d’ou {log(d/d})| < log{z/y).
Comme d; est log(z/y)-is0lé par hypothése, on a nécessairement d = d;. Cela
implique bien t(n;y, 2) <r.

La décomposition d’un-entier sous la forme (5.3) est unique car les
termes du produit ont Jeurs facteurs prenners dans des ensembles disjoints.
On peut donc écrire R

DI Y, 1

Ho(x, .22
,,,\,,li(r+ 3) qf <. <dy K< x/0myy..q))
. ¥igpsP(my  prgysg

5 — Acta Arithmetica XLIX2
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Dans la somme intérieure, on a
.. 4, < y1/(r+3}zr < xz*-‘3,’4

car z7*1 < x. D’aprés un résultat classique de la Théorie du Crible, il s’ensuit
que la somme en h est > xf(mg, ... g, logy). On peut alors estimer la somme
r-uple en ¢y, ..., 4 en remarquant que #(m) est une réunion disjointe
d’intervailes. On obtient le résultat suivant par une simple application du
théoréme des nombres premiers.

LeMMEe 4. Sous 'hypothése (5.1), on a
I(m; ulogy)

‘ x
(5.4) H,(x, y, 2) », u" e
’ log y msygims) m

Il nous faut maintenant estimer la somme en m. La premiére étape
consiste & établir une minoration générale pour le nombre des diviseurs isolés
d'un entier.

LeMME 5. Soit n un réel positif. Pour chaque entier n, posons

A(n; v):=card {d: dln, v <logd<v+24} (veR),

el
Jn) = +j'wA(n; ){d{n; v)—1)dv.
Alors on a "
(5-5) In;m) 2 t(m)—J(n)/y.
Démonstration. On a
TDA (n; vyde = 25t (n)
et '

o0

[ AP do =Y Y (2n-llog(@/d))”,

- dlnd'|n
avec la convention usuelle (¢)* := max (v, 0).
Dot
+ o

t{n)~J (m)fn = (1/20) | 4(n; )(3—24(n; v))dv

=Y (3- 5 (2—llog(@/al/n)")

dln dln
< lIny).

En eifet, le terme d'indice d dans 1a sommation externe de dépasse pas 1 si d
est n-isolé et est négatif ou nul dans le cas contraire.
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1, on a

(5.6) In;m) 227"t

CorROLLAIRE. Pour r =

()7~ (v (m)— 2J (/).

Démonstration. L'inégalité est trivialement - satisfaite si J(n)/n
> t(ny2. Dans le cas contraire on a par (5.9) :

I oY = (e (2 2 (z(y2) ™ (e (2 —J ().
ce qui est exactement la minoration annmoncée.
Choisissons maintenant une fois pour toutes
n =log(z/y) = ulogy

et posons pour tout nz=1
Ig(m) = Io{n; y, 2):=1(n)—2J (m)/n.

En restreignant la sommation figurant au membre de droite de (5.4) aux seuls
entiers m tels gue w(m) = K, ol K est un entier fixé, on obtient, grace i (5.6),
le résultat suivant ’

LeMME 6. Sous I"hypothése (5.1), on a pour tout entier K > 1

Iy(m)
lo ' e+ M

M\y
a(m)=K

(5.7 H,(x, y, 2) >,

Nous consacrons la prochaine section d Pestimation de la somme en m
figurant dans (5.7).

6. Le lemme fonrdamental. Nous allons développer dans cette section des
calculs conduisant & une minoration de la moyenne logarithmique de la
fonction Iy(n). Les détails techniques étant assez complexes, il n'est pas
inutile d’exposer d’abord notre motivation heuristique.

L'écart ‘moyen entre deux diviseurs d'un entier n de -taille y est
(log y)/x(n). Si cet écart est sensiblement plus grand que 7 et si n posséde une
structure multiplicative “normale”, la fonction A(n; v) définie au Lemme 5
vaudra souvent 0 ou 1. L'intégrale

J(n) = J'wA (n, {4 (n, »—1)dv

sera donc petite et, par conséguent, on obticndra pour I(n) une minoration
optimale, ie. de lordre de <(n).
On a n = ulogy. Linégalité (log y)/r {n}) > n implique donc

(6.1) a(n) < log(1/u)flog2,

‘une premiére condition & imposer aux entiers n- candidats 4 une bonne

minoration. Cela dit, la présence de trop nombreux petits diviseurs constitue

une obstruction au raisonnement probabiliste précédent. La répartition des

R B T AL A e
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logd, lorsque d parcourt les diviseurs de »n, n'est en effet pas “normalement”
uniforme. Le principe d’Erd8s sur la croissance exponentielle itérée des
facteurs premiers laisse prévoir que n(z/y) est usuellement de taille proche de
zfy, ce qui induit, si w(n; 1, z/y) est grand, une forte concentration de
diviseurs de » au voisinage de ceux d’entre eux qui divisent n/n{z/y). Une
telle situation implique l'existence de grandes valeurs de A(n; v) — ce que
nous cherchons précisément & éviter. Nous éliminerons Péventualité de ce
phénoméne en imposant une seconde condition:

(6.2) P~ (n) > z/y.

La qualité de la minoration sera d’autant meilleure que l'on pourra
choisir @ (n) proche de la borne supérieure de (6.1). Cela signifie que nous
considérerons une suite d’entiers de densité nulle. Le caractdre “normal” de
leur structure multiplicative devra donc recevoir une acception relative. Nous
obtiendrons finalement cette bonne répartition compatible avec (6.1) en
choisissant des entiers de la forme m/m(z/y) ol m est tel que

(6.3) o (m) = max (log (1/u), log, y)/log 2

et est lui-méme “normal” parmi les entiers satisfaisant (6.3), cn un sens assez
restrictif que nous préciserons ultérieurement.
Nous pouvons montrer le résultat suivant.

TuioriMe 3 (Lemme fondamental). Soir r un entier 2 1 fixé. Sous la

condition
(6:4) yZyry,  y(1+14logy) < z < yexp {log y/L(log y)*'}
on a
. I .
(6.5) D) L o m (v, 2) L(logy) **
mylfr+ 3)
w(m) =K

ou Pon a posé

log{lj)  premremecen

K=Ky, z= [ ]ig.’l —c¢y1 A/ log 23’1053J’J

et

My, 7) = {(logy)“”"“” i z<2y,

s oz>2y.
Démonstration. Posons

b= (Lemax(, O)log2, ¢ = 1-(e0,/24)/iogs ylogs v,
¢ =8 2) = Leilog, y1-K(y, 2).
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Pour chaque entier » tel que w(n) 2 K+£, nous introduisons le produit
partiel

me= [] p{n O<k<K).
E<jgk+e

Un réel & étant donné dans (0, 1), nous définissons la suite 4, des entiers
n pour lesquels on a

(4) {#(ﬂ)zwl, w(n) =k, |
Yo Vlogs p; () —(+ /A S (+8) 8,042 (1<T<h),
ol I'on a posé

= J2(1+e)(ogf)i (= 1).

Nous minorerons la somme (6.5) la restreignant a Ay . Nous utiliserons a
cette fin des séries de Dirichlet d’arguments réels portant sur la suite 4 des
entiers n satisfaisant 2

) p* =1, wln)>K+<,
nkEAk (1 ék Q K).
Le lemme suivant montre que le coefficient pondéral A" permet
d’opérer un “recentrage” autour de la suite A.

LemMME 7. On a uniformément pour 1 <o < 1+1/logy, 1=0(1), 0 <&

<cl31 .

(6.6) Z ,u(n)z Jum p—a <25—5(0&1)~1_
n=1 :
néd

Démonstration. Désignons respectivement par V; et ¥, les contribu-
tions respectives au membre de gauche de (6.6) des n tels que w{n) < K+¢ et
des n tels que w(m) = K+¢& et @k, 1<k<K, né¢A) On a

o S . .
< Z M(anAm(n)Qco(.‘r}—(K%"f)n—a

=1
< (0 —1)"(log y)~ *ekse
<(o—1)"*(logy) @ < (o~ nrET,
pour & < ¢j3, puisque ¢ = O(log, y).
Posons, pour j> 1, T}* —e)cpexp{](1+9 YA} et wf (n):=w(n; 1, T*).
S1 n est compté dans V,, alors il existe au moins un j, £ <j < K+¢, tel que

o (M <jonw (nz] Pourtousocj, ,Bltelsque0<aj<1<ﬁ,,§<1<K
+=f on a donc : .

Foea— i it . ; o7 (M—] e
W ’n“'+Z 3 uln? o g7

ji»& n=1 Cimgn=1
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En choisissant o; = (1+8)7 %, B;=(1-6)7", & <j< K+&, on obtient
facilemnent que les termes d'indice j dans les sommes précédentes sont tous les
deux Of(e—1)"*j~'"". Cela implique bien (6.6). -

Reprenons la démonstration du Théoréme 3. Nous allons majorer par
récurrence sur k, 0 < k < K, la quantité

Sele)i= T, 20T (m)n e,
ned

en remarquant que
(6.7) Sq(0) =
Pour tout k, 0k <K, et tout entier n de A, on peut écrire I'équation
fonctionnelle
Ay py; 0) = A(m; v)+ 4 (”k; V10 Pyt (m).
En reportant dans la définition de J(n.,), il vient

+ o0

J(”k+1)_2J(nk)+2 I A(m; v) 4 ("ké”'_‘l‘)gpugﬂ(n))dv

D’ou ‘
(6.8) Sps (o) = 2(Sk(0')+Rk(0')),
aveo
+ @
Ry(o):= ): Ao j A (m; U)A(”k; ?J—IOSPHH:(@)d”
ned -
+ oo I
<Y w0 [ Ay Y ATELTIBD S jotn ey,
medy = p=Ptim P

oil lapostrophe indique que la sommation est restreinte aux entiers h qui
n'ont pas de facteur premier dans [P~ (m), P* (m)]. Pour o < 1+1/logy,

log P~
cette somme inlérieure est <(o—1)” 4 (IZE G Em;) et le théoréme des
nombres premiers montre que la somme en p ne dépasse pas
. 1 nt (m)
— < [ N~
,;%‘,. ,§ p logP*(m)

r (m]
v—logd <logp§u~logd+2rp

< n2¥exp {— A7 (k+ &1 — Oy o)}

ol, pour la premiére majoration, on a utilisé le fait que £ » /log, ylogs y.-

En tenant compte de la relation j A{m; vydv =27y (me 4;), nous
-
obtenons done
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(69)  Ri(o) <n* (44 exp { =47  (k+{)(1—Oxss)}

- i
Gy (logP+(m)) -
ma{k logP (m)
A ce stade, on remarque que pour chaque med,, on 2

z “(n)2)‘w(n)n~o' = ;[k m-° H

e 1 pelP~ (m), P (m))

x(0—1)

(1+4p™)

np=m
_ {log P~ (m)}* _
> (g — a o
>#e=1) (1ogP+(m))m
d’oil en sommant sur me 4, !

- logP"(m))* - -3
Fo—1)* (—m— me < (o—1)" "

@07 L \log P m)

En reportant dans la majoration-(6.9), il vient

A7k + 81—}
k<K

Ri(o) <n* 4 (c—1) " "exp{—
On en déduit par {6.8) que l'on a pour 0 <

27518, () < 278, (0)+ Cn2(a— 1) 72 2exp { =471 (k+ {1 - 042D}

et finalement grice a (6.7)
Sg(o) P (e ~1)72257¢ )

ELjaK+E

(2exp {—271(1-0))).

H
;
#
;
§

En remarquant que 2exp {—24™1) = exp {max(y, 0)/4}, il suit

| Sx(a) <€ n*(oc—1)"* 2 exp {(K max(y, O)—&)/A} L{log y)'t*
d'od T'on tire o '

{6.10) Sg(0) €n(e—1)"* 28 L{logy) ™**

pour un choix convenable de ¢;.
Maintenant, on peut donc écrire pour 1< o<

3 AP L (ng T = 2 A0 (3K 2T (ngfn)n°

ned

< 1+ 1ilogy

= 7K {Z # n)z Am(n)n—c Z #(n)zlw(n)n

ngA

~21 Sy ()}

> 2o~ {lfos(é'“}fO(L(lqu) )
» 2 (e~1)"" Co
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Comme on a de plus
Z )Lw(n)Io(nK) n-°
ned

SDIECLOLE | TR

medg ™M PP (), ()

€ % P kgt Rexp {— (K +8)(1- Op g +E(1+09)

Cmedy
I K
) _9_(111(0_1)"-1(&) L{log y)°16,
meag M e
on obtient finalement

5, (%‘?)Kmogy)““.

me{K

Il est facile de vérifier que (2e/A)* » M (y, z) L(log ) “*". En remarquant
de plus que Ay = [1, y***¥] dés que ¢,y est assez grande en fonction de r,
on voit que cela achéve la démonstration du Théoréme 3.

7. Fin de la démonstration da Théoréme 1: minorations. Nous sommes
maintenant en mesure d’établir le résultat sujvant, qui implique, par compa-
raison avec le Théoréme O et son Complément, les minorations annoncées
aux points (ii) a (iv) du Théoréme 1. Pour simplifier Iécriture nous posons

2,(y) = yexp {(log yy/L(log y)*1}.

ProrosiTioN 2. (i) On a uniformémen; our Y >
£ 7 < min (zy, xl/(r+ 1)) p Y Yo (r): y(l + l/logy)

(1.1) H,(x, y, z) »,x(log y) 5% L(log y) 18,
(i) On a uniformément pour y = yo(r), 2y < z < min (22 (y) i 1)y
(7.2) H,(x, y, 2) », xu’~ laogy)“lL(logy) e,

(i) On a uniformEment pour y = yo (), z;(y) < z < x*7?

(73) By, 9, x280082)l0g))
: logz

Remarque. La partition du domaine de variation des variables X, ¥, Z
w'est pas exactement ici celle qui apparait au Théoréme 1. Cela n’a aucune
influence sur le résultat final car, a la valeur de I'exposant de L(log y) prés, la
minoration (7.3) fournit dans la région 7,()) €z € y¥* la méme estimation
- quune eventuelle extension de (7.2).
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Démonstration. Les points (i) et (ii) découlent directement du Lemme
6 et du Théoréme 3. Par (5. 7) et (6.5) on a en effet

H,(x, ¥, 2) »i uL(logy) TR Ay, 7)

et la conclusion découle alors de Pestimation triviale

uR(logy)™'77  (z<2y).

La preuve de (7.3) est trés simple. 11 suffit de considérer les entiers € x de la
forme
n=2"tpm

avec y < p <27z, P~ (m) > z. Ces conditions impliquent bien t(n: y, 2) =r,
les diviseurs de n dans (y, z] étant exactement les r diviseurs 2/p, 0<j
< r—1. On peut donc écrire sous Phypothése indiquée

1
Hxy9> Y ¥ 1s y
y<ps2l-rs mEx/p Iogzy<ps21_"zp
PT{m)>z
>y ((log z)/log y).

1
Il est a4 noter que nous wavons pas cherché a déterminer le meilleur
exposant de log((logz)/logy) dans (7.3). Lorsque » =2° par exemple, une
modification évidente du raisonnement précédent fournit
. x (log ((log z)/log y)) /log
i la place du résultat énoncé,
8. Preuve du Théoréme 2. La borne supérieure ayant été établie dans [5],

il reste & monirer la validité de la borne mfeneure Nous avons vu dans
lintroduction que Pon a

g(2ny= I(n) I{n;log2) (n=1).
De plus, pour p > 2n, on a trivialement
g{(2np) = 2g(2n)

puisque la suite ordonnée des diviseurs de 2np est constituée de deux sous-

suites adjacentes de méme structure multiplicative. Nous pouvons donc écrire -

pour x 3 22°

INCICEIDY ¥ g (2mp)

nEx melfS Jxjam<p€x{2m
I{m)
> L Im _ F  Azpo T
m<xll5 Jxj2m<p€xiim OB X < li5

et
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Le Théorgme 3 appliqué avec r = 2 et z = 2y fournit alors I'estimation

) I—%»(lagx)z‘%(logx)‘””

mgx1f3
ce qui implique directerent le résultat souhaité.

Appendice. Nous nous proposons ici de prouver le Complément du
Théoréme 0. La minoration découle immédiatement du point (ii) de la
Proposition 2 appliquée avec r =1 — le facteur & croissance lente en logy
absorbe en effet, dans le domaine considéré, Perreur commise en remplagant
E(y) par E,(y). La méthode exposée dans [9] conduit d’ailleurs au méme
résultat.

Pour ce qui est de la majoration, la méthode de [9] fonctionne sans

changement et fournit le résultat meilleur
H(x, y, 2) < x(logy) ™" (og ») ™%’

sous I'hypothése supplémentaire que y(y, z) <y, <log4-1, La difficulté est
ici d’obtenir une estimation uniforme au voisinage du point critique log4—1.
Nous distinguerons deux cas, selon que z est plus petit ou plus grand
que Z(y):=y(1+(ogy)' ~*¢*).
Si z< Z(y), on obtient le résultat annoncé en majorant simplement
e(n; y, z) par 1(n; y, 2), soit

Yy, )< x

nEx y<d Sz

Hx,y, 2 < (1/d) < x(logy)™".

S$i z > Z(y), on répartit les entiers n < x tels que &(n; y, z) =1 en deux
classes  correspondamt aux conditions £2(n; 2, z) > Alogyy, Q(n;2,z)
< Alogyy, avec A=(l1+y)log2. Liintérét d'écarter les puissances de 2
dans Q(n; 2, z) réside dans le fait que la majoration

Z U,Q(K;Z,z) & é(]OgZ)u-.1

nEg

est valable uniformément pour 0 S v vy <3, &=z Cela découle par
-exemple du Theorem 1 de [6].

Cala dit, désignons respectiverment par H, et H, les contribulions
respectives 3 H(x, y, z) des deux classes définies précédemment. On a pour
tout v, 1 <v<5/2,

H = Z Uﬂ(ngz,z)~llog23{< x(logy)u~1-llngu < X(iogy)""ﬂ(?) ‘

nEx

en choisissant v = 41 < 2.
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. De plus, pour tout w, 0 € w= 1, on peut écrire

2{n;2,z)— &l
Hy< Y w B I
nEXx dln
y<d<z
-<__ (]Og y)fllogw Z wﬂ(d;?.,z) Z wﬂ(n;z,z)
y<d=z n<xjd
<« x(log y)w— 1— Alogw Z WQ(d;Z,zJ d- 1 .
" yed<z

La somme intérieure peut &tre majorée en appliquant un théoréme de Shin
[7]. Elle est

- 1
<Z 4 cxp{w Y

.y logz 2<pgs

1
—} <(logyy~ 177

On obtient donc
H, < x(logy)™ 277" < x(log )~ 5@

en effectuant le choix optimal w =34 < 1. Cela achéve la démonstration.
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