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Sur la quasi-continuité et la quasi-continuité approximative
par

Zbigniew Grande (Bydgoszcz)

Abstract. We prove that every cliquish (d cliquish) function is the limit of a2 sequence of quasi-
continuous (d quasicontinuous) functions (4 denotes the density topology).

Soient R I'ensemble des nombres réels et T une topologie dans R.

Une fonction f: R — R est dite T quasi-continue (T cliguish) au point x € R
lorsqu’il existe pour tout nombre £> 0 et pour tout entourage Ue T du point x un
ensemble nonvide Ve U, Ve T tel que

[f@O-S()l<e

pour tout ¢t e ¥V (oscf<e).
v

Etant fixés I'ensemble mesurable (au sens de Lebesgue) 4 < R et le point x € R,
la limite supérieure

. mAnx—h,x+h])
lmsup ——7——
B0+ 2h

est dite la densité supérieure de Tensemble 4 au point x. S'il existe la limite

. m(An[x—h,x+h)
lim ——————— =

1 s
-0 2h

x est dit un point de densité de I’ensemble 4.

La famille composée de Pensemble vide et detous les ensembles 4 < .R.tels que
tout point x € 4 est un point de densité de P’ensemble A est une topologie. Cette
topologie est dite la topologie de densité (IS]) )

Désignons par T, la topologie euclidienne et par Ty la topologie de densité
dans R. Si K est une famille de fonctions f: R - R, alors B(K) désigne la famille
de toutes les fonctions f de la forme f = limf,, ol toutes les fonctions f,e K
n=1,2,... ne - .

Désignons par Q (Q,) la famille de toutes les fonctions T, quas1-con?1m.1es
(T; quasi-continues) et par P (P;) la famille de toutes les fonctions T, cliquish
(T cliquish). :


Artur


168 Z. Grande

Dans cet article je prouve que
P=B(0), P;=B(Q) et (BP)

est la famille de toutes les fonctions ayant la propriété de Baire par rapport 4 T,
(par rapport & Ty).

TrfOREME 1. On a B(Q) =

Preuve. L'inclusion B(Q) < P résulte du Corollaire 7 de Iarticle [1] (comparer
également [3], th. 5). Démontrons encore 'inclusion P < B(Q). Soit f: R — R une
fonction T, cliquish. Sans restreindre la généralité on peut supposer que la fonction f
soit bornée sinon on peut considérer la fonction arctg £ Puisque la fonction f est
pongtuellement discontinue ¥, il existe un ensemble résiduel 4 = R du type Gy tel
que la fonction réduite f; = f|4 est continue.

11 existe aussi une fonction bornée 4: R — R de premiére classe de Baire telle
que A= {xeR; f(x) = h(x)} ([4], 341-342). Soit g = f—h. Si g = 0, la fonction
J = h est de premiére classe de Baire et la preuve est évidente. Supposons donc que
{x: g(x) # 0} # @. Tout ensemble 4, = {x & R: oscillation de la fonction g au
point x est >1/n} (m=1,2,..) est fermé, nondense et 4, = 4, < ...

Soit M un nombre positif tel que |g (x)| < M pour tout x € R. Fixons un nombre
naturel 7. Il existe des suites ([,), (k = 1, ..., n) d’intervalles fermés telles que:

(@) Ligmy O Ly, = 0 lorsque ky # k, ou bien my # my;

() Lyynd, =0 pour tous k=1,..,netm=1,2,..;

© L,< LiK(x, Im)pourtout m = 1,2, ..etk=1,...

xedx

la sphére ouverte de centre x et de rayom 1/n);
(d) toute suite (Z,,), (k = 1, ..., n) est convergente vers ensemble Ay (, — 4),
Cest-d-dire 4, = CI( U D) etsi x = lim x,, ol x,, € I, (m = 1,2, ...), alors x € 4.

g

Afin construire telles suites (Jp)m=1 (k = 1
des composantes des ensembles

B(@),

,n (K(x, 1/n) désigne

s wo, B) il suffit de choisir dans chacune

k-1 o
{xe R l+1<inf{lx—y|: ye 4} <1} ~dy— U U I
i=1 m=1

(I=n,n+1,..;

pourtoutk=1,..,netm = 1, 2, ... une fonction continue gy, : Ik,,, 5 [—(k—D"1,
(k—1)"1] telle que Giou(®) = 0 lorsque x est une extrémité de Iy,.
De méme il existe pour tout m = 1,2, ... une fonction continue

k= 1,..,n) un intervalle fermé disjont avec A,. Il existe aussi

sur
Iim: Ilm —-* ["Ma M]

@) 11 résulte de la définition de la fonction cliquish, qu'il existe pour tout ensemble nonvide
UeT, une suite d’intervalles fermés LU tels que L+ cIntly, osc fLlntn=1,2,..),
In

hm d(I,.) O(IntZ, désigne Pintérieur de I,. et d(I,) désigne le diamétre de.I,). Le point x & ﬂ I
n=y
est un point de continuité de la fonction r

icm
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telle que gy,(x) = 0 lorsque x est une extrémité de I,,,. Posons

Gun(x)  lorsque xel, (k=1,..,net m=1,2,..),
g(x lorsque x€ 4,,
6. = 70 lond
n ]
0 lorsque xe R— U U Lyp— 4, .
k=1 m=1

La fonction g, est continue en tout point de 'ensemble R—4,. Si x € 4, —d,_,
(1 <k<m), il existe une sous-suite (I,); convergente vers x (c’est-3-dire Ia suite de
toutes les extrémités des intervalles I, est convergente vers x). Fixons un nombre
&> 0 et un entourage ouvert U du point x. Puisque x € 4;— 4,4, on a k™! < g ()]
< (k—1)"*. Hexiste un intervalle I, = U. Mais g,(%,,) = [—(k=1)"1%, (k—1)"1],
il existe donc un intervalle ouvert nonvide I I, = U tel que

19, = gu(X)| = 1g,)—g(x)| <& pour tout uel,

d’otl il vient que la fonction g, est quasi-continue au point x. De méme on prouve
que la fonction g, est quasi-continue en tout point de ’ensemble 4. La fonction g,
est donc quasi-continue en tout point. Démontrons encore que la suite (g,), est
convergente vers la fonction g. Fixons un point x et un nombre ¢ > 0. Si x ¢ {J 4,,,

n=1
on a g(x) = 0. Soit », un indice tel que 1/ny <e. Puisque x & 4, et 4, est fermé,
il existe un indice k> nq tel que x¢ () K(z, 1/k). Il en résulte que

tedn,

19,3 < 1/ng<e pour mzk.

Si x e | 4,, il existe un indice k tel que x € 4, et par conséquent g,(x) = g(x) pour
" i

tout n k.

La fonction & étant de premiére classe, il existe une suite de fonctions continues
h,: R— R convergente vers la fonction A. Posons, pour n=1,2,..,f, = g,,+l1,,
et remarquons que toutes les fonctions f, sont qua51-cont111ues et que lim f, =
La preuve est donc achevée.’ ‘ e

THEOREME 2. La famille B (B(Q)) se compose de toutes les fonctions f: R— R
ayant la propriété de Baire.

Preuve. En désignant par D la famille de toutes les fonctions ayant la propriété
de Baire, on a évidemment

B(B(Q)) =

Démontrons encore que D B(P). Sife D, il existe un ensemble régiduel
A4 = R dutype Gyet tel que la fonction partielle f/4 est continue. Ona R—4 = 9 A,,

B(P)<=D.

ol tous les ensembles 4, (n =1,2,..) sont fermés, nondenses et 4, = A, ...
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1l existe une fonction g: R — R de premiére classe de Baire et telle que £(x) = g(x)
pour tout x e 4 ([4], 341-342). Posons, pour n = 1,2, ...,

_{f@® lorsque xe 4,
56 = {g(x) lorsque x & R~ 4,

et f=lim f.

n-*co

et remarquons que f,€P pour n=1,2,..

ExeMPLE 1. Si la topologie T'se compose de tous les ensembles 4 = R dont
les complémentaires R—d sont dénombrables et de I'ensemble vide et si Qu(Py)
désigne la famille de toutes les fonctions 7" quasi-continues (T cliquish) f: R ~ R,
ona B(Qr) # Pr, puisque Oy ne contient que les fonctions constantes et P, contient
certaines fonctions nonconstantes.

THEOREME 3. On a B(Qr,) = Py,.

La preuve de théoréme 3 s’appuye sur le lemme suivant:

LemME. Soient 4 = Run ensemble du type G5, de mesure zéro et Us A un ensemble
ouvert. Il existe une suite d’ensembles mesurables A, U—A (i =

(@ dindy=0pour i #j(G,j=1,2,.):

(b) la densité supérieure de tout ensemble A, (i = 1,2, ...) en chaque point xe 4
est positive:

(c) tout ensemble 4, (i = 1,2,
de ses points;

2,...) tels que:

...) est de densité supérieure positive en chacun
@

(d) Pensemble R— A- U Ay est de densité supérieure positive en chacun de ses
points.

Preuve du lemme. Puisque 4 est du type G;, de mesure zéro et A4 = U, il

« . @
existe donc une suite d’ensembles ouverts U; (i = 1,2, ) tels que 4= (U,
ja=

UoU;oU,... et quels que soient i=1,2,.., et une composante ouverte I de
lensemble U;, on a m(I-U;,,) > 0.

Fixons un indice naturel i et une composante ouverte 1;; de I'ensemble U;. 1l
existe des ensembles mesurables

Ayts s g Iy=Upyy

disjoints deux & deux, de densité supérieure positive en chacun de ses points et tels
que:

et

Ui k=1, ..., n);
kylAijk'" Ui ) > 47 m(Iy— Uss s
*Cldyely (k=1,2,..,1);

4° six e Ij est un point de densité de 'ensemble Ay (k=1,..,0,onaxed;.
Posons, pour k =1, 2, ...,

° m(dip) > 274 (I, —
i
2° m(l,—

w

Ay =y UAijk
ik j=
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Tous les ensembles 4, (k = 1,2, ,..) sont contenus dans U; — 4 « U~ 4, mesurables
et de densité supérieure positive en chacun de ses points. De 1° résulte que la densité
supérieure de Pensemble A, en tout point xe 4 est >27*1,

o0

D’aprés 4° ensemble U, — (] 4, est de densité supérieure positive en chacun
k=1

de ses points. Si x est une extrémité de certaine composante de Pensemble U, il
o

résulte de 3° que l'ensemble U, — U Ap—A est de densité supérieure posmve au

0

point x. Enfin, si x& R~ U Clr;, 11 1e~,ulte de 2° que 'ensemble R— A4 — U A, est

de densité supérieure posmvc au point x. La preuve est donc achevée.

Lapreuve duthéoréme 3. Soit f'e Py, une fonction. La fonction fest mesu-
rable. Sans restreindre la généralité on peut supposer que f soit bornée. Il existe
une fonction bornée g: R — R de deuxiéme classe de Baire égale presque partout & f.
Soit & = f—g. La fonction / est bornée et égale & zéro presque partout. Il existe un
ensemble 4 du type G; et de mesure zéro tel que

{1 h(x) #0}c=4.

o
Soit (U}); une suite d’ensembles ouverts telle que A = () U; et U;> U,> ... Fixons
i=1

un indice naturel 7. En posant dans le lemme U = U,, il existe une suite d’ensembles
Ay (k= 1,2, ..) satisfaisant & toutes les conditions de ce lemme (lorsque 4, = 4y
Soit M >0 un nombxc tel que Jh(x)] < M pour tout x € R et (2 une suite de tous
les nombres rationnels de lintervalle [—M, M]. Posons

23 pour xed, (k=1,2,..),
hy(x) = {B()  pour xed,
0 pour x€ R—Ad— ) 4.
x

1l résulte du lemme et du théoréme 1 de [2] que toute fonction /, (n=1,2,...)
L]

est T, quasi-continue. Puisque, de plus, 4 = ﬂ] Uyet UynUp> ...,onah = 11_1330 Iy,
n

La fonction g étant deuxiéme classe de Baire, il existe d’aprés le théoréme de

Preiss ([6]) une suite de fonctions g,: R — R (n =1, 2,...) T, continues telle que

g =limg,. Toutes les fonctions f, = g,+#, (n=1,2,..) sont donc Td. quasi-

F il
continues et .

f=g+h= hm gp+lim kb, = lim f, .

n-+co n—+oo

La preuve est donc achevée.
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Strongly discrete subsets in o*
by

R. Frankiewicz (Gliwice) and P. Zbierski (Warsza\;va)

Abstract. We prove that the statement: “D = D for each strongly discrete subset DS w*
with |D| = w,” is consistent with ZFC+MA. We also give an example of a B-ideal over o which
cannot be extended to a P-point.

0. Tt is well known that if D is a countable discrete subset of the remainder
o* = Blol\w, (Blw] = the Stone-Cech compactification of the discrete space w),
then the closure D in w* is (homeomorphic to) the space ff[w], or equivalently, D is
C*-embedded in w*.

In this paper we turn our attention to discrete sets D < o* of cardinality w,.
Under the consistent assumption 2%° = 2°%, the space fw,] (the Stone—Cech
compactification of a discrete space of cardinality w,) can be embedded into w*.
Hence we may ask whether D = D for discrete D with |D| = o.

Balcar, Simon and Vojtd§ [1981] constructed a discrete set D = w*, |D| = w,,
having the following property: there is a point x € * such that each neighbourhood
of x contains all but countably many points of .D. Obviously, D s 8D for such a D.
Hence we shall consider strongly discrete D in the following sense: there is a family
of pairwise disjoint closed-open neighbourhoods, each containing a single point of D.
Note that each countable discrete set D is strongly discrete. :

The main result of this paper is the following .

THEOREM. Assuming the consistency of the Zermelo—Fraenkel set theory ZFC,
there is a model of ZFC plus Martin’s Axiom in which the closure D of each strongly
discrete set D < w*, |D| = w,, is homeomorphic to D (i.e. D is C*-embedded in a)*)
In addition, 2°° = w, and Blw,] is not a continuous image of w*.

It can be proved, that the theorem fails in 2 model obtained by adding o,
Cohen reals.

1. We represent f3[w] as the space of all ultrafilters over o with the Stone to-
pology. The remainder w* = f[w]\w consists then of all nonprincipal ultrafilters.
The basic open-closed neighbourhoods are of the form 4* = Anw*, for an 4 S,
and A* consists of all nonprincipal ultrafiliers containing the set 4. Let
D = {F,: « <} be a strongly discrete set of cardinality o,. According to the
Taimanov Theorem (Engelking [1968]) in order that D = fD it is sufficient that,
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