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Les propriétés de réduction et de norme
pour les classes de Boréliens

par

A. Louveau et J. Saint Raymond (Paris)

Résumé. We determine which Borel Wadge classes possess the reduction property. We show:
they all possess the norm property, and between them some mixed reduction property.

Nous travaillons dans cet article sur I’espace de Baire @® des suites infinies
d’entiers, muni de la topologie usuelle. Une famille I" de parties de »® est une classe
si pour tout 4 eI et toute fonction continue f: w® — w®, f~*(4) e I. Notons
A = ©°\4 le complémentaire de 4 < w®. La classe I'= {4: AT} est la classe
duale de I', et A(I') = I'n I la classe ambigué associée & I

Parmi les propriétés structurelles étudides sur les classes, deux propriétés ont
joué un roéle primordial, dés les débuts de la théorie descriptive, les propriétés de
séparation et de réduction. Une classe I' a la propriété de séparation si toute paire
d’éléments disjoints dans I" peut &tre séparée par un élément de A(I'). La classe I”
a la propriété de réduction si étant donnés A et B dans I', on peut trouver 4’ et B”
disjoints dans I, contenus respectivement dans 4 et B, et de méme union.

La classe 21 des ensembles analytiques a la propriété de séparation (Suslin),.
et la classe I} = 271 des coanalytiques la propriété de réduction (Luzin). Parmi
les classes de Bo1éhen les classes de Baire multlphcatwes (H ) ont la séparation
(Sierpiniski) et les classes de Baire additives (L‘g) la réduction (Kuratowski).

Dans ce qui suit, nous ne considérerons que des classes I' de boréliens, et qui
ng sont pas ambigués, i.e. I' % I Soit # (pour Wadge) 'ensemble de ces classes.
D’aprés les travaux de Wadge [W], si I'e #, tout ensemble de I\I" engendre, par
P1ézmagc de fonctions continues, la classe I', et I' admet un ensemble universel
(dans w®x w®, identifié & »®). De plus, I' peut étre engendrée & partir des suites.
d’ouverts de @ par une opération de Hausdorff borélienne.

La propriété de séparation pour les classes de #" a.été étudiée par van Wesep
[vW] et Steel [St]. Le résultat principal, d 2 Steel, est que pour tout-I'e W, exacte—
ment une des deux classes I, I’ posséde la propriété de séparation.


Artur


224 A. Louveau et J. Saint Raymond

11 est trés facile de voir que si I' a la propriété de réduction, alors I a la pro-
priété de séparation, et qu'une classe ayant la propriété de réduction et admettant
un universel ne peut avoir la propriété de séparation. Si donc nous notons
COSEP = {I'e #': I' a la séparation} et RED = {I'e #": I a la réduction}, on
a mnécessairement RED < COSEP. Par ailleurs, cette inclusion est stricte (van
Wesep [vW]). Le premier but de ce travail est de décrire explicitement les classes
de RED, en fonction de la description explicite de toutes les classes de %", faite
par Louveau dans [Lol.

Dautres propriétés structurelles des classes ont été étudides en théorie des-
criptive. Une classe I'a la propriété de w-réduction si pour toute suite (4,) d’éléments
de I' il existe une suite (4;) d’éléments deux-d-deux disjoints dans I', avec 4, < 4,
pour tout n, et de méme réunion. C'est clairement une propriété plus forte que la
réduction; et les classes [T 1 )52, ont la @-réduction (Kuratowski).

Une autre propriété structurelle trés importante, implicite dans les travaux
de Luzin et Sierpinski sur les ensembles IJ 1, et explicitée par Moschovakis [M],
est.la propriété de norme, qui est a la base de la plupart des développements récents
en théorie descriptive. Une classe I" a la propriété de norme s’il existe, pour tout
élément 4 de TI', unc application ¢ de 4 dans les ordinaux (une I-norme sur A)
qui est telle que les deux ensembles suivants:

<*={(, Pea®xo”: aed et (BEA ou (@) S(B)} ot
<*={(a,Pew’xa": aed et (B¢ A ou o) <))}
sont dans I

11 n’est pas difficile de vérifier que la propriété de norme entraine la propriété
de réduction. Et les classes IT L, gg, ont la propriété de norme (Moschovakis [M]).

Nous montrons dans cet article que les classes de #~ qui ont la propriété de
o-réduction, et celles qui ont la propriété de norme, coincident avec les classes
ayant la propriété de réduction. En fait, nous montrons que pour les classes I'
dans COSEP, ces différentes propriétés sont équivalentes & la propriété beaucoup
plus faible suivante: Il existe dans I' une paire d’ensembles disjoints 4 et B telle
que pour toute autre paire 4, B’ d’ensembles disjoints dans T, il existe une fonction
continue f: o® - o avec 4’ = f1(4) et B = f~)(B). Nous ne savons pas s'il
s’agit d’un phénomene général pour les classes non ambigués, méme avec des hy-
pothéses supplémentaires de détermination de jeux. Finalement, nous établissons
€galement, pour les classes de RED, des propriétés de (w-) réduction mixte entre
elles.

Nous remercions le référé pour avoir attiré notre attention sur une inexactitude
dans la démonstration du théoréme 20.

Nous allons tout d’abord rappeler briévement ’analyse des classes de %, due
essentiellement 2 Wadge, telle qu'on peut la trouver dans Louveau [Lo]. Le point
de départ est formé des classes de Baire Z,,. et 17 I;, et on obtient toutes les classes
en appliquant itérativement les opérations suivantes.
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DermNITION 1. (2) Pour ¢ 1,11, 4e D (Eé) s’il existe une suite croissante

(Ag);<y densembles 2§ telle que 4 = |J {A;\ U A; {<n, { et n de parité diffé-

rente}.

(b) Pour £=1 n>1, I' une classe, 4 e Sep(D,(ZD), I') si

= (donCr)u(4;n éo)

avee Coe Dy(Z), dge I et 4, €T,
(©) Pour £21, n>1, I, I" deux classes, Ae Bisep(D,(Z), I, I") si
= (AyN Cp)u(d, nCt)u(B\(Coucl)) avec C,, C, disjoints dans ,,(Z‘;),
Aocr Ajeliet BeI.
(d) Pour £ =1, (I') une suite de classes, 4 € SU(E,:,( D)) si 4 = U (4,nCp)

avec (C,) deux-d-deux disjoints dans )24 et 4, € I';. Lensemble C = U C est appelé
une enveloppe de 4.
(e) Pour £21, n =1, I, une suite de classes, I" une classe,
Ae SD,,(SU(E?, (), ) si 4= ;EJ (Ag\;U;C;')U(B\;U C,) ot 4, e SU(E?,(I’,,))
n < <n

et C; est une enveloppe de 4, C; S 4, pour tout {, et Be I

Pour obtenir les classes de #” & partir des opérations précédentes, nous allons
restreindre les opérations autorisées. Bt comme les restrictions ne dépendent pas
seulement (a priori) des classes sur lesquelles les opérations sont effectuées, mais
de la fagon dont ces classes ont elles-mémes été obtenues, nous devons travailler
sur des “codes”, appelés descriptions dans [Lo], et qui apparaissent comme des
éléments e o] qui “contiennent I’information” nécessaire pour reconstruire une
classe donnée I',. Pour chaque tel code u, ’ordinal #(0) joue un réle trés particulier.
Nous I'appelons le niveau M%) de la description u. Dans ce qui suit, les éléments
de w? sont parfois vus comme des paires {u,, 1;) € W7 X WY, ou comme des suites
(1,) € (0V)* — par des bijections fixées une fois pour toutes entre w+w et w, et
entre w X @ et o, respectivement,

DEFINITION 2. Les relations “u est une description” et “u décrit la classe I,
écrites “ue 9" et “I', = I', sont définies inductivement comme les plus petites
relations satisfaisant les conditions suivantes:

(0) Si u(0) =0, ue @ et I, = {B}.

WOSiu@=¢zLul)=1ctu@=n2Luedetl,= ,,(Z)

(2) Si f>l nel et uted avec u¥0)>¢, alors u= E2nured et
Ly = SG]‘)(D,,(ZT:), u“)

@G Si &z, 921, Uy et ule@ avec up(0)> &, uy(0)=¢ ou ul(O) =0, et

Iy, & A(T,,), alors u = &3 (uy uy) est dans D, T, = Blsep(D,,(Eg), uor Lug)e

(4) Si €31, (u,) est une suite dans 9 telle que pour tout n I, S A( Tue)s
et ou bien Vn u,(0) = & >1§ ou bien &, = u,(0) est une suite strictement croissante
et supé, > ¢ alors u = &4 Cu,: new) est dans I, et I, = SUEE, (1)

BG)Sit=lL,n=luet ule.@et uy(0) = &, u,(1) = 4, u1(0)>§ouu1(0) =0,
et I, < A(L,), alors u=£'5n " (ugs uyy est dans @, et I, = SDy(Tuy, Iu)-
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THeOREME 3. (cf. Louveau [Lo]). Une classe I' est dans W si et seulement si il
existe une description ue @ telle que I' = I, ou I' = I',. En fait {Ty: ue D} est
exactement Pensemble COSEP des classes I' de W telles que I a la propriété de
séparation.

Note. La premiére partie du résultat précédent est essentiellement due & Wadge
[W], en des termes assez différents. La seconde assertion est énoncée sans démon-
stration dans [Lo]. La preuve en est facile par induction, et laissée au lecteur. Nous
ne 'utiliserons pas dans la suite.

L’autre résultat fondamental sur #°, dd & Wadge (cf. Wadge [W], Martin,
Louveau-Saint Raymond [LSR]), est que linclusion est un bon ordre sur
{roi: rews}. :

Aprés ces quelques rappels, nous commengons par préciser la notion de niveau.
Tel que nous 1’avons défini, le niveau parait dépendre de la description u d’une
classe, non de Ia classe décrite. Nous allons voir qu’il n’en est rien, en reliant le
niveau de u & des propriétés intrinséques de I

Soit I' une classe, et £>1 un ordinal dénombrable On note A: PU(D)
la classe des ensembles de la forme U (4,0 C,) olt 4, e I' et (C,) est une partition

de »® en’ensembles A° Et on dit quc I' est close par A,,-umons partitionnées si
A‘5 PU(I) =TI Dans [Lo], Louveau montre que si u est de niveau &> 1, I,
est close par Ag-umons partitionnées. Nous allons affiner ce résultat plus loin.
Les classes {@} et {w®} sont par définition de niveau 0.
A partir de maintenant, nous supposons que A° & I'. Soit donc I'e #". Nous
déﬁmssons

2fI) = sup{¢] 45~PU(I) = I'}.

Si I'est une classe dans #” et 5 > 0 est un ordinal dénombrable, on note I', la classe
n-expansée de T, la classe définie comme I’ensemble des f~1(4) ol f: 0® — w® est
de classe de Baire 5 et 4 appartient & I. Dans [LSR], nous montrons que si u est
de nivean 1+7, la classe I, est de la forme (I,.)" pour une description #* de niveau 1.
Il est donc naturel de poser, pour toute I'e %

Ag(T) = sup{l+n: I' = (I,)" pour une classe I'ye ¥} .

Si D est une partie de 2°, I'opération de Hausdorff de base D, notée encore D,
est définie de la fagon suivante: Si (4,) est une suite de parties, A = = D((4,)) est
définie par a€ 4+ {new: a e 4,} € D. Si I est une classe, on note D(I") la classe
des D((4n)), ol (4,) est une suite d’éléments de 1" Tl n’est pas difficile de vérifier
que le théoréme 3 montre en particulier que toute classe I' de % s'éerit I' = D(E )
pour une opération (nécessairement borélienne) D convenable. On définit, pour
I'ew

Ag(T) = sup{¢: ADc2®° I' = D(Z} .
Finalement, notons pour I'e %

Ap (1) = inf{l] Jue D (Aw) = & et (I'= I, ou I' = I}))}
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et
A3 (r)=sup{él Jued (Aw)=¢et ('= I, ou I' = )} -

Ces considérations fournissent, pour I'e %", I' contenant A° 45, cinq notions intrin-

séques possibles de niveau. Nous allons montrer que ces cing notions coincident.
Notons #"* = {I'e W', 4] < I'}.

LuMME 4. Pour I'e W'*, Jp(T) = Ay(D).

Démonstration. Il suffit de voir qu'une classe I' est engendrée par les suites
d’euscmblcs ZM,, si et seulement si I' = (I')" pour une classe Iy convenable. Si
S @® = «® est de classe de Baire # et (C,),e,, €5t une suite d’ouverts, les ensembles
b 1(C’,,) sont 39 34y Inversement, si (B,,) est une suite de 39 Ziep il existe un fermé F
de ®®, une fonction bljccuvc fde o” sur F, de classe # et d’inverse continue, et une
suite (C,,) d’ouverts de »® avec B, =f~YC,nF) (cf. [K]).

Si I'= (I')" avec Iy e W, il existe D<=2° tel que T, = D(}:l), et @’ apres le
premier fait ci-dessus, I’CD(EH,,) Réciproquement si 4 = D((B )) avec B, & ):H,,
et (f, F, C,) sont associés & (B,) par le second fait, on a

4= D(f4C,) = (DG,

donc del' et I' = D(EH,,) Si maintenant I' = D(Z“.,,) pour une opération D,
et si on note Iy = D(ZL), la classe I'; est une classe de boréliens, et posséde un
universel (l’ensemblc D((A,,)) ol (4,) est une suite d’ouverts universelle pour les
suites d’ouverts), donc est dans % (et différente de {@} et {®”}!). Le méme ar-
gument que précédemment montre que I' = (I)". W

LemME 5. Pour I'e W'*, lg(I) < Ac(D).

Démonstration. Soit & tel que Az(I") > €& 1 existe donc une opération D
qui engendre I' & partir des XHI Si (C,) est une A,:+ s-partition de w®, et 4,e I,
il existe des cnsembles A, dans Zg.y avec 4, = D((A,, ©x). Posons

Ak = U(CnnAn,k)'

Chaque Ay, est 24., 1, ¢t clairement 4 = D(4;). Donc A€ I, i.e. I' est close par
A¢+ -unions partitionnées, et & < Ag(l"). B

~

Il est immédiat que Ay < A5 .
LuMME 6. Pour I'e W', A (1)< Ag.

La démonstration de ce lemme se trouve dans [Lo] — et est trds facile par
induction: on définit, pour u de niveau ¢ = 1+7; une description »* telle que
(Iw)" = I',: Intuitivement, »* est obtenue '3 partir de » en remplagant chaque
ordinal de miveau 1+¢ dans u par 1+{ tel que 149+ = 1+L.

1l reste & montrer que Ag<Ap. Pour cela, nous utilisons le lemme suivant,
qui est plus précis que ce qui est nécessaire ici, mais qui sera tilisé plus loin.
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LeMME 7. Siue D avec u(0) = £ 2 1, et A € T, il existe une partition dénombrable

(B)icr de 0 en ensembles gg telle que, pour tout i, AN B, soit — ou & — ou B, —
ou un ensemble d’une classe I'y de niveau> & contenue dans A(T,).
Puisque les classes de niveau > £ sont stables par intersections avec les ensembles

gg et que tout 3 est union dénombrable de 113 disjoints, il suffit de montrer exis-

tence d’'un ordinal dénombrable y et d’une famille croissante (Cp);<, d’ensembles
z3 avec C, = w® telle que, pour tout { An(C,\ U Cp) soit — ou & — ou
~ r<g

(C;\cUc Cp) — ou dans une classe Iy de niveau > ¢ contenue dans A(I). Ceci
<

se fait par induction sur u € 9. Les cas ot u(1) = 1, 2, 3 sont immédiats en prenant

y = u(2) pour u(1) = 1ou 2,y = u(2)+u(2) pour u = 3, et pour (Cy); <, les ensembles.

39 intervenant dans les ensembles D,(Z§) séparants.
Montrons-le si u(1) = 5, le cas ot #(1) = 4 en étant un cas particulier. Alors

I, = SD,,(SU(E?, (T,)), I) avec u,(0) > &, (I,,) strictement croissante, et w¥(0) > &

(Ou 0)’ Twe U Fun‘
"

Si deT,, il existe une famille croissante (Cp);<, de Zg, pour chaque { une
partition (W, ), e de Cyen go , et pour tout ({, n) un ensemble 4, I, contenu
dans Wy ,\ U Cotels que 4 = (U 4;,,) u(d*\ U Cp avec 4* € I, Par hypothése

(234 4 {<n

i
d’induction il existe une famille croissante (Cf);<y d’ensembles Xy avec Ci = o
telle que pour tout { (CI\ U C§) N A* soit — ou @ — ou (CA\ | C) — oudans.
o< 0<{

une classe de niveau > ¢ inférieure & I',e donc & I, Si on pose

Epin=(U Cu(l W,,) sil<y
0<g psn
Eypig = (OU; Co)u C si E<y*
<

et y = n-o+y*, on obtient la famille (E),<, cherchée.
THEOREME 8. Si I' est une classe dans W', avec A3 T, on a
26(T) = 2(T) = 3(T) = 25(T) = 23(2)..

En particulier, tous les suprema des définitions sont atteints. Nous noterons dorénavant

AT la valeur commune de ces niveaux.

11 reste & voir que A(I) < /Jp(I"), d’aprés les lemmes 4, 5, 6.

Quitte & remplacer I' par I, nous pouvons supposer JI'= I, avec
Ap(I) = u(0) = &, Supposons que A,(I') > ¢, i.e. que I' — et donc I — est close
par 4g+ 1-unions partitionnées. Par le lemme 7, si A€ I, 4 est une A2+ j-union
partitionnée d’ensembles dans A(I"), et donc A € Agﬂ —-PUD) = I, Ceci contredit
le fait que I' n’est pas ambigué. M

Nous introduisons maintenant les notions de paire réductrice pour une classe:

I'e W et de réduction faible.
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Soit I'e W', A, et A4, deux parties disjointes de w®. On dit que (dg, A;) est
une paire réductrice pour I'si, pour toute paire (Bo, By) de parties disjointes appar-
tenant & I, il existe une fonction continue f: w® — w® avec F(4o) = By et
fH(41) = By

On dit que Ta classe I'a la propriété de réduction Jaible si elle n’a pas la propriété
de séparation et s'il existe une paire (4o, 4,) d’éléments de I qui est réductrice
pour I' :

TrEOREME 9. Si I' a la propriété de réduction, il existe une paire (4q, 4,) délé-
ments de I' dans o® x o qui est universelle pour les paires disjointes &’éléments de T

Soit H un ensemble universel pour I'. Si

Ao = {(@, o, B) € 0" x 0®x 0% (o, o) e H}, et
3 = {(& Bos By) € 0" x0° x 0°: (a, By) € H}

et si on identifie 0” x 0® & @, (4§, 4)) est une paire d’éléments de I' dans v® x &®
qui est universelle pour les paires d’éléments de I'. Si la paire (4o, A,) d’€léments
de I' réduit la paire (4o, 4;), on vérifie aisément qu’elle est universelle pour les.
paires disjointes d’éléments de I

THEOREME 10. $"il existe une pawe d’éléments disjoints de T' universelle pour
les paires disjointes, I' a la propriété de réduction faible.

Il est clair qu'une paire universelle pour les paires disjointes est réductrice.
De plus, si I' avait la propriété de séparation, il existerait un élément B dans A(I')
qui séparerait Ay de 4;. Il est clair alors que B serait universel pour A(T'), ce qui
est impossible d’aprés ’argument classique de la diagonale, '

Pour “la plupart” des classes I', I’hypothése qu’existe une paire réductrice:
entraine que I' est dans COSEP,

En effet, si I' a la propriété de séparation et si (g, 4,) est une paire réductrice,.
tout élément B de A(I") qui sépare 4, de A, doit étre complet pour A(T"); il en résulte
que A(I") est une classe de Wadge ambigué. En particulier, si I" est de niveau > 2,
ceci est impossible, par les connaissances générales sur les classes de Wadge (cf. [Lo]).

Néanmoins, on peut voir qu'il existe des paires réductrices pour IT {, par exemple.

Pour donner un critdre de type ensembliste pour qu’une paire soit réductrice,.
nous définissons maintenant la propriété (s). On dira que deux paires disjointes
(dg, A;) et (By, B)) ont la propriété (x) si A,nBy =D et 4;,nB =@ et
Adond;nB,nB, = @.

THEOREME 11. Soient I'e W et (A,, A,) une paire de parties disjointes. Si (dg, A1)
n'est pas réductrice pour T, il existe une paire (By, By) d’éléments disjoints de I' telle
que (do, Ay) et (By, By) aient (x). Inversement, si I' est de niveau >2, et §'il existe
une paire (By, B,) d’éléments disjoints de I' telle que (Ay, Ay) et (By, Bj) aient (+),
(4o, 4;) nest pas réductrice pour T.

Si (4, 4,) n'est pas réductrice, il existe une paire (Co, Cy) d’éléments disjoints
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de I'pour laquelle n’existe aucune fonction continue f: ©® — w® avec f ~*(4,) =

et f~Y(4,) = C;. On considére le jeu suivant, oil le joueur I joue xew® et le
joueur II joue few®, et ou II gagne si

(@eCy«Pedy) et (xeCi—fedy).

Ce jeu est borélien, donc déterming, et si I avait une stratégie gagnante, cette
stratégie définirait une fonction ftelle que Co = f~*(4y) et Cy = f~%(A,), ce qui
est impossible. Donc I a une stratégie gagnante, qui définit une fonction g: w® — ®
telle que g~ N Co)ndy =D, g~ C)nA; =B et g™ ConlDN(dond,) =0
Donc By = g~ 1(C,) et By, = g~ *(Cy) sont disjoints, appartiennent & I', et (4,, Ay)
et (Bo, By) ont ().

Supposons maintenant que A(I) > 2, que (4o, 4;) est réductrice et que (4, 4,)
et (B,, By) ont (), et cherchons une contradiction.

On identifie 2 X = (o U {~1})°, et on considére G = {oce(w w {=1)*:
{n:o(m) # ~ 1} est infini} qui est Hz dans X et l'application ¢: G — ® qui 3 un &

associe la suite de ses termes distincts de — 1. Cette application ¢ est continue, Done

©~Y(By) et ¢~ 1(B;) sont les traces sur G d’éléments de I': en effet, il existe une
opération de Hausdorff D telle que I' = D(Z ). Alors il existe pour i = 0, 1 une
suite d’ouverts (U,,),,w telle que B, = D(( Uh). Et pu1sque @~ YUY est ouvert
dans G, il existe ¥, ouvert de X tel que VNG = o~ YUY, Alors

¢"'(B) = D((Va)nG.

Puisque I est de nivean =2, il existe une classe I'™* et un 7 1 tels que 7 soit
la classe n-expansée de I, Il existe donc une fonction Y de classe de Baire # de X
dans &, un fermé F de o® et deux ensembles By et B} dans I'* tels que G = ™ !(F)
6t que z//‘l(B(’,*) (resp. ¥~1(BY)) soit un ensemble dans I' dont la trace sur G est
®~Y(By) (resp. ¢~ YB,)).

Alors, si p est une rétraction de w® sur F (c’est-3-dire une application continue
de & dans Ftelle que p(a) = o pour « & F), les ensembles B}* = p~1(B}) (i = 0, 1)
sont dans I'*, disjoints, et ont méme trace sur F que B}

=y~1(B), on a ¢~Y(B) = BjnG, B,eI'et BonB‘ = @,

Puisque (4o, 4,) est réductrice, il existe @ X — o® telle que £~ 4(A,) = B} et
F7X(4y) = Bj. On peut alors déterminer une I-stratégie 7: (& U (=P wu{~1}
telle que, pour ae X, (@) € G et o(7*(x)) = f(e). It suffit d’intercaler des tormes
(=1) entre les coordonnées de f () de sorte que la p™™ coordonnée de & soit joude
a un coup d’indice ¢ assez grand pour que

(Brg=aty) ~ (f@)(®) =/ (B)(P).

Si Y est la Il-stratégie: {u(0), ..., a(n)> — a(n), les s ratégies v et ¥ construisent
ensemble un o e X tel que *(c}) = «, donc ¢ e G, Si (o) e By, o€ By,

(") = o(@) = f(@) € 4, .
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De méme si (o) € By, a€ B et f(5) = o(t*()) = p() € 4. Et si ¢(2) ¢ By U B,
f(@) = (p(-c*(ot)) = @) ¢ douA4;. Bt ceci est impossible puisque (do, 4;) et
(By, By) ont (%).

Ceci achéve la démonstratlon du théoréme. M

Soit I'e #". Nous définissons la classe RedI' comme la plus petite classe
A e COSEP qui contienne I" et pour laquelle il existe 4, et 4, disjoints dans Au A
tels que la paire (dy, 44) soit réductrice pour I'.

Notons d’abord qu’une telle classe existe car, pour un &< w,, on a 1’::)3,_-
et puisque Z,; a la propriété de réduction, donc de réduction faible, une paire
réductrice pour 270 est réductrice pour I

W, ()< A(Red I).

Supposons que A(I") > & = A(Red I'). Soit (4y, 4,) unec paire réductrice pour I,
avec Ay, 4, e Red I'u(Red I,

D’aprés le Jlemme 7, il existe deux partitions (C,) et (D,) de w® en gg telles que
chaque C,, N4, (resp. chaque D, 4,) soit, ou &, ou C,, (resp. D,) ou appartienne
a une classe de niveau = &4-1 inférieure & I'" = Red I'.

Alors les (C,,N\ Dy yeo forment une partition en gg telle que chaque
E, .= C,nD, coupe 4, et 4y en @, en E, , ou en un ensemble d’une classe
de niveau > &-+1 inféricure & I7. Il en résulte que (4o E, ,, A3 E,,,) n'est
réductrice pour I' pour aucun (w, n). Il existe donc, d’aprés le théoréme 11, une
paxre (B,,.,,,B,,,',,) d’éléments disjoints de I' telle que (dpN Epps AN E,, 5 et
(B,,,,,,, ,,,,,) ait (%). Et si on pose

BO = U Br?l,nnEm,n ’ Bl = U B:t.nnEm,n
mn mn
on vérifie sans peme que (Ao, 4,) et (By, B;) ont («). De plus, puisque (E,,,) est
une 4 a+3-partition et que A(I") = 41, B, et B, sont dans I'. Enfin A(I) = {+122;
donc par le théoréme 11, la paire (4,, 4;) ne peut €tre réductrice pour I'
Cette contradiction achéve la démonstration.

LemMe 12. Pour toute I'e

‘TuforéMe 13. Soit I'™* une classe de Wadge de niveau > ¢, Alors
I Scp(L,,(E ), ') wa pas Ja propriété de réduction faible. Si, de plus, T, est
une classe de niveau =& inférieure a I', I' = Blsep(D,,(Z,;), ™ r) na pas la
propriété de réduction faible,

"Puisque I"* et ™ sont de nivean 32 elles ne peuvent avoir toutes deux une
paiw réductrice. Si I"™ n’a pas de paire réductrice (dans I') et si (4o, 4,) est une
paire réductrice pour I'*, si H* est complet dans I'™*, les paires (H*, @) et (@, H)
sont des paires disjointes d’éléments de I'*. Donc ni 4,, ni 4, n'est dans Il |
en résulte que I'* <Red I'*, et que, puisque Red I'™* est de niveau 2 &+1,

3

AN D= Sep(Dy(ED), I Ay ~PUI* L %)
' < 4% ~PU(Red ™) = Red T*,

\
3 — Fundamenta Mathematicae 131.3
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I’inclusion étant stricte puisque I' et Red I'* n’ont pas méme niveau. Et si I' avait
la propriété de réduction faible, il existerait une paire réductrice pour I', done pour
I'* formée d’éléments de I'. Bt on aurait Red I'* < I'. L’argument est identique
si I* ne contient pas de paire réductrice.

Enfin, la méme démonstration montre que I’ ne peut avoir la propriété de
réduction faible.

TuforEME 14. Soit (I},) une suite strictement croissante de classes de niveaux
> &, Soit I'y une classe de niveau = ¢ contenue dans P'une des I Si I'* = SU(éo, ()
ou I = SD,(I'*, I'y) a la propriété de réduction faible, il existe une suite (p,) telle
que la suite (I;) = (RedI',) soit strictement croissante et vérifie

= SsU(g, (1)

Puisque I'* est le cas particulier # = 1 et Iy = {Q} de I, il suffit de considérer
le deuxiéme cas. §'il existe un n tcl que Red I ¢U , la classe Red I, est de
niveau >¢+1 et

FCA{-!—I"'PU(U )CA¢+1'—PU(Red1 ) = RCdI'

Et comme plus haut, si I" avait la propriété de réduction faible, on avrait Red I', = I
Puisque I' et Red I, n’ont pas méme niveau, on n’a pas I' = Red I',. Il existe donc
pour tout n un p tel que Red I, = I',. Done U Red I, = U I,. D’otl le résultat.

THEOREME 15. Soient r ) une suite sirictement croissante de classes de niveaux
> ¢, I'y une classe de niveau > & contenue dans ) I,. On pose I'* = SU(Z,_,,( 9)]
et I'=SD(I'*, I',) et on suppose que pour tout n Red T, cUP Si, de plus,

E =146 et si /1 est une classe telle que A® = I, on a

Red I's SD,(I'*, (Red 4)®)

Supposons pour commencer &= 1. Si RedI' est strictement inférieure
4 8D,(I'™*, Red I'y), il existe 4, et 4, disjoints, dans A(SD,(I™, Red Iy) tels que

(4o, A1) soit une-paire réductrice pour I Si on définit par induction pour {<n
et i=0,1 les ouverts

Vi={w:3N voisinage ouvert fermé de o tel que Nn (A,\ U Ve U r}

on a, par hypothese, que C; = 4\ () V' est, a la fois, la trace sur (a)‘”\ U V)
t<n
d’un ensemble de Red Iy et d’un ensemble de (RedTl}).

On pose F = 0\ U (Vg uV;) 11 existe alors une rétraction p sur le fcrmé F.

Alors Cp = p“l(Co) et Ci= "1(C1) sont disjoints et appartiennent 2 4(Red I'y).
1l existe donc une palre (Bo, By) d’éléments disjoints de I'y telle que, pour aucune f
continue: w® - ©®, on ne puisse avoir SHCy) = BO et f~4C) = B,.

icm
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Soit H un élément complet de A = SD,(I'*, {@}). Si on définit inductivement,
pour {<n

U, = {o: 3 N voisinage ouvert fermé de a tel que Nn(H\ U Upey I}
0<g n

les ouverts (Uy); <y recouvrent H, mais pas w®: on aurait sinon H e A, contrairement
au fait gque H est complet. Il existe donc oy e ™\ U U,.

L<ny

On définit maintenant deux ensembles By ct By dans 0 x0® par
By = {(«, p): a e H ou (oc¢ U U, et fe By)}
By = {(«, ): oce( U U;)\H ou (oceéU U, et Be B}

Alors (Bp, Bi) ecst une paire disjointe de I Il existe donc une fonction
g: 0®x0® - o” telle que g~ (dy) = By et g~(4,) = B;. :
On voit clairement par induction sur { < que pour i = 0,1 ensemble des
(o, B) au voisinage desquels Bi\ U (Upx @) est dans | I, est Uy = Uyxo®. 1
en résulte que . " o
g (el
done que g~ '(F)> o\ U U {op} x 0®.
{<n
Alors si f est définie par £(f) = g(ay, B), on a
S74) %fﬁj(ci) =f"YCy) = {B: (%, D& Bi} = By,

contrairement au choix de (B, By). Ceci termine le cas & = 1.

Si maintenant 140 = &> 2, la classe Red I est de nivean > 1+6. Il existe
donc une classe A, telle que Red I’ = A§. Puisque I', est de niveau > ¢&, il existe
une classe I7, de niveau =2 telle que I, = (I)®. Alors, si I'"* = SU(Z3, (Z7),
ona ™= (I"")(") et I'= (I")"’) si I’ = SD,((I'", A).

Si 4, est strictement inférieure & I'"" = SD,,((I’" Red ) il n’existe pas de paire
réductrice pour I dans A, Udo, en vertu de ce qui précéde.

Si (4o, 4;) est une paire réductrice pour I' dans A LA, il existe une
fonction f de classe de Baire 0 ot deux &léments Ay et 45 de A,ud, tels que
Ao = f7(dp) et A1 f1(A%). On peut de plus supposer f injective et d'image
fermée ¢ dans w® Alors A, N & et 47 N ® sont disjoints, et quitte 3 remplacer Ag
et Y par p~(Ah) et p~H(4}), ol p est une rétraction sur @, on se rameéne au cas
ol Ag et A sont disjoints.

La paire (45, 43) nétant pas réductrice pour I, il existe Bo et B} dans I'!
tels que (db, A}) et (Bb, By) aient (¥). Mais, avec By = f~ Y(By) et By = fTYBY,
(Ao, 4 0 ¢t (Bg, B)) ont aussi (+). Bt par le théoréme 11, le niveau de I’ étant =2,
ceci eniraine que (4o, 4;) n’est pas réductrice pour I. Cette contradiction prouve
que Adg> T ou Ay = I"'. Mais, puisque 4, et I'" sont dans COSEP, ce dermer
cas est impossible.

Donc AP = Red I's (I'")®, ce quil fallait démontrer.

pour i=0,1et {<y,

[1]
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DexniTion 16. Nous. appelons Z le plus petit sous-ensemble de % satisfaisant

(a) {B}ez.

®Yn=1Vex1DE)e.

(c) si (I,) est une suite strictement croissante d’éléments de &, de niveaux > ¢
et croissants, SU(ZZ, (1)) € &.

(d) si (I},) est une suite strictement croissante d’éléments de A, de niveaux > ¢
et croissants, si I est dans 2, de niveau > ¢ et contenue dans {J I,

n

v n >I SDr[(SU(Eg’ (ﬂl)): r*) EX.

Si I'e#, Ae I et si ¢ est une I-norme sur 4, on prolonge toujours ¢ en
©* sur @” en donnant & ¢* une valeur constante sur ®®\4, supérieure 3 toutes
les valeurs prises'sur 4. Alors, pour o€ 4, la relation (p(@) < p(B)) ou B¢ A)
[resp. 9() <@(B) ou B¢ A] devient (¢(x) < ¢*(8) [resp. p(2) < P*(B)].

L’énoncé suivant est classique.

THEOREME 17 (cf. [MD). Sf T a la propriété de norme, I' a la propriété de réduction.

Soient 4, et 4, appartenant & I On considére dans {0, I} x 0® = 0® les
ensembles B, = {(0,2): x e 4,} et B, = {(1,0): ae4,}. Comme I est stable par
A3-unions partitionnées, By U By est dans T, et il existc une I-norme ¢ sur B, U B,.

Soient :

Ao = {a: aedy et 00, 0) < p*(1, @)},
Ay ={ar aedy et o1, 6) <p¥0, o)} .

On vérifie sans peine que 4} et A5 sont dans I et que (4o, A7) réduit (4, 4,).
On définit maintenant une notion voisine de la notion de norme.

DEFINITION 18. Sojent I'e #' et 4 un €lément de I. On appelle famille nor-
mante pour 4 une famille (4,, &ier O T est un ensemble dénombrable, 0 < £, < w,,
telle que: I

(2) (4):icr st une partition de 4,

(b) pour tout, i »A,e‘g‘z{,, ‘

(c) pour toute famille (C\);qy et toute famille (V) de parties de 0% x w® telle
que Cie Zy, ot Vye Z lensemble ‘UI(A‘xw‘”)n( C\Vy) est dans I

(-]

. Pour £ = 0, on posera Eo =1 = ,42

THEOREME 19.Sofent I'e W' et A un élément de I. Si A posséde une famille
normante, il existe une I'norme sur A.

Quitte 3 réix}d'eier la faniille normante, on peut supposer I = @, Si on définit @
sur 4 par

o) = &yro+n  siaed,.

icm
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@ est & valeurs dans -, olt y = sup{¢,;+1: ie I}, De plus
G={@p):acdel o@<o*P)} = Ud,x[0"\U{4,: &rot+p<totnl]
new :

' = U (An X (Dm)h (a)n? X ,C.'u\ww X Vﬁn)

nsw
si on a posé
Cp=a"U{d,: &=, et p<n} et Ve=U{d,: &<}
Si &,<¢, A,eIlg, <28 done Vie Xy, pour £ 1, et ¥ = o. Bt
U{dy: ép=¢&, et p<n}

est une union finie de I‘I'°“, Il en résulte que G est dans I'. On voit de méme que
{(, B): we A et p(o) < @*(B)} est dans I. Donc ¢ est une I-norme.

TrEOREME 20. Si I' est dans R, tout élément de I' posséde une famille normante
(Ap, E)iar. De plus, si 0y < A(T"), on peut avoir £, 8, pour tout i. ’
Soit #’ 'ensemble des classes I' de # vérifiant Pénoncé du théoréme.

(a), 1l est clair que {B} e R, . .
(b)Si del'= D,,(Eg) et 0, <¢, il existe upe famille croissante (Bp)<, de
5§ telle que
A= U®BNUBy)
teP = 0<L N
si P désigne 'ensemble des { <# de parité opposée & celle de 7.
.
Si # est un enticr impair 2n+1, on a 4 = Ul(sz—sz-u)UBo- Pour tout
=

- 0
pe{l,..,n}, il cxiste une partition (W, Jseo de Bay en 4y et on pose

A = Wp,q\BZP‘l et aI’,él = é R

»Ha

o .
Il existe une partition (Wo g)gee de By avec Wq,q € Hg, o 6, < §q <¢, et on POS‘; ‘
Aoy = Woy et by =& Si I'=(n+1)xo et si pour (p, g) €l on définit 4, € ,v
e comme ci-dessus les conditions (2) et (b) sont vénﬁées.. 0w ‘

Soient maintenant (Cp,) et (V;) des familles de parties de ”x @ avec

Cpq€ s, ct Vee Zi. On définit
D() S [U (r’Vo'a X (DQ) N (CO,M\V“-‘«)] 5
q

Dypy = (Bap-1 X 0")UVg pour p=1,...,n;

Dap = VyU(Bapey x0)U[U (Wpgx @) Cp ] pour ISp<n
a ‘. i
On vérifie sans peine que D, e Zg pour 0<p<2n+1 et que

n
U (ix 0N (CNVe) = Doo U Da\Dap-n)€ T
isl =
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Si n est pair, il existe pour tout { € P une partition (W), de B, en ég et
on pose

Ag,q = W;,q\( U BO) EC,q = &'
o<y

On pose alors I=Pxm, et la famille (Ag, 45 &, e, per vérifie les conditions
a) et b).
Si (Cy,y) est une famille de 3§ et Vee I2, on définit

si{eP D= Veul(U B xaTulU (W, x0)"Cyp 1,
0<¢ 4 . .
$i{¢P D= Veu(Bxw®).
On 'vérifie sans peine que (D)<, est une famille croissante de }N,g et que
U (4ixo )O(C\Va) = U (D;\ U Dy)er.
Enﬁn, si 7 est infini impair, on définit (W; o (A, et & = & comme ci-dessus,

et I = Pxw. La famille (Ai, EDier vérifie les conditions (a) et (b). Pt si (Cp, est
une famille de 25 de 0”x®, et VgeZ;, on définit

‘DO = g, .D1 = V{,
Veu [(D(<Jg By) x 0®]UU (Wy,  x 0)n Cp ],
‘ a

I

si{=240'cP D,

Si{=2+0'¢P Dp=V,u(Byxa®).

On vérifie encore que, puisque
de Z; et que

24+ =1, (D)<, ost une famille croissante
U dix o) n(C V) = U (DN U Dye I'.
ier {eP 0<g

Ceci montre que I'e &',

(c) Si (I) est une suite strictement croissante d’éléments de %' de niveaux > g,
et I'* = SU(E‘:,( W), il existe pour tout 4 de I'* une suite (Breo d’éléments
deux-a-deux disjoints de 234., et une suite (4,)ne o avee, pour tout n, 4, < B, et 4, € I,
dont A4 est réunion.

Il existe, puisque I'ye ', un ensemble I, dénombrable ¢t une famille
(An1, &5, D1er,» avee &, ;2> ¢ I'ynormante pour A4,. On pose

I={ni:neoectiel)
¢t on considére la famille (4,,;, £, Demper- Les (4,) forment une partition de 4,
et An i€ H 4n,1’

Si (C,,,i)(,, per et (V3) sont deux familles de parties de w® x 0®, avec Cpi€ Z i

et Ve EA, G = o U (A,,wa"’)r\(c,,,;\Vh 2 est la réunion des G,, ol

= iUI Ay, i1 x @) (C, NV, )
€ln
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qui appartient & I, par hypothése. De plus, G, =B, x @, et les (B, x ©®) forment
une famille de Z‘: dclwh-deux disjoints. Donc GerI*, et I'* est dans 2.
(d) Si, de plus I'y est de niveau >¢ et Tye U T, si I'=SD (T, Ty) et

si Ae I', il existe une famille croissante (Bc)“,, de Zg, pour tout { <7 une par-
tition (B, )neo de By en Z; et un ensemble A4, de I, contenu dans By, ,,\U B,
et un ensemble A, de I'y tels que

= () Ap VAU B;)‘H
Gin f<n ‘
Si (A1, &Drer, €5t une Iy-famille normante ‘p(l)ur‘,A,.l; .'ct si on pose

h=ﬁem5mﬂ,”5=um,_

l’onscmble B est dans Eg, ¢t on peut se ramener au cas ou Bc () By = V.
g<n
" En cffet, si (B, V') est une paire de E qui réduit (B, V) et si on pose

B .= (B,,nV')UB';
Aé’" = Ac,nn v’
A() 0 = (Ao oM V’)U(B’\V) s

si ((>0 oun>0);

en supposant, sans perte de généralité, que, pour tout n €  le nivean de I est >¢&,
on a, puisque B'\Ve A¢+1, donc B'\Ve Ago, :

Vneo Vi<n Ay,el,, A=(U4)u@dNUB) e BcUB
Lin ' i<n ; i<n
On supposera désormais qlie BcV= UBCL "Si pour tout ({,menxo
(g nis Eomdiar,,, est une I, famille normante pour A, avec b€ on

pose A, = A\ U BC pour i€ Iy, (donc 4, = @ si ieJy)
I={(¢,n;<n neo, ieIg,;,}Q{* .
Alors la famille (4;, &),er est une partition de 4, & >0 et
Agni€ g0 i z‘ef;'n;
Ae I, pout i€ Iy .
E‘nﬁn, si (C))jer et (V) sont deux familles de parties de ®x @, avec C; e ggj
et Vae;?., ot si G = jU (4;x0®) " (C\V), on a

6= U Y BA)U(A'\ y B;)

§<n
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oll on a posé .
B, =B xo®ely;
Ar=U U dynix0)n(Cpu NV, .05

n ielgn
4, = Ur (M4, x ") (CN\Vg) .
Alors A, € I'y, Ay e I'* et B; est enveloppe de .4;. Done G est dans I, ce qui prouve
que I' est dans &',
Puisque 2’ a les mémes propriétés de stabilité que %, et par minimalité de %,
on a # =%, ce qui achéve la démonstration.

LemvE 21. Si I'e &, et £ <o, TPe 4.

Ceci se montre aisément par induction. Si %' est I'ensemble des I'e # telles
que I'® e &, on voit que &' a les mémes propriétés de stabilité que %, donc que
R = 4.

Lemme 22, Si F'eW,AeR et I'cd, on a RedT'= 4.

Puisque A a la propriété de réduction faible, il existe une paire (4, 4,) d’€lé-
ments de 4 qui est réductrice pour 4, donc a fortiori pour I. Donc RedI'c 4,

THEOREME 23. Soit I'e W'. Les propriétés suivantes sont équivalentes
O rea;

(ii) Tout élément de I posséde une famille normante ;

(iii) I' a la propriété de norme;

(iv) I' a la propriété de réduction;

() I a la propriété de réduction faible

De plus, pour toute classe I' de W', RedI" est dans .

D’aprés les théorémes 20, 19,17, 9et 10, on. sait que (i) — (i) — ({ii) = (@) = (v).
I suffit donc de montrer (v) — (i) et que RedI'e & pour toute I' dans #".

Soit € I’ensemble des A e #" telles que 4 ait la propriété de réduction faible
sans €tre dans # ou que Red. ne soit pas dans %. On veut montrer que ¥ est vide.

Supposons que ¥ # @, il existerait alors dans % une classe minimale Ay, done

aussi une description uy € 9 telle que Ao = I, ou 4, = I,

D Siug@) =0, I,y = {B} e & et I',, = {w°}. Bt puisque X3 & 2, Ic lemme 22
entraine que Red [, = g? e 4.
Donc u,(0) £ 0.

(i) Si uy = &1y, Iy = Dy(Z9). Alors Iye® et Redl, = IyeaR.
Donc T, ¢ %.

'Et si do = I, 4y n’est pas dans COSEP, donc n’a pas la propriété de ré-
duction faible. De plus Redd, est une classe de COSEP et de niveau = ¢ contenant
Ay. Bt puisque la plus petite classe de COSEP et de niveau > ¢ contenant A, est
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Dyis (Z9), qui est dans &, on a Redd, = D, (29 € # Paprés le lemme 22. Donc
uo(1) ne peut étre 1. .

(iii) Si 4o = £2°1'w¥, on a I, = Sep(D,(E%), I'y), avec AT,) > E.

1l résulte du théoréme 13 que I, n’a pas la propriété de réduction faible, et
puisque Dy = Sep(D,,(E%), F) que I,, ma pas non plus la propriété de réduction
faible.

Par ailleurs, puisque Iy et Fn sont inférieures Ay, on a RedTue# et
Red Fue #. De plus, 'une au moins de ces deux classes, qui sont toutes deux
de niveau > ¢, est supéricure 3 Iy et & F,, done & Ay. W résulte done du lemme 22,
que Redd, est la plus grande des deux classes Red I',, et Red I, done est dans 2.

Done (1) ne peut étre égal & 2.

(iv) Le méme argument que ci-dessus montre que uy(1) # 3.

() Si uy(l) = 4, I,y = SU(Z}, (Iy). Si T, alapropriété de réduction faible,
il résulte du théoréme 14 qu’existe une suite (p,) telle que (I},) = (RedI),) soit
strictement croissante et que SU(Z, (1)) = SU(Z3, (I7). Puisque I, <y, on
a RedI',, = I'e . Donc Ay e & et Redd, = 4, e &.

Si 4y = Iy, Ay n’a pas la propriété de réduction faible car A, ¢ COSEP.
S’il existe un n tel que Red I, ¢ U I, la classe Red I, est de niveau > & et contient
A, car

Ay < 4841 —PU(U Ip) = 4fs1 —PU(Red I,) = Red T, .
14

Et puisque I, <Ay, on a Iy ¢%, donc RedT, e #, donc Redd, = Red I e &
par le lemme 22. Si au contraire Red I, « | I', pour tout », on voit comme plus
haut que I, = A, est dans 4. b .

Alors Red A, est une classe de niveau > ¢ contenan:c strictement A,. Et la plus.
petite classe de nivean > ¢ qui contienne strictement A, et soit dans COSEP est
la classe SDy (Eg, Ay, 52) qui est dans #. D’aprés le lemme 22,

Redd, = SD,((2¢, Ao), ZD e & .

Done uy(l) # 4. .

(Vi) Si ug(l) = 5, I,y = SD(I™*, I},), ot T* est SU(Zg, (7)) et Ty de niveaun > &
strictement contenue dans I,

Si A = I, a la propriété de réduction faible, il résulte du théoréme 14 que,

pour tout n, Red I}, <|) I, donc, comme ci-dessus, que I'*e Q.

De plus, puisque If,,. est do niveau > & = 1+, il existe. une classe 4 telle que
A® = 1. Alors AcA® < A(4,). Donc A¢% et Redde 9?6) Par consg?uent
(Red )? & & par le lemme 21. Bt puisque A = Redd, on a AP e (Red )™ e 31?
Done, d’aprés le lemme 22, Red(A®) = Red I'y = (Red A)®. Par ailleurs I, = A(I™*)
et I'*<A,. Donc I'y¢ € et RedI'ye A Enfin, d’aprés le théoréme 15,

Iy, = Red I, SD,,( ™ (Red /1)(‘”)3 SD,(I'™*, Red Iy Ty,
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Puisque il existe n tel que I'y=I,, on a Redl'y<=Redl, = I, Donc
SD,(I'*, RedI’*)e% et est égal & I',, et & Red I, Donc F,,oxf.‘ﬂ r

Enfin, si Ao = Iy Ao n'est pas dans COSEP, donc n’a pas la réduction faible,
et puisque I, = SD,(I'*, I') les mémes arguments que précédemment donnent,
avec £ = 1+0et Iy = /1(0) Red I",,> SD A%, (Red!l)o)a SD,(I'*, Red Fyor o
Mais pulsque Red [, est dans 4, la classe SD,(I'*, RedI'y) est dans 2, donc est
égale 3 Red [, d’aprés le lemme 22.

Ceci montre que 4, ¢ %, donc que uo(1) 5 5. Il en résulte que u, ne peut exister,
donc que % = @, et le théoréme est prouvé.

On peut noter que, par conséquent, quelle que soit la classe I’ dzms W, Red I’
est la plus petite classe conténant I' qui posséde la propriété de réduction.

DEFINITION 24. Si (I'y);e, €5t une famille de classes de Wadge, on dit qu’elle
posséde la proprzeté de réduction mixte si, pour toute famille (4,),e, d’ensembles
tels que 4, € I, il existe une famille (4}) e, avec Ape I, qui rédun (4p) pe w» CeSL-A-
~dire qui satICfalt ‘ o

(8 Vpeo 4,c 4,

(b) U dp = U 4,3

(©) Ayndy =@ sipsq.

Dans le cas ol Iy = I'y = I' et I', = {@} pour p>2, (I';) a la propriété de
réduction mixte si et seulement si I'a la propriété de réduction. Et dans le cas o
Ty = I' pour tout p, (I},) a la propriété de réduction mixte si et seulement si I' a la
‘propriété de -réduction.

THEORBME 25. Si chacune des classes I', a la propriété de réduction, la famille
(T,) a la propriéié de réduction mixte.

Soit (4,) une famille de parties de o” telle que A4,eI, Les I, ont
dans &, et il existe pour tout p une famille I'ynormante (4, &y iew DOUL 4,
On définit, pour « € 4, op(&) = &, w+2"(2i+1) si we 4,; quon prolonge & w®
en posant

op) =9 sia¢d,

y = suj‘)(él,,,-co+a>) <y
o

Alors, pour tout p, ¢;, est une I'ynorme sur A,, comme dans le théordme 19.
De plus, on remarque que, si p # g, ¢ (o) # @3(B) quels que soient « et ff pourva

que o € 4, On définit, pour p e w,
G, = {n = (2) € (09)": 0,6 4, et Yge o @ a,) < 90}

et 4, N‘B‘l(Gp, olt §: w” = (w®)” est 'application diagonale: o — (a, «, ...).
On voit aisément que (A}),c, réduit (4p)pqw- Bt puisque & est continue, il
suffit, pour achever la démonstration, de remarquer que G, est dans I',.

icm
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Pour cela, on identifie (0”)” & w”x w® en associant & « = (&), ¢, l& couple
(o B), O B = (atg, ty; o ...) est dans (0®)*™M? identifié & w®.
Si on pose alors

s Opg5 Opt 1,

él = {Ol i (CZ,,): aia n [(dn € An,j) ct
et

(g = &) et "2+ D)< (2@i+1)]}

Vem{o= () 3j3n [ e4,) et &<},

¢, cst une réunion finie de Ha; .5 donc Cie 52 ., et V;, union dénombrable
E" puisque, si &, ;<¢, ,,JEI]{HJCZ,:, est lui-méme dans Z}, si é>1. Bt
Vo = @. Alors, G, = U (Api x 0®)N(C\Vy, ) est dans T,

Ceci achéve la clémonstralxon SR

Rappelons que, si I" est une classe, et 4.e I, une I-échelle § sur A est une
suite (¢,) de Inormes sur 4 vérifiant la propnété suivante: “si («;) est une suite
dé points de A qui converge vers o et si, potr tout #, 1a suite (¢,(x)); stationne & un
ordinal A, le point « est dans 4 et ¢,(o) < 4,”. On dit que I'ala propnete d’échelle
si tout 4 de I' posséde une Iéchelle.

" 8i £ est un ordinal dénombrable, on notera %, I'ensemble de toutes les classes I’
de & pour lesquelles tout élément 4 de I' admet une famille normante (4, e
telle que Vné, <é&.

1 résulte du théordme 20 que # = ) %, et que g = Dy(Z§) € &y, pour
&zl L e e ,

THSOREME 26. Les classes I' de W qui ont la propriété d’échelle sont les éléments
de 9.

Par définition d’une échelle, toute classe qui a la propriété d’échelle a la pro-
priété de norme. D’aprés le théoréme 23, il suffit done de démontrer, par récurrence
sur £, que toute classe I' de %, posséde la propriété d’échelle.

Pour ¢ = 0, on a %, = {{@}}, et Pénoncé est clair.

Pour £ =1, &, = {271, {0)}. Etside 21, il existe une partition (4)ic de 4

-en ensembles A° Alors, si on pose, pour aed

polw) =1 siaed;

"o Gst une Z"mormu sur A, et la suite @ définie par ¥V me o ¢,0) = o), est

clairement une X 1~échclle ,
Supposons maintenant que toute classe A dans {J %, ait la propriété d’échelle,

n<
que I'e 9y ct Ael' Il existe alors une famille normante (A,,, Enew DOUT 4 avec
Vn & <¢ Et puisque A, & I03,, il existe des 4, e U Zy avec 4, ﬂ Ao T

existe &, <&, tel que A,,€ Zg,, €y, Donc Z‘;M a2 la proprlété déchellc

par l’hypoihésc de récurrence, et il existe @,, = ((p,,”),, une Z:n échelle
sur d,,
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On définit alors, pour ae 4:

Vol = {ro+i staed;;

Eiro+i sigediet £<é,,
Vg () = Cn* 0+ P g, (%) si wed,,
«f,,-w+(s;1p CugpB)+Erw+i s £ dyet &=6,.
g i#n

On va montrer que la suite § obtenue en énumérant v, et les W0, 0ne0 €5t
une I'échelle sur 4. e

On a déja vu au théoréme 19 que ¥, est une Inorme sur A.

Si () est une suite qui converge vers « et si , et chacune des V.0, Stationne
sur o, & A, et A, respectivement, on peut d’abord supposer que

Vo o) =4

Tl en résulte clairement que pour un certain m, tous les o sont dans d,, (done,
a fortiori dans chaque 4,,,), et que Ay = &, -w+m.

Puisque les «, sont tous dans Apg ©t pUisque (. est une échelle sur Ay gr
le point « est dans 4,,, et P, qi(0) < Amg i 11 €n résulte que ae () Apg = Ay,
donc que Yo(0) = &r0+m = A, “

Si &, > ¢&,, on a pour tout k et tout g

l1[’)1,q,k(ml’) = ém'w"‘m = lnbn,a,k(a)
d’ou
Va0 = dng e

Si ¢, <&, et n# m, on a pour tout k et tout g
lll"’q k(ap) = 6,,'(0-}-( S'Ljp q’n,a:k(ﬂ))’l‘e:m'w‘f'n'l 3
fedn,q

Vi gh® = &0+ ( S Pngi(B)+ &m0 +n
d’ol "
l/’n,q,k(a) = 'q'n-a,k .

’ Il reste seulement & prouver que chaque Ynax €St une Inorme sur 4. Or
Tensemble G = {(«, B) o€ 4 6t Y, 04(0) <* Y 0 (B} est bgal & U Ay x 0® A (CN V)
ol on a posé fow
Vi=U{4; &<}
{(d: ﬂ), xe An,q et (/)n,q.k(“) Q* (/’n,q,k(ﬂ)} sif= n,
Ci= {@.DIBEU{4): & =¢ et j<i} si §<é,,
{(“sﬁ)|B¢AnUU{Aj5 G=ECretj<i} sib2f etistn.

I es't clair que ¥, = @et que ¥, e g‘,{ pour A1, et que C, e Zg,. Par définition
des familles normantes, ceci prouve que Ge I, ~
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On voit de méme que la relation [xed et W, () <*,  «(B)] est dans I
Ceci achéve de prouver que ¥ est une I-échelle, donc que toute classe apparte-
nant & %, a la propriété d’échelle. W

Réferences

[K] K. Kuratowski, Topologie, Vol. 1, Warszawa 1958.
[Lol A. Louveau, Some results in the Wadge Hierarchy of Borel sets, CABAL Seminar 79-81,
Lecture Notes in Math. 1019, Springer-Verlag, 1983.
[L-Sr] A.X.ouveauetlJ Saint Raymond, The strength of Borel Wadge Determinacy, & paraitre.
[Lu] N. Luzin, Legons sur les ensembles analytiques er leurs applications, Collection de mono~
graphies sur la théorie des fonctions, Paris, Gauthier-Villars, 1930.
M1 Y. N. Moschovakis, Descriptive Set Theory, North Holland, 1980.
[Si] W. Sierpinski, Sur une propriété des ensembles ambigus, Fund. Math. 6 (1924), 1-5.
[St] J. R. Steel, Detereminateness and the separation property, J. Symbolic Logic 46 (1981),
4144,
[vW] R. van Wesep, Separation principles and the axiom of determinateness, J. Symbolic Logic
43 (1978), 77-81.
[W] W.W. Wadge, Thesis, Berkeley, 1984.

EQUIPE D'ANALYSE

U, A, N° 754 an C. N. R. S.
UNIVERSITE PARIS VI
Tour 46 — 4ome Etugs

4, Place Jussieu

75252 — PARIS CEDEX 05

Received 14 January 1987;
in revised form 25 May 1987


Artur




