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Déformations C*-équivariantes de germes
de faisceaux cohérents

par
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Résumé. L'étude des déformations équivariantes par rapport 4 Paction d'un groupe a été
abordée, entre autres, par H. Pinkham et D. S, Rim dans le cadre algébrique ou formel, et par
J. L. Cathelineau dans le cas d'un espace analytique compact. Nous considérons ici le cas
analytique local. Plus précisément, nous prouvons l'existence d’une déformation seminniverselle
C*-€quivariante pour un germe d’espace analytique C*-équivariant, et, plus généralement, pour
un germe de faisceau cohérent C*-éguivariant.

0. Introduction. L'étude des déformations équivariantes par rapport a
I'action d'un groupe a été abordée, entre autres, par H. Pinkham et D. S. Rim
dans le cadre algébrique ou formel, et par J. L. Cathelineau dans le cas d’un
espace analytique compact. Nous considérons ici le cas analytique local,
suggéré par H. Pinkham dans [10]. Plus précisément, nous prouvons
Pexistence d'une déformation analytique semiuniverselle C*-équivariante
pour un germe d'espace analytique C*-équivariant, et, plus généralement,
pour un germe de faisceau cohérent C*-€quivariant (!). Le théoréme principal
est le suivant (cf. 6.7):

THEOREME. Soit (F, () le germe & lorigine 0 de C° dun faisceau co-
hérent C*-équivariant tel que dimgT'(F,) est finie. Alors il existe une
déformation semiuniverselle de Fo qui est C*-équivariante. Elle est aussi
semiuniverselle dans la catégorie .des déformations C*-équivariantes.

On remarque quon peut remplacer sans changement le groupe C* par
un tore C* x..,x C* Cest senlement pour simplifier les notations dans la
preuve qu'on considére C*,

Le cas particulier de variétés analytiques a été traité par F. Puerta (cf.
[11]), et plus récemment par H. Hauser {cf. [7]) avec la hypothése de
singularité isolée. S

Sans conditions d'équivariance, Grauert et Donip ont. publié des
démonstrations de ce résultat. Nous suivons la méthode de ce dernier {cf.
[2]), qui utilise la théorie de Douady des espaces analytiques banachiques.

(1) Une version préliminaire de ce travail fut présentée au “Suminer Institufe on Singulari-
ties” d*Arcata (cf. [12]).
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Pour [équivariance nous utiliserons aussi une version d'Hironaka du
théoréme de préparation de Welerstrass.

Les deux premiers paragraphes sont préliminaires. Au § 1 nous construi-
sons (cf. 1.7.1) des sous-espaces d'un germe (X, 0) despace apalytique banachi-
que maximaux par rapport 4 un sous- espace de dimension finie de l'espace
tangent Ty X, dont lexistence a &€ prouvée par Donin (cf. [1]). Ce résultat
est clé dans la construction de la base de ]la déformation semiuniverselle.

Dans le §2 nous rappelons la version d’Hironaka du théoréme de
préparation de Welerstrass (cf. 2.2), et le théoréme des voisinages privilégiés
de Douady tel qu’il se trouve dans [7] (cf. 2.3.3), qui permettent de montrer
Pexistence de sous-espaces vectoriels équivariants qui soient complémentaires
topologiques {cf. 4.5.1).

Dans le § 3 nous introduisons la notion de “graduation topologique™ qui
permet un traitement systématique des conditions d’équivariance (cf. [5]).

Dans le § 4 nous considérons le cas particulier des graduations topologi-
ques induites par une (*-action.

Dans le § 5 nous appliguons les résultats des § 3, 4 pour introduire des
conditions d’équivariance sur les objets qui interviennent dans la construction
de Donin.

Les § 6, 7 contlennent la démonstration du théoréme principal énoncé
plus haut.

Nous remercions V. Navarro pour les nombreuses conversations sur le
sujet, Ses commentaires nous ont été trés utiles.

Notatiens. C !x,, ..., x,! désigne I'algébre des séries convergentes en
X4, ...y Xy Qui 8'identifie avee (7, algébre des germes en 0 e " des fonctions
analytiques. L'idéal maximal sera noté m. Si 6€(,, on notera ¢ = 3 ,a,x’,
ol J ={(j, -.

. j j
Wi EN" a,eC et X =xtLxh

1. Espaces analytiques banachiques.

1.0. Comme nous Pavons dit dans Pintroduction, le but de .ce para-
graphe est de démontrer le théoréme 1.7.1. Pour fixer les notations et la
terminologie on inclut un résumé de la théorie locale d’espaces analytiques
banachiques (cf. [4] et [7]).

F, B désigneront des espaces de Banach sur C, et U un ouvert de F.

1.1.-Un sous-espace E de F est dit direct il admet un complémentaire
topologique, ou de fagon équivalente, d’aprés le théoréme de Hahn-—-Banach,
si E est fermé et admet un complémentaire fermé.

Une application linéaire continue v de F dans B est dite directe s le
noyau et I'image de » sont des sous-espaces directs de F et B respectivement.

1.2. Désignons par H(U, B) I'espace vectoriel des applications analyti-
ques de U dans B
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1.2.1. Notons par p(U,f, B) la donnée dune application analytique
feH(U, B). Nous appelons u(U, f, B) un modéle d’espace analytique banachi-
que, et X = {7 1(0), muni de la topologie induite par F, lensemble analytigue
associé au modéle, Par abus de notation nous notons scuvent le modéle
par X.

Dans ce qui suit, “modeéle” sera synonyme de “modéle d’espace analyti-
que bapachique”.

1.2.2. Pour tout espace de Banach G on écrit I{f, G) (ou I(X, G) Ie
sous-espace vectoriel de H (U, G) des applications analytiques h de la forme

hix) =w)(f(x), xeU,

w étant une application analytique de U7 dans L(B, G), l'espace des applica-
tions linéaires continues de B dans G. .
Alors au modéle p(U, f, B) on associe I'espace vectoriel

®(X, G) = HU, GYI(X, G).

1.2.3. On définit comme dans le cas de dimension finie la notion de
germe d'un modéle analytique banachique en un point, (X, x). St (X, x)
est un germe, nous désignons par X un représentant convenablement petit.

1.3. Etant donnés deux modéles (U, f, B), u(U, f", B'), on considére
l'ensemble des applications analytiques ¢: U — U’ telles gue f'opel(X, B,
ou, de maniére équivalente, telles que, pour tout espace de Banach G, ¢
induise par composition un morphisme

ok &X', G) ~d(X, G).

On remarque qualors ¢ (X) = X',

Si ¢, @, sont deux applications de cet ensemble, on dit guelles sont
équivalentes sur X si (oy— @)y €l (fly, F') pour un ouvert ¥, X « VU,
L'ensemble des classes d’éguivalence est noté H(X, X", et chaque
peH(X, X est dit un morphisme de X dans X",

Si peH(X, X'), ¢ est un isomorphisme s'il existe ¥ e H{X", X} tel que
(@lx)" " = |y (homéomorphismes) et (@)~ =y (pour tout espace de
Banach G).

1.4. Un modéle est dit lisse s'il est isomorphe & u(F, f, B), ou fest un
épimorphisme direct. Un modéle lisse est une variété analytique banachique.

Un modéle est dit de dimension finie (resp. de définition finie) sil est
isomorphe & u(U, f, By avec U = F de dimension finie (resp. B de dimension
‘finie).

1.5. On dit quun modéle u(U,f’, B) est un sous-espace du modéle
u(U, f, B) si X’ est un sous-espace topologique de X, et #(X’, G) estan
quouent de ®(X, G), pour tout espace de Banach G.
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On déhnit lintersecrion de deux modéles u(U, fy, B}, p(U, f2, B;) par
(U, (fi, f2), By % By); on désigne cette intersection par X n X". 1l en résulte
que X m X' est un sous-espace analytique banachique de X et de X'.

1.6. Soit p(U, f, B) un modéle et xq €X. On définit lespace rangent de X
en X, Par

T,

v X = theH (3, H: h{0) = x,!
oll 6 = p(C, &% C) est appelé le point double.

Si X, X7 sont deux modéles, et @ e H(X, X", l'application tangente 4 ¢
en ¥y

T Tp X = Toag X'

o
est définie de fagon naturelle par composition. 8i X et X' sont lisses on
a T,0=4de, 0

1.6.1. Lemms. Soit w(U, f, B} un modéle représentant du germe (X, 0), et
soit T =Ty X. Si dyfest direct, il existe une variéré (lisse) L comenue dans U
telle que X < ¢t Tyl =T

Demonstration. Par hypothése il existe une projection analytique
n: B —=Imdy f. On prend L =(n,f)"'(0) et on applique le théoréme des
fonctions implicites banachique (cf. (1.6,1) de [4]).

1.6.2. CoroiLaRe. Sous les conditions du lewmme, (X, 0) peui  étre
représenté par un modéle pu(U', f, B), U' < F', avec Ty X' = F'.

17. Soit (U, f, B} un modele tel que (0} =0 et Im T, f est un sous-
espace fermé de B. Soit E un sous-espace de dimension finie de T, X = T et
Y un sous-espace de X de dimension finie, avec 0 €Y. Nous dirons que (Y, 0)
est un germe de sous-espace analytique banachique de (X, 0) maximal par
rapport @ E si Ty Y =F et si (¥,0) n'est contenu (strictement au sens des
modgles) dans aucun germe de sous-espace de X de dimensicn finie qui ait la
méme propriété.

17.1. TueoreME, Avec les norarions précédentes, supposons que To f est
direct. Soit L une sous-variéré (lisse) de U telle que X < L et TyL =T (cf.
1.6.1), et soit N <1 une sous-variéré (lisse) de L telle que Ty, N = E. Alors
(X "N, Q) est un germe de sous-espace analytique banachique de (X,0
maximal par rapport & E.

Démonstration. D’aprés 1.6.2, on peut supposer L= T = F. Soit
(Z, 0) de dimension finie tel que T)Z =E, XnN<=Z < X. Les proposi-
tions (1.7) et (7.5.7) de [4] permettent aussi supposer Z défini en un voisinage
convenable de 06" = F par un nombre fini de fonctions complexes, et
analogignement pour N et X' =X (" En définitive, on a réduit le
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probléme au cas de dimension Fnie. C'est-d-dire on peut supposer que X', Z,
N sont tels que:

(i) X "NcZaX <
i) L(XA"NM=T(N)=T,(Z)=EcT,X' = C".

On peut aussi supposer Z = X'~ M avec M lisse et Ty M = E. 11 gagit, donc,
de dementrer (X'~ N. O =(X"nM, 0. Solent f, z;, g; B (I1<i<p,
1 <j<r) des générateurs des idéaux définissant X', E, N et M respective-
ment. Par hypothése (X' N, 0 <= (X '~ M, 0); donc, pour chaque k,

<k <r il existe des fonciions f;. gy, telles que
{x) he =3 falit Y o9
i j

Il suffit de voir que la matrice 4 =(g,;(0)) est inversible. Mais, puisque
M et N sont lisses et To M = T, N, les familles de vecteurs (dyhy. ..., do )
et {dpg1....,dog,) sont des bases du méme sous-espace de (" Et en
différentiant les relations (=) on obtient que la matrice 4 est celle du
changement de base.

2. Le théoréme de préparation de Weierstrass. Voisinages privilégiés, Pour
les démonstrations des résultats de ce paragraphe nous renvoyons a [7].

2.1. Pour énoncer la version d'Hironaka du théoréme de préparation de
Weierstrass, nous avons besoin de la construction suivante.

2.1.1. Soit w: (N} — RJ une forme linéaire injective sur le semigroupe
(N"? a valeurs réelles strictement positives. Cette forme induit un ordre sur
(N"). Alors on dit terme privilégié d'un élément de ¢ de celui & exposant
minimal (pour lordre induit par W) parmi les p-tuples des mondmes &
coefficients non nuls.

21.2. Les éléments de (N" seront notés J = (J(1), ..., J{p)).

Un sous-ensemble A de (N")* est un monoidéal de (N"? si pour tout J de
A et J de (N la somme J4J' appartient a 4.

Tout monoidéal 4 de (N"? est engendré par un nombre fini d’éléments
Jio o J, de (NP

A= [J (T;+ (V).
i=1

2.1.3. Si Q est un sous-ensemble de (', nous désignons par 4(Q) le
monoidéal de (N"® engendré par les exposants des termes privilégiés des
vecleurs appartenant & Q. Nous notons C(Q} 'ensemble complémentaire de
4(Q) dans (N": C(Q) =(N")—4(Q).

2.1.4. Nous désignons par (€7)°@Q e sous-espace vectoriel de (7 formé
des vecteurs (o', ..., 0%, 0 =3 44 0kax™, 1 <i<p, dont les exposants
vectoriels & = (x(1), ..., a(p)) e C(Q).
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2.2. THEOREME. Soit Q un (,-sous-module de (2. Nous supposons donnée
une forme linéaire injective w: (N" — Ri. Alors Tapplication naturelle

(67 — a2/
est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

2.2.1. Remarques. (i) Le théoréme démontre que tout ¢,-sous-module
Q de (¥ admet un complémentaire en tant que sous-espace vectoriel:

(% = @ ®(H).
(i) D’aprés une remarque d'Hironaka ([8], § 6), il résulte que ((M)@ est
un sous-espace fermé de (%,

23. Suivant [7], si w: N*" = R{ est une forme linéaire injective, pour
tout entier positif K nous désignons par @, (K} le sous-espace de (), constitué
des séries o =Y ;o,x’ vérifiant

Yo KD < oo,
L'espace ¢,(K) est une algébre de Banach, et on a

= 6,(K).
K

Quel que soit w, les inclusions @,(K) < ¢, induisent dans ¢, la topologie
analytique ou séquentielle (cf. [6]). En particulier, tout sous-module d'un
0,-moduie de type fini est fermé.

~ Si R = @#/Q est un ¢,-module de type fini, R(K) est le @,(K)-module de
Banach défini par

R(K) = @,(K)7/Q(K)

ol Q(K) = (,(K)}¥ Q.
On dispose d'une injection naturelle R(K) — R, continue (mais non
bicontinue, en général).

2.3.1. ProposimioN. Soit Q un sous-module de (%, et Q' un complémentaire
topologique (cf, 2.2.1). Il existe un entier K, tel que, pour tout entier K > K,
@' (K) est un complémentaire topologique de Q(K) dans (0, (K)":

G.(K)? = Q(K)DQ'(K).

2.3.2. Lemme. Soient K un entier positif et M un sous-module de @,(K)".
Notons Q le sous-module de (¥ engendré par M. On a alors M = Q(K).

23.3. ProrosiTion. Soit u: R ~» R’ un homomorphisme de @,-modules de
type fini. Il existe un entier K, tel que pour tout entier K > K, I'homomor-
phisme restriction de u @ R(K)

ug: R(K) = R{K)
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est bien défini et direct, et on a

Imugy =ImunR'(K), Keru, =KerunR(K).

2.34. Remarqgues. (i) Cette proposition est une version du théor@me
des voisinages privilégiés de Douady ([47). Dans ce cas, les complémentaires
topologiques ayant été construits explicitement selon 2.2.1, les scindages des
suites exactes directes obtenues comrmutent aux projections.

{ii) Puisque la limite inductive stricte est un foncteur exact, il résulte
gwon peut remplacer toute suite de ¢,-modules de type fini

RHRSR"
par les suites de (,(K)-modules de Banach, K > K,,
RK) B R (K) B R (K)
et réciproguement.
3. Gradumations fopologigues.

3.0. Dans cette section on introduit les notions d’algébre et de module
topologiquement gradués qui correspondent aux notions algébriques analo-
gues et dont on a besoin dans le cas analytique qui nous occupe. Notamment
on appliquera 3.2.1, 3.3 et 34.1.

3.1. Une algébre topologiquement graduée (brigvement at.g.) est la donnéde
d'une algebre topologique complexe séparée 4, d’une famille (4™), ., de sous-
espaces vectoriels de 4 et d’une famille de projecteurs continus 7,; A — A%,
keZ, telles que: ’

(i) CcAO, AB AW  gF+0 | peZ.

(i) Les sous-espaces 4 forment une somme directe.

(i) m o, =0 si k & h.

(iv) Pour tout o4 on a

o= an(cr) = lim ) m(a).
Bk <

Les éléments non nuls de A™ sont appelés quasi-homogénes (bridvement
g-homogénes) de degré k. Si oeA, on dit que m (o) est la composante
g-homogéne de degré k de o, qui sera notée o™,

Par exemple ¢, avec la topologie m-adigue et avec Ia graduatton
habituelle est une at.g.

3.2. Soit A4 une a.t.g et M un A-module.

Un A-module topologiquement gradué (briévement m.t.g) est la donnde
d’un A-module topologique séparé M, d’une famille (M%), _, de sous-espaces
vectoriels de M et d’une famille de projecteurs continus m,: M — M™ tels que

(D) AW M® < MED k heZ.

3 — Studiz Mathematica 91.3
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(if), (iii) et (iv) étant analogues aux conditions précédentes pour les algébres.
Les définitions d’élément g-homogéne de degré k et de composantes ¢-
homogénes d’un dlement sont analogues au cas des algébres.

32.1. Le cas suivant nous intéresse particuliérement., Soit p un entier
positif et f=(B,,.... f,}€Z" On considére

M= A",

ME = g4 x...xA(Hﬂp),

kelZ,
n, = ﬁk+ﬁ1 X ><7Ek+ﬁp.

Alors on voit facilement que (47, MW, )., définit un m.lg. qui sera
noté Af.. On remarque que =0y, ..., Gp)sAﬁ”" si et seulement $i

()[eA(k+ﬂi}, 1<i<p et que si feA] alors

X (k+ 51} {h+fiy
ow =g T,

33. Soit M un mitg. et M un sous-module de M. Si on considére la
farnille M'® = M’ ~ MW et les restrictions des projecteurs 7, & M', M' est un
m.tg si et seulement si m (M) = M, keZ, ou encore si et seulement si
7 (MY = M'® On dit alors que M’ est un sous-module équivariant de M
(idéal équivariant, si M = A).

Soit M un mt.g. et M’ un sous-module équivariant fermé. ~Alors M/A/_Iu’
avec la topologie quotient et les familles (M/M)® = n(M®), %, () = (m,(8) .
BeM, keZ, ol n est la projection naturelle, est un mt.g.

34. Soient M,, M, des mtg. et u: M; — M, un morphisme continu
de A-modules. Nous dirons que u est équivariant si u(MP) = MY pour tout
keZ, Cest-d-dire que u commute avec les projecteurs. Si M; — M, et
M’ = M, sont des sous-modules équivariants alors u(M?}) et u”t(My) sont
aussi équivariants, En particulier, Keru et Im u sont équivariants.

Si M, et M, sont des m.tg libres de type fini on a ta caractérisation
suivante des morphismes équivariants. La démonstration est laissée au
lecteur.

3.4.1. ProrosiTioN. Avec les notations de 3.2.1 soit w: Af — Agh un mor-
phisme continu de A-modules. Alors u est équivariant si et seulement si les
colonmes de la matrice de u dans les bases naturelles sont des éléments
g-homogénes de Aj de degrés —B,, ..., —f,, respectivement.

On remarque qualors I'élément de cette matrice qui correspond 4 la
ligne i et 1a colonne j appartient a AP,
4, C*-Actions et pgraduations topelogiques.

4.0. Dans 4.3 nous définissons dans ¢, et ¢,{K) (cf. 2.3) des graduations
topelogiques compatibles induites par une C*-action dans C" (cf. [5]). Par
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rapport & ces graduations, la construction de complémentaires topologiques
du § 1 conserve I'équivariance. Donc, on obtient la proposition 4.5.1, qui est
clé pour les constructions des § 6, 7: le noyau et I'image d’'un morphisme
€quivariant de ¢,-modules libres, ainsi que.ceux des morphismes restriction
de (,(K)}-modules, ont des complémentaires topologiques équivariants com-
patibles. Finalement, le corollaire 4.6.1 permettra de caractériser dans le
§ 5 Téquivariance d’un germe de faisceau cohérent et de ses déformations.

.4'1.' Upe C*-action dans C" est une opération continue du groupe
multiplicatif C* = C— 10! dans €. On sait que, dans un sysiéme convenable
de coordonnées, elle est de la forme

(o) = (A, ey ) = dex = (M xy, L 2%,

oﬁ. g1, ---» 4, s0nt des entiers que I'on appelle poids de Paction. Dans tout ce
qui sult nous supposerons fixée une C*-action dans € de poids g4, ..., q,
pas tous nuls.

4.2. Nous considérons dans ¢, la topologie séquentielle ou analytique
{cf. [6]) et dans 7 la topologie produit, Alors ¢, est une algébre topO'IogiQue
{séparée et non métrisable) et tout sous-module de ¢# est fermé. En particu-
lier, tout idéal de ¢, est fermé pour la topologie séquentielle et ¢ S/ est une
algébre topologique.

La topologie analytique dans (', est la finale par rapport aux inclusions
des algébres de Banach @,(K). Aussi, une suite (g,) dans @, converge i
o, si et seulement il existe un entier positif K tel que o, o, @, (K) et
o =lima, dans &,(K). '

43. C* opére dans ¢, par duakté: si AeC* et o=3,0,x e,

Ao =Y 0,7 %,
J
on Jon a noté g-J =qj;+...4+ Gy j
Pour keZ, nous désignons par ¢4 le sous-espace propre de ¢, de
valeur propre 4* pour l'action de 4, c'est-a-dire, des €léments o €, tels que
ia=Mg.

Et soit m, la projection de ¢, sur (% définic par

w:ko;ajxj) = 3 a;x

qJ=i

4.3.1. Pour tout entier positif K, soit (K} la restriction de m, & €, (K),
et @,(K)® son image. o

4.3.2. Prorosition {cf. [5]). (i) Pour tout entier positif K, (¢,(K), €, (K)®,
T (K); keZ) est une algébre topologiquement graduée. K
i) (0,, " 7 keZ) est une algébre topologiguement graduée.



214 J, Ferrer et F. Puerta

Démonstration. (i) La continuité des projecteurs m, (K) et les condi-
tions (i\-(iil) de 3.1 sont triviales. La condition (iv) résulte facilement de
Pinegalité 4.3.3 (ii).

(i) Les conditions (it} de 3.1 sont aussi triviales. La continuité des
projecteurs 7, et la condition (iv) résultent de 4.2,

433. Remarques. (i) De la proposition ci-dessus il résulte que si
cell, on a
o=y a¥
"
(i) L’inégalité

avec o® e, l.g=% 6™  pour AeC*
k

lg-J| <(i+...+Hidsupilal, ..., gl

meontre que si |g-Ji croit, le degré j, +...+j, doit croitre aussi.

Par comnire, on ne dispose pas en général d’'une inégalité dans lautre
sens, Ainsi, si on considére dans €* une C*-action de poids (1, —1}, on a
Xy et pour tout reZ. Par conséquent A% n'est pas, en général de
dimension finie et les.éléments g-homogénes ne sont pas des polyndmes.

(iii} Si g; > 0 pour tout i, on dit que Paction est bonne. Dans ce cas 4
= (, A™ est de dimension finie, B, OF = C[x,, ..
est une wi-filiration. de C[xy, ..
topologie w-adique.

.. x,] dont la topologie associée est la

4.4, Si [ = ¢, est un ideal équivariant, on a C*-] < I, Donc, C* opére
dans A = ¢,/I, et pour cette algébre sont valables des considérations analo-
gues 4 celles que nous venons de faire pour @,. On vérifie que (A4, 4®, m,;
keZ) est une algébre topologiquement graduée, et guelle coincide avec
le guotient selon 3.3.

458, Nous considérons les graduations topelogiques sur (7 et ¢, (K)?
définies dans 3.2.1, On remarque que si Q est un sous-module équivariant de
¢, alors le complémentaire topologique (¢4)“? (cf. 2.1.4 et 2.2.1) est aussi
équivariant, Donc, de 2.3.1 et 2.3.3 il résulte:

4.5.1. ProrositTion. Seit u: @F, — (7 un morphisme équivariant de (-
modtles. '

(iy Il existe un sous-espace vectoriel équivariamt E de Oy {resp. G de
&7 ;) qui est un complémeniaire topologique de Imu (resp. Keru):
vy =E®@Imu, (7, =C@Keru.

(i) Il existe un entier positif Ky tel que pour rour entier K > K,
[ homomorphisme restriction

ug: G’;n (K)/I; - @;n (K):;T'

est bien défini er E(K) (resp. G(K)) est un complémentaire topologique

o Xl et (Rhop Whzo

icm

Déformations équivariantes 215

équivariant de Imuy (resp. Kerug):

CAK) = E(K)®Imug, O,(K)F = G(K)®Keruy.

4,5.2. On remarque que les scindages et les projections sont éguivariants,
et qu'elles sont compatibles avec les inclusions (,(K) < ¢,(K') c (. pour
tout K' > K > K.

4.6. Prorosimion. Soit M un (,-m.ig. de type fini et M’ un sous-module
de M. Alors M’ est équivariant si et seulement Sil est engendré par un nombre
fini déléments g-homogénes.

Démonstration. Soit {2 'ensemble des composantes g-homogénes des
€léments de M’ et soit m Iidéal maximal de ¢,. D’aprés 4.3.1 on a

M ct,2+m*M pour tout keN

et puisque
=]
0= N(¢8+m" M
k=1

il résujte que M’ — ¢, Q. Alors, si M’ est équivariant on a @,Q < M': donc
¢,Q =M’ et on applique le fait que M est noethérien. Dans lautre sens la
proposition est triviale.

4.6.1. CorROLLAIRE. Avec les notations de 3.2.1 soit u: Of, - (7, un
morphisme équivariant de C.-modules. Alors Keru est engendré par un nombre
fini d&éléments g-homogénes de (%,

Démonstration. Cela résulte de la propesition et de 3.4.

5. Déformations équivariantes de germes de faisceanx.

5.0. Les germes de faisceaux équivariants sont définis et caractérisés
dans 5.2. I’équivariance d’une déformation d'un tel germe %, est définie en
5.4 et caractérisée en 5.6.1. Cette caractérisation sera utilisée dans la preuve
du théoréme 6.7. Dans 5.5 et 5.7 nous rappelons les définitions de Donin (cf.
[2]) de F/(K), . Z*(K) et FL, 0 <j <2 et la caractérisation de I'espace des
déformations infinitésimales T*(#,). Finalement, dans 58 et 5.9.1 nous
introduisons des graduations topologiques sur F7 et sur T (%),

5.0.1. Nous allons fixer quelques notations.

Pour la suite, nous désignerons par (#, 0) le germe a l'origine 0 de C*
d’un faisceau cohérent, et on supposera que si {U, %) est un représentant, %
est cohérent sur U. On remarque qu'un tel.germe est déterminé par sa fibre
. - _ R
De méme, soit (S, () un germe despace analytique, S étant un

- représentant dans un voisinage ouvert W de l'origine 0 de €*. Si U est un -
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voisinage ouvert de 0 de C" et % un faisceau cohérent sur U xS, nous
désignerons par {Gg, 0) le germe de %s en 0 = (0, O)eU x 8§, par %, sa fibre
en 0el xS, et par %(0) le germe de j& %5 en 0elU, ol jo: U —U x§ est
définie par fo(x) = {x, 0). Nous dirons alors que (%, 0) est une extension de
s (0).

5.1. Pour fixer les notations nous rappelons les définitions de
déformation semiuniverselle d’un germe de faisceau (cf. [13]). .

51.1. Avec les notations précédentes, on dit que (%, 0) est une
déformation de (%, 0) ou plus simplement, que %, est une déformation de
Fq st

(i) %, est un €gqo-module plat, avec la structure induite par la
projection. U xS 8§,

(ii) 11 existe un isomorphisme &: % (0) —+.#,.

Remarque. Soit (X, 0) un germe d'espace analytique, X étant un
représentant dans un ouvert U de € Si on prend (#, 0)= ({4, 0) on
obtient la définition habituelle de déformation de germes d’espaces analyti-
ques (cf. 5.55, en faisant py = 1).

5.1.2. SI %, et %, sont des déformations de F, sur (S, 0) et (5, 0)
respectivement, un morphisme de %s o dans % o est une paire (f, @) telle que
F: (8, 0) =4S, 0) est un morphisme de germes d’espaces analyticjues et

@: (id xf)* %~ %

est un isomorphisme compatible avec £ et &

5.1.3. On dit que %, est une déformation verselle (ou compléte) de F, si
pour toute déformation %5 o de & il existe un morphisme de %, dans % .

5.14. Soit & le germe du point double de €. On désigne par T1(F,)
I'espace vectoriel des classes diisomorphisme de déformations de #, sur J.

Si %, , est une déformation sur (S, 0), on a une application naturelle de
T,S dans T'(%.). On dit que %, est effective si cette application est
injective.

5.1.5. Finalement, on dit que %; , est une déformation semiuniverselle si
elle est verselle et effective. Si %, est verselle et dime T*(F,) est finie, Y o
est effective si et seulement si dim T, § = dim T {Fy).

3.2. Soit (X, 0) un germe d’espace analytique a l'origine 0 de C".
Etant donnée une C*-action dans C" de poids g;, 1 €i< n, pas tous

nuls nous dirons que le germe (X, 0) est C*-équivariant si I'idéal que définit
x,0 €5t équivariant. :
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Plus génfralement, avec les notations de 5.0.1, nous dirons que (F, 0)
est C*-équivariant, cu plus simplement, que %, est équivariant §1il existe une
présentation de

p & .
e = -, 0

et feZ”, f'eZ™ tels que u soit un morphisme équivariant de ¢4, dans ¢4
{cf. 3.2.1). Nous rappelons que ceci équivant & dire que les colonnes de a sont
formées par des €léments g-homogénes de (', de degrés —f;, ..., —f, (cf.
3.4.0.

Dans ce qui suit, “germe de faiscean équivariant” sera synonyme de
“germe de faisceau cohérent C*-équivariant™.

5.2.1. ProPoSITION. Avec les notations précédentes, F, est. équivariant si
et seulement S'il existe une résoluriorz “ de Fy

0= (2 —. >y = Ot s RG> F 0

relle que les morphismes d' soient equwariams‘ On dir que % est une résolution
équivariante de #.

Démonstration. Elle résulte de 4.6.1.

5.3. Nous fixons pour la suite:

(i) Une {*-action dans C* de poids ¢q;, 1 < i< n pas tous nuls.

(i) Un germe #, de faisceau équivariant, # étant un représentant sur
un certain voisinage ouvert U de Torigine 0 de €.

(it} Une résolution équivariante %" de F, telle que les matrices o' = (¢ f,h)
Isisrl<jsp-, I<h<p,qu définissent %" soient définies dans U.
On notera di;, = deg aj,.

(iv) Un entier positi{ K, assez grand pour que les fonctions af, ci-dessus
soient dans ¢,(K) (cf. 2.3).

54. Avec les notations de 5.1, une déformation %, de #
dite équivariante si:
{d) 11 existe une C*-action dans C* telle que (8, 0} soit équivariant.
(i) %, est un germe de faisceau équivariant par rapport & la C*-
action dans C"x C* induite par celles dans C" et
(iii) L’isomorphisme %g(0} — %, est équivariant.

F, sur (S, 0) est

55, Pour tout entier. positif K > K,, on considére F'(K), 8% et Z*(K)
définis de la maniére suivante.

55.1. F'(K) est Pespace des r-tuples b = (b', ..., b"), ou &' = (b} sont
des matrices dont les coefficients bf, appartiennent a @, (K), 1<i<r,
Lgjsp-y, ISshsp

F2(K) est l'espace des (r—1)-tuples ¢ = (c% ..., ¢} de matrices ¢ = (cjy)
avecc,,e(’(K) 2€i€n 1€jsp,, 1<h<p.
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Finalement, F (K) est Uespace des paires {e, §) = (% ..., €8, ...,0.,

oll les matrices ¢ = (e} ont comme les précédentes les coefﬁcmnts dans-

¢ (K), 0<i<r, 1 <j, h<p, et les composanies de 0 ={#,, ..., 8,) appar-

tiennent aussi a ,(K).

552, Avec la topologie produit, les F'(K) sont des espaces de Banach.
Dans ces espaces on considdre les points distingués. suivants:

aeF'(K), 0eF*(K), (1,2eF°(K),

ot a =(a, ..., &) est la r-tuple définie par %, et (1, 2) est la paire formée en
prenant les matrlces identités et les fonctions coordonnées de C".

On note F'(K) soit lespace de Banach correspondant, goit un vonsmage

convenable du point distingugé.
Si K' > K, Pinclusion @ (K) < (f,,(K) induit des mclusmns continues
FHEK) c FI{K), 0<i<2.

5.5.3. Soient K, K’ des entiers positifs, et supposons K > K’ > K. Si
(e, 6) et b appartiennent & des voisinages convenables des points distingués
dans FO(K) et F!(K’) respectivement, il est bien défini w((e, 8), b)F' (K)
moyennant

olle, 0), b) = (" b (B!
Alors, la fonction » est analytique.

En particulier, dans des voisinages convenables des points distingués on
a la suite

)1 Ligy-

3% ax
FO(K) > FY(K) = F*(K),
ol _
= (&1 ad (0)(€) " Yy gigr  Ok(B) =" Bagicn

Ii est évident que les points distingués s'appliquent dans les points distingués,
et que 5k od? =0.

S (e, 8)

554. On nete Z*(K) le modéle d’espace analytique banachique (cf. 1 2)
défini par

ZYK) = p(FHK), 8k F2(K)).

On remarque qwavec les notations ci-dessus, si beZ'(K'), alors
w (e, 8), b)eZ'(K), quel que solt {e, 6).

5.5.5. ProPoSITION. (i) Soit %5, une déformation de F, sw (S, 0). Alors
il existe une extension *%" de %, résolution libre de % .
P
0= 0y g0 - ""C(sto ”"@pixso .

o
. “*@UXS,O ... —’gsl() ~,., =0,

|
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Réctproguement, soit (S, 0) un germe d'espace analytique et *%" un complexe de
Oy «s,0-modules libres qui soit une extension de €. Alors *¢ est une résolution
libre de quelque %g o, déformation de F, sur (S, 0).

- (i) De méme, la donnée dune déformation Fg, de F, sur (8,0) est
équivalente 4 celle dun entier positif X et dun morphisme ¢: (S,0)
~(Z'(K), a). :

Démonstration. Elle est analogue a celle de (1.3) et (2.2°) dans [2],
ol po = 1.

55,6.. Compte tenu de 5.5.5(ii), on a

PROPOSITION. Avec les notations ci-dessus, soient ¢: S +Z"(K), ¢": §
-+ ZY (K'Y des déformations du germe de faisceau cohérent Fo. Alors ¢ et ¢’
sont isomorphes si et seulemeni il existe des entiers positifs K;, K, avec
K,> K, >K, K', et un morphisme n: S =~F°(K,) tels que la composition

§ 8 FOK,) < Z' (Ky) > ZH(Ko)
coincide avec ¢, ot w a été défini en 5.5.3.

557. Remarque. Les définitions et propositions de cette section sont
valables sans conditions d’équivariance sur 4.

5.6. Compte tenu de la définition 5.4 et de la proposition 5.5.5 il résulte
la caractérisation suivante des déformations équivariantes:

5.6.1. PROPOSITION. Avec les notations précédentes, la déformation ‘?s,o‘
est équivariante si et seulement si:

(1) (S, 0) est equivariant.

(ii) Les matrices A' sont formées deléments q-homogenes A, tels que
degA,,,——degaj,,, L <J Pi-y, I<h Pu 1<1

5.6.2. On remarque que les C*-actions dans C" et C* donnent une C*-
action dans C"x €. Cest par rapport a cette action que les éléments
L.eCix, ] sont g-homogenes, en notant les coordonnées dans C“ par
(xy, .. x) et dans C* par (r,, ..., t,). Les fibres pour ¢ fixe ne sont pas, en
gcneral g-homogénes par rapport 4 [laction dans ", sauf, naturellement,

pour t = 0.

57, Avec les notations de 5.5 écrivons

8}( = déé‘,a

les différentielles des apph’cations 5% et 8% aux points distingués. On-a alors
la suite d’cspaces de Bapach .

Wm Pwﬁww

5% = daj%,(l,z_)’
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Par passage 4 la limite inductive, K parcourant les entiers positifs, on
obtient la suite de (,-modules libres

po&pr pr
ol Fi=TlmF(K), 0€i<?2, et

89", ..., ¢ 61,...,8,J=(e"‘laf—a"ei+ZEL1—61) ,
T ox;

LEigr
SLbY, .., D) =T d +d 7 b)yci<
Alors on obtient
5.7.1. LeMME. Avec les notations précédentes on a
TY(F,) = Ker §*/Tm 8°,

5.7.2. Remarqgue. Les définitions et le lemme de cette section sont
valables sans conditions d’équivariance sur #,.

5.8. Sur ces ¢,-modules F, 0 < i< 2, nous définissons les graduations
topologiques naturelles induites par 5.3(iii) et les homomorphismes §° et 3%,
En particulier, ils seront utilisés dans 5.9 et 63. On rappelle (cf. 3.4.1) que iy

est de la forme d,—di™*, ou 4}, &' €Z. Alors, avec les notations de 5.5 et
5.7, nous dirons que:

() beF est de degré k si by e (40t
(it} c €F* est de degré k si cjhecfffﬁ,»d;*2+k],
(i) (e, ) F° est de degré k si ej:p,etﬂff’i‘dj”)’ 6,c 0™
ou I<j<p_(, I1<h<p, 1<i<r.
5.8.1. Donc, par construction il résulte que les homomorphismes §° et

&' sont éguivariants, et que le point distingué aeF! est de degré 0.

58.2. Sur les ¢,(K)-modules F'(K}, 0<i<?2 nous considérons les
graduations topelogiques induites.

3.9. Finalement, il résuite de 5.7.1, 3.4 et 3.3 une graduation topologique
sur TH(#):

5.9.1. ProrositionN. Lespace vectoriel T'(#y) est un {,-module (en fait,
un (y g-module) topologiquement gradué. Si on note T'(v) le sous-espace des
€léments g-homogénes de degré v de T* (F,), et par n la projection naturelle de
Keré! sur TH(F,), alors on a

T (v) = m((Ker §1)).

38.2. Cest-a-dire que les déformations infinitésimales de degré. v (on
appelle ainsi les élémentes de T (v)) sont celles qui peuvent étre représentées
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par des €léments (b', ..., b") appartenant & F'™. Si b' = (b}) ceci équivaut &
dire que

) by e el

(i Bt +d Y =0,

ol I Ljsp o, 1€hgp, 1€igr

6. Equivariance de la déformation semiuniverselle.

6.0. Les notations de 54, 535 ¢t 5.7 restent en vigueur.

Pour la suite, nous fixons un entier positif K vérifiant les conditions de
5.3(iv) et de 4.5.1 par rapport aux homomorphismes 6° et 4* (cf. 5.8.1). Voir
aussi la remarque 6.4.1. Wous supposerons lous les entiers K, K', ... plus
grands que K.

6.1, Voici le plan de la construction de la déformation semiuniverselle.
Dlaprés Donin, la base est obtenue comme sous-espace analytique maximal
de Z'(K) par rapport & E x T'{F).

En appliquant 1.7.1 nous construisons ce sous-espace maximal comme
Pintersection de Z'(K) avec une sous-variété N(K) d’une variété lisse L(K),
qui contient aussi Z*(K), pour un entier K > K,. Ces objets E, L(K) et
N (K) sont construits respectivement dans 6.4,'6.5 et 6.6 (la démonstration de
ce dernier est renvoyée au §7). Le déformation semiuniverselle est alors
définie par Tinclusion de la base dans Z'(K) (cf. 55.5). Pour qu'elle soit
équivariante il faut que E soit équivariant et que N(K) soit parametrée de
facon équivariante au sens de 6.3.

6.2. Dans tout ce qui reste on suppose que T'(F;) est un C-espace
vectoriel de dimension fiile (=s). Selon 5.9.1, il cxiste alors une base
(6, ..., ) de T1(F) telle que & € T (7). On identifie T (F,) avec C* &
travers cette hase et on note (t;,...,1,) les coordonnées dans .

6.2.1. Alors, dans €* nous considérons la C*-action de poids —v,
1 €i<s, cest-g-dire

Act=(A7" ey, o, A ), AeC
6.3, Nous dirons qu'une série a coefficients dans F Y(K) et 4 variabies ¢
dans € est équivariante si chaque mondme est de degré ( par rapport & l'a
Ctoaction sur C° ci-dessus et 4 la graduation topologique de FY{K) définic
en 5.8.2. Explicitement, une telle série est une famille de séries de la forme
Et (a, 1 tlﬂ _..1's. Nous dirons quelle est équivariante si chague coefficient
ol .

s

(&1..1,)n st g-homogéne de degré diy+1ivi+. ..+ Lvs.

Par exemple, a+a ity +...+ogf; est équivariant,
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6.4. Prorosition. (i) Il existe un sous-espace vectoriel E de Ker O qui est
un complémentaire topologique équivariant de Imé® et qui est isomorphe &
T Fy).

(ii) Pour tout entier K > K on pewr dérerminer un sous-espace vectoriel
équivariant E(K) de Ker 8% qui est un complémentaire topologique de Imd} et
qui est egal @ E pour K assez grand.

Démonstration. (i} D'aprés 4.5.1, il existe un sous-espace vectoriel
équivariant E' de F! qui est un complémentaire topologique de Imd°. On
achéve la démonstration en prenant E = E' nKeré', et en appliquant 5.7.1.

(i) résulte de 4.5.1 et de ce que E = lim_, E(K) est de dimension finie.

6.4.1. Remarque. Pour la suite, nous supposerons K, assez grand
pour que E(K) =E pour tout K > K,,. Puisque E = T'(#,), nous identi-
fions tous ces sous-espaces avec C, & travers la base (x,, ..., @) considérée
dans 6.2

6.5. Prorosimion. Pour tout entier K > K, il existe une sous-variété
(lisse) L(K) de F'(K) telle que:

(i} Z*(K) est un sous-espace analytique banachique de L(K).

(i) T, Z'(K) = T, L{K) = Ker 6}.

(i) Si K' > K, Tinclusion F'(K) — F'(K') induit une inclusion continue
L(K) = L(K".

Démonstration. On construit, en appliquant 4.5.1, un complémentaire
topologique équivariant de Imé} dans F3(K), et soit 7y la projection de
F*(K) sur ImdL. Alors L{K} = (ng08%)~ {0} vérifie les conditions voulues
(cf. 1.6.1).

6.6. ProrosiTioN. Avec les notations précédentes, il existe K > K, er
N(K) tels gue: '

(i) N(K) est une sous-variété (lisse) de F'(K).

(i) N(K) est contenue dans L(K).

(i) aeN(K) et T, N(K) = E(K).

(iv) N(K) admet uyne paramétrisation dans un voisinage W de lorigine de
E(K),

Py W - N(K),
définie par une série équivariante.
Démonstration. Voir le § 7.

6.61. Remarque. N(K) étant de dimension finie, nous pouvons ia
considérer- comme une sous-variété (lisse) de L(K') pour tout entier K' > K.
6.7. TuEOREME. Soit (F, 0) le germe a lorigine 0 de C" dun faisceau
cohérent C*-équivariant tel que dimgT*(F,) est finie. Alors il existe une
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déformution semiuniverselle de %, qui est équivariante. Elle est aussi semiuni-
verselle dons la catégorie des déformations équivariantes. Donc, elle est unigue
@ un isomorphisme C¥-équivariant prés, non canonique.

Démonstration. Comme nous l'avons dit, la construction de la
déformation et la démonstration de la semiuniversalité sont essenticllement
comme dans [2].

Le long de la démonstration on supposera toujours que les entiers
K, K’ ... sont plus grands que K, (of. 6.0). :

(i) Construction de la déformation. Soit N(K) comme dans 6.6 et § le
modéle d’espace analytique banachique défini par § = N(K) nZ!'(K). § est
de dimension finie et le morphisme d’inclusion (S, 0) —+(Z'(K), a) définit une
déformation de F#,. ‘

On remarque que si K'> K, on a N(K)nZ'(K) = N(K)nZ*(K').

(i) Versalité. Dans ce qui suit on éerira pour simplifier S, Z'(K), ..., au
lieu de (S, 0), (Z*(K), a), ...

1l résulte de 1.7.1 que S est un germe de sous-espace de Z' (X} maximal
par rapport 4 E(K), tel que pour tout K'> K, Tégalité N (Ky nZH{K)
= N(K)nZ"{K') permet de considérer § comme un sous-espace de Z LKA
maximal par rapport 4 E(K’') = E(X). Pour montrer que @: § —Z" (K} est
verselle, soit y: 8 —2Z1(K') une déformation de #,. Soient K, et K, tels
que K, K’ <K; <K,. Il faut trouver des morphismes &, % tels que le
diagramme ‘

S 2K e 21 )

_imel

5 — Folrca = ZHi)

soit commuiatif (cf. 5.5.6). Pour ceci, soit G un complémentaire topologique
de Ker 522 dans F®(K,) (cf. 45.1), et P la vari€té linéaire parallele & G par le

point distingué. Il suffit de montrer que

(%) Wipxs: P xS —Z'(K3)

est un isomorphisme. _ _ :
On remarque d’abord que la différentielle do s, €St un monomor-

phisme sur GOE(K), dimage Im 0%, DE(K) = Ker 6t ,. Done, (P xN(K))

est une sous-variété de F!(K,) isomorphe & L(K,). On a donc la situation

P ox NIKY =2 o (Px MK 2L K]
u N U
Py S —Ls ulPx§) &  ZKY
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ou toutes les fléches sont des isomorphismes. On remarque qu'on peut
prendre : de fagon qu'il soit lidentité sur w{P xS).
Alers, en identifiant 4 travers ces isomorphismes, on a

PxScZHK,)c PxN(K) (=L{K,).

Par construction on a S =Z'(K,)nN(K). Donc, lisomorphisme (x)
résulte d'un lemme de Douady {[3], 5.1).

(iii) Semiuniversalité. Ceci résulte de ce que I'espace tangent 4 la base de
la déformation est E(K) =~ T {.Fg).

(iv) Equivariance. D'aprés 6.6, il existe une paraméirisation ¥ de N(K)
définie par une série dquivariante. Ceci nous permet de considérer des
matrices A°, 1 <i<r du type p;xp;,—, ayanl pour coefficients des fonctions
analytiques en x, t (xeK, [t;] <g, 1 <7< s) qui induisent de maniére natu-
relle des morphismes

p; Pi- .
Clx, " =>Clx, )71 1<igr.

Intersecter N(K) avec Z'(K) équivaul 3 imposer la condition que ces
morphismes définissent un complexe, ce qui se traduit en Pannulation des
series composanites des matrices produit correspondantes. En exprimant ces

series comme des séries cn x, cette annulation définit un idéal J < Cfr)
engendré par les coefficients des séries considérées. Il est clair, alors, que le
complexe induit

AL (C{x, )T =(Clx, /i)"Y, 1gi<r,
vérifie les conditions de 5.6.1.

(v) Finalement, il faut démontrer que toute autre déformation
équivariante peut étre obtenue comme “pull-back” é&quivariant de la
déformation construite. La démonstration est analogue & celle du théoreme
(2.3) de [10].

7. Démonstration de 6.6.

7.0. Les notations de la section précédente restent en vigueur. On
rappelle que (ay, ..., &) est une base d'éléments g-homogénes de T (%,) de
dégrés respectifs v, ..., v,, et que 7, ..., , sont les fonctions coordonnées
correspondantes.

SiJ =y, ..., J)eNs alors

. . oo

IJ{:]1+.+J\1 FJ=1‘11...?SS,

Ji'j’ = Ul ijlw (RS Jsi].;)

On écrira J,, pour indiquer que |J| = m.
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Dans le cas ol Tlon considére J—J', on supposera toujours que
J1 2Jts -, Js = Ji. On identifie Pindice inférieure j avec (0,...,0,1, 0, ..., 0),
ot 1 est placé au j-iéme lieu.

S§i b, ceF'(K), on désignera par be Iélément de F2(K) défini. par

be = (b )y gigr

En particulier, 8% (h) = bb.
Finalement, on utilise le méme symbole pour un élément de H(K),
F°(K), ... que pour son image dans C {x}, F° ...

7.1. Lidée de la démonstration de 6.6 est la suivante: Soit N'(K) telle
que:

(i) N'(K) est une sous-varieté (lisse) de F* (K],

(i) N'(K) = L{K),

{iii) a eN'(K), T, N'(K) = E(K), ‘
et soit @ un¢ paramétrisation de N'(K) dans un voisinage W de Porigine de
E{K):

(iv) @x: W-=+F(K), 0eW < E(K).

Alors

Oxin=>08;t, B0,eF (K),
on #y =a, ] =«;, c'est-d-dire
Ox(t) =a+Y o ;43 Bt ti+. ..

En genéral cette s€rie ne sera pas équivariante. Il s'agit de la modifier
pour quelle le soit, et de fagon quelle paramétrise une sous-variéie N(K)
vérifiant les conditions (i)~(iil)- ci-dessus.

Nous allons construire une telle série ¥y (1) en plusieurs étapes.

7.2. Puisque N'(K) < L{K), on a
(rg 00ROk (D)) =0, 1eW,

ol ng; est la projection de F2(K) sur Imé} considerée dans la preuve de 6.5,
Si on définit v, eF?(K) par

S = 5k(@x )
on a
Yo =aa=0,
Wi = a;+o;a =0,
Vi = aby+ojo oo+ 0 a,  etc.

Puisque my (Y)) =0, pour tout J, et g est équivariante, les projecfio_ns des
parties g-homogénes de ) seront aussi nulles.



226 J.-Ferrer et F. Puerta

Soit 8, la composante g-homogéne de degré jo v, +...+j,v, de 65, On
définit @, et yr, par

B0 =%0r Syt =4O
alors on obtient gue ces deux séries son équivariantes et que

Wo='/’j=0-

Aussi, i, est la composante g-homogéne de degré <J, v> de Y si |J] =2
ou 3, mais pas en général si |J| > 3. Done, comme nous venons d'observer,

) =0 s |J] =2 ou 3,
T () 0

7.3. Avec cette premigre modification de &%, nous avons obtenu une
série équivariante Oy qui vérifie (i) et (i) de 7.1, mais pas (ii). Pour corriger
cela, la deuxiéme étape consistera 4 construire par récurrence une suite de
séries ©,, telle que:

(1) &, = 6.

(i) &,—6,,_, est dordre = m.

(ili) (mg 06§)(@,,(2)) est d'ordre = m+1.

(iv) @, est équivariante,

Nous dirons gu'une série 3 ; 8,1’ est dordre > m si f, =0 pour |J| <m.

Oy =a, @ =a;,

en général, si |J| > 3.

73.1. Pour définir les séries @, il nous faut introduire un morphisme
inverse de 8. De facon précise, soit M (K) (resp. M) des complémentaires
topologiques équivariants de Ker % (resp. Ker §') dans F!(K) (resp. F) (cf.
4.5.1). Alors 0klyw): M(K) —Imd} est une application C-linéaire bijective et
continue, donc un isomorphisme équivariant d’espaces de Banach. On
désigne par y; linverse de cet isomorphisme.

73.2. On comménce la récurrence en définissant
O3 =0, =0, =0
On a vu que (ng08g)(@3(1)) = Y 11247k (Y,) ¢, Soit, pour 1J| = 4,
Qr =V (TCK (W)
Done 7y (W, —dk(@,)) = 0. Cest ainsi que si Pon définit
Bty =050~ Y o,

|F)=4
les conditions de 7.3 sont vérifies pour m = 4,
En général, on définit ¢, comme limage par yy du coefficient corres-

pondant de la partie principale de (my 08} (@, (), ie.
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®5,, = (Yx O7) ('n[’Jm"Z(aJI @Ogp=3y T Pr a0
J1

-6, Cap-dy ¥ Py —3,01)—
73

- (R T X YA S TR ) §
I d

Alors

J
@m = @m_l-—z gﬂ_,ml ™,
I

m

7.3.3. Daprés la construction, il est clair que la suite @,, vérifie (i), (i3),
(ivy de 7.3. Et (iii) résulte de

@ (1) = Ok () =Y @y "~ =Y g, 1™
Ta T

74. Donc, la limite formelle
¥y =Ilme@&,

existe, c'est-d-dire, Wy est unc série formelle ) ¥,t’ telle que si on écrit
&, =3,0,,t, il résulte que

Y V=Y O,
|Jl<m WJ€m
pour tout m' = m.

On va démontrer tout de suite Ia convergence de ¥y (f) pour tout # d’un
voisinage W’ de 0 contenu dans W, et la démonstration sera achevée. En
effet, la variété N(K) paramétrisée par Wi (r} vérifie les conditions désirées,
compte tenu que:

(a) Les termes de degrée 0 et 1 de ¥y corncident avec ceux de #%.

(b) L’équivariance de ¥;, 8;, mg, jx nous domne que ¥, est aussi
équivariante.

(c) (g 0d5)(Px(D)) =0 pour teW' < W.

7.5. Pour prouver cette convergence on introduil les notations suivan-
tes: '

Ay =18l (en particulier A, = {|ai|),
mr =, f= el
De méme,
lm = Z AJms b = EJHJ,"’ . e = Z WJM'
. ]m Jm Jm

4 — Studia Mathematica 91.3
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Finalement,

fy = Oklly = Ao (L Az, Jom o= 2 A

—14+m\
“Qs Zj‘m( k"'-' )Q s

ty =118 0@ll, = a0+ + (2, 1, ) "

Ty
ol les séries sont convergentes pour ¢ >0 convenablement petit et s
= dim E{K) (cf. 7.0).

7.5.1. Soit p assez petit pour que

=2 tn 0",

m

hps—ho <Hllpell™*
et voyons quiil existe une constante 4, telle que

H@m”g = Z H@m.JH Q”l s A
Joe

cc qui montrera la convergence désirée.

7.5.2. Tl résulte des définitions que pour m > 4

“@mng < ‘|@Jn—1!|q+nin @m .5 19‘*‘774 Q4+ "+77m Qm*
s, I < lvell e, + vkl 24,3 Mg, - b+
T

el s S sy -a -

-4

Alors

o = 2 Pr || St + 25 ey + b D4 s

J!I‘l

—14+m
.pu;n = ”TK“ I”'m’ m = "”?I\H ( 5"'"1 )

et (S_ 1 tm) est le nombre des J = (ji. ..., jJ tels que [J| = m. On remarque
8§ .

ol

que la série ), A, 0" est convergente car

s—1+m) dit 1 -
AooMm = /1 m+x 1’
2( s—1 0= g LT e
Cette derniere inégalité implique que pour tout m > 4

s ﬂ;n+ru;n—tﬁ1+-'-+#;ﬁ|m—4,
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ol les ff; sont définis formellement i travers

1
T—(A 24 A5 2 4.

En effet, on voit que

=1+ﬁ1 Z+ﬁ1:2+

By =+ B+ + A By
et par récurrence sur m on obtient
U S i+ A0 (o g F -2 By Bm ) b A g 1t
=l gy Byt B
Par conséguent,

1@nlle € g+t g* +(u5+ 4 fr) 0 +...

it -1 it A e B e
= Ao +H{ta 0+ s P+ + 1, 0™

+Bro(a gt F 1l 0" N B s 0™ 0%)
S Ao tlivkll (1 +Bre+ B0+ 4 Bua 0™ ™

Hyxl! &

< At = M
T 2l e h)

puisque on a choisi ¢ tel que 2|yl (4,,—40) < 1. Donc
1@nll, < 4,

et la démonstiration est finie.

pour tout m = 4
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Lower s-numbers and their asymptotic behaviour
by

VLADIMIR RAKOCEVIC (Ni§) and JAROSLAV ZEMANEK (Warszawa)

Abstract. We introduce geometric characteristics of Banach space operators, analogous to
the s-numbers, which are suitable for the lower part of the spectrum. For Hilbert space
operators these quantities coincide with the eigenvalues below the bottom of the essential
spectrum of the meodulus, In general, their asymptotic behaviour correspends to the distribution
of the jumps of the minimum index in the semi-Fredholm domain, The paper is a continuation
of [14].

1. Tower approximation numbers. Let T be a bounded linear operator
on a complex Banach space X. Let U denote the closed unit ball of X. Let

m(T) = inf (|| TX]}: |xI| = 1}
be the minimum modulus of T, and let
g(T)=supie =0: TU o U}
be the surjection modulus of T We note that both m(T) and ¢(7) are
pos_iti\_/e1 i_f1 and only if T is imvertible, and in this case m(T)=q(T)
Hg‘orlleac‘:h r=1,2, ..., o we define the following lower analogues of the

approximation numbers:

m, (T) = sup {m(T+ F): rank F <rl,

g, (T) = sup {g(T+F): rank F <r},

g,(T) = max {m,(T}, q.(T)}.

We note that g (T} > 0 if and only if T is a semi-Fredholm operator, i.e.
either the null space N (T) is finite-dimensional and the range R(T) is closed,
or the codimension of R(T) is finite. For such operators it will be useful to
consider the index

ind T = dim N(T)—codim R{T),
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