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Introduction et notations. Nous prolongeons ici les méthodes développées
Par §. Louboutin [7] en non plus une caractérisation de la principalité d’'un
Corps quadratique réel, mais en une caractérisation de la trivialité de son
8roupe des classes d’idéaux, ol nous appelons trivial un groupe des classes
# réduit a son 2-sous-groupe o/ des classes ambiges (classes d’ordre 2).

Nous reprenons les notations de [7]: d désigne un entier libre de carrés
SUpérieur ou égal 4 2, D le discriminant du corps quadratique réel Q(\/E],
# son groupe des classes d’idéaux, o/ son 2-sous-groupe des classes ambiges,
2 le sous groupe de o/ engendré par les idéaux premiers ramifiés (ie. le
SOus-groupe des classes contenant au moins un idéal invariant), h(d) son
Nombres de classes, y son caractére, R son anneau des entiers, w, le générateur
habitue] de cet anneau des entiers (égal 4 \/3 si 4 divise D et égal a (1 +\/6_ﬂf2 si
4 ne divise pas D), f,(X) le polyndme —N(wo—X), (fo(X) = —X*+ X
+(d—1)/4 si 4 ne divise pas D et f,(X) = d— X si 4 divise D) et &, son unité
fondamentale. .

Notre théoréme 3 prolonge les résultats de [2], [5], [7], [8), [10] et
Caractérise la trivialité de # par la nature arithmétique des fj(k) lorsque
k Varie de 1 4 la partie entiére de (1/2) ﬁ Cette caractérisation fait intervenir
des invariants Q;(I) liés a des développements en fractions continues, I par-
“Ourant un systéme complet d’idéaux ambiges représentant les classes ambiges.

'Ussi, au deuxiéme paragraphe, nous donnons une démonstration des résultats
.'®N connus sur I'ordre du sous-groupe s/ nous permettant d’obtenir exp-
ICitement un tel systéme complet de représentants. Nous illustrons au
troisi¢me paragraphe ce critére sur les quatre exemples: Q(\/;) avecd =5
X13x29 et d = 13x17x29x 37 x 41 et les deux familles: Q(./d), d = m*—1
®td = m? _4. Nos théorémes 10 et 11 donnent deux exemples de prolongement
“c_s résultats de [2], [8] et [10] en non plus une caractérisation de la
Principalité d'une famille de corps quadratiques réels, mais de la trivialité de
CUrs groupes des classes. Au quatriéme et dernier paragraphe, nous utilisons
€3 techniques que nous venons de développer pour déterminer, sous
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I’hypothése de Riemann faible { owiyell/2) <0, les corps quadratiques reels

Q(\/E) tels que leur caractére ne prenne pas la valeur +1 sur les nombres
premiers inférieurs ou égaux a (1/2}\/1_) (pour ces corps # = & = %) en
majorant d par 30272. Ceci nous permet de lister les corps a groupe de classes
d’idéaux réduit 4 o/ pour la famille Q(\/t_ﬂ, d=m>—1 (avec m—1 ou m+1
premier) et réduit 4 # pour la famille Q(\/E], d =m?*—4 (avec m—2 ou m+2
premier). Ces résultats prolongent ceux de R. A. Mollin et H. C. Williams [8],
[9] qui, sous I’hypothése de Riemann, déterminent les corps quadratiques réels
tels que leur caractére ne prenne que la valeur —1 sur les nombres premiers
inférieurs a (1/2)\/5 en majorant leur discriminant par 10'3,

Un idéal entier I est dit primitif si il n’est divisible par aucun idéal de la
forme (n), n entier et n > 2; les idéaux primitifs s'écrivent, en tant que
Z-modules, sous la forme I = (a, b+ w,);, a = N(I) divisant NQ{JE};Q(b+w0)’
Un idéal primitif est dit réduit si on peut choisir b (alors de fagon unique)
modulo a pour que son réel quadratique associe, défini par xo(I) = (b+ w,)/a,
soit reduit (ie. vérifie x,(I) > 1 et —1/X,(I) > 1, ou “'” désigne le conjugué
dans le corps). Si I est un idéal réduit, nous supposerons toujours x,(f) choisi
réduit. L’application qui a un idéal associe son réel quadratique définit une
bijection de I'ensemble des idéaux réduits du corps sur I’ensemble fini des réels
quadratiques réduits de discriminant D. Les idéaux primitifs de norme
inférieure a (1 /Z)ﬁ étant réduits d’aprés le lemme 1 de [7] et la borne de
Minkowski valant (1/2)\/5 dans le cas quadratique réel, nous en déduisons
que chaque classe d'idéaux contient un idéal réduit. Le nombre de classes
d’idéaux h(d) est donc fini. Deux idéaux réduits sont équivalents dans le groupe
des classes d’'idéaux si et seulement si leurs réels quadratiques associés sont
équivalents sous l'action de GL,(Z). Soit I un idéal réduit, x,(I) admet un
développement en fractions continues purement périodique:

xo(l) = [ng, nyy ..oy py—11-

Les L(I) réels quadratiques réduits définis par

xi(’j = [ni yeee y nL{I]‘lv HO gres g nl'_l]'l 0 -...{__ i ""{- L(I}'_”I,

sont alors les seuls réels quadratiques réduits équivalents, sous I'action de
GL,(2), & x4(I); ils s’écrivent de maniére unique sous la forme x;(I) = (P,(f)
+\/B)/2Qi{1] avec P,(I) et Q,(I) entiers strictement positifs et Q,(J) divisant
(D—P,(I)})/4. Les Z-modules I, = (Q,(I), (P,(I)+/D)/2), sont alors les idéaux
réduits de réels quadratiques associés x,(I,) égaux 4 x,(I); ils sont de norme
N(I) = Q,(I). L’ensemble {I;; 0 < i < L(I)—1} (en posant I, = I) est appelé
le cycle des idéaux réduits de l'idéal réduit I. Nous partitionnons don¢
les, disons, m(d) idéaux réduits du corps en h(d) cycles d’idéaux réduits. m(d)
est appelé, suivant G. Lachaud [6], le calibre du corps et le calibre m (%) d'une
classe d'idéaux % est par définition la longueur du cycle d'idéaux réduits
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d’un idéal réduit quelconque de cette classe. Pour des détails et prt’:lcisions sur
ces rappels, nous renvoyons le lecteur a [4], [7] et [11]; pour une illustration
de Putilisation des cycles d’idéaux a H. Amara [1].

1. Critére de réduction du groupe des classes a son sous-groupe des classes
ﬂl‘l‘lbiges

LemME 1. Si I est un idéal réduit, son idéal conjugue I' est réduit.

Preuve. Si I = (a, b+wg), alors I' = (a, b+wp), = (a, —b—wo)z = (a, b
+na+w,), avec b’ = —b—Trace(w,) et n quelconque dans Z. I étant
réduit, nous pouvons supposer xo(I) = (b+wg)/a réduit; nous devons
montrer que nous pouvons choisir n dans Z tel que xo(I')
= (b'+na+wy)/a = n—x,(ly soit réduit. Si xo(I) = (g, By, ..., np-1], nous
avons d'aprés H. Hasse [4]: —1/xo(I) = [np-y, .o nyps ny), et donc
Xo(I') = [n, ny—q, ... » Ny, No). Puisque xo(I') est réduit si et seulement si son
développement en fractions continues est purement périodique (H. Has§e
[4]), il faut et il suffit de prendre n=n, pour que Xx,(I') soit reduit.
I' est donc réduit et xo(I') = [no, Mp—15 .00, 1] @

ProrosiTiON 2. Soit I un ideal reduit ambige de cycle d’ideaux reduits
ambiges de longueur L(I); un idéal réduit J tel que J et J' soient les seuls ideaux
de norme N(J) appartient au cycle de I si et seulement si N(J) appartient
@ {Qn; 0 < i< LH-1}.

Preuve. Si J appartient au cycle de I et J =I;, alors N(J) = N)
= Q).

Réciproquement, si N(J) = Q,(I) = N(I)), par hypothése I, est égal a J ou
J', ou encore, J est égal a I, ou (I). Chaque idéal I; du cycle de I étant
€quivalent dans le groupe des classes d’idéaux 4 Iidéal ambige I est également
ambige. Conséquemment, l'idéal (1))’ est équivalent dans le groupe des classes
4 lidéal I, Puisqu'il est réduit d’aprés le lemme précédent, il appartient au cycle
@idéaux de I, qui est égal d celui de I, dou: (I) =1I;, pour un indice
J convenable, et nous avons le résultat. m

Nous définissons I'ensemble E(D) par: E(D) = {N(I); I idéal réduit
ambige}. E(D) est fini puisqu’il n'existe qu'un nombre fini d’idéaux réduits.

ous avons:

THEOREME 3. (a) # = o si et seulement si {p; p premier, p < (1 JJ’.’Z)\/l?)- et
X(p) # —1} est inclus dans E(D).
(b) # = o si et seulement si les diviseurs premiers inférieurs a (1 f2)ﬁ des

Tolk) non-premiers, lorsque k entier varie de 1 a (1/2) \/5, sont dans ['ensemble
E(D).
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Preuve. Rappelons que les idéaux primitifs de norme inférieure a
(1/2)/D sont réduits (Lemme 1 de [7]).

Si o = of et p est premier avec p < (l/2)ﬁ et x(p) # —1letsi Zestun
idéal premier de norme p au dessus de (p), 2 est réduit. Puisqu’il est supposé
ambige, p appartient a E(D).

Si # = o/ et p premier divise un fj(k) pour k tel que 1 < k < (1/2) ﬁ,
x(p) est difféerent de —1 et, par I'implication ci-dessus, p appartient a E(D).

Réciproquement, si E(D) contient I'ensemble {p; p premier, x(p) # —1 et

p< (1/2)\/5}, tous les idéaux premiers 2 non-inertes de norme p inférieure -

a (1 /2)\/5 sont ambiges d’aprés la proposition 2. Puisqu'ils engendrent le
groupe des classes, # = /.

De méme, si les diviseurs premiers inférieurs a (1/2) \/I—) des fp(k) sont dans
E(D), les idéaux premiers non-inertes de norme inférieure a (1/2)\/1_3 sont
ambiges, et donc o = #. En effet, si 2 = (p, wy—n,), est non-inerte de
norme p vérifiant p < (1/2) \/1_), nous pouvons supposer que n,, qui n’est défini
que modulo p, vérifie 1 < n, < p; soit 1 < n, < (1/2) \/D. Puisque 2 est de
norme p, p divise la norme de w,—n, qui est égale a —fp(n,), p est donc dans
E(D). Par la proposition 2, % est ambige. =

Pour appliquer ce critére, il nous faut connaitre tous les idéaux réduits
ambiges. Les développements en fractions continues nous permettant de
déterminer un cycle a partir d’'un de ses idéaux, il nous suffit de connaitre un
idéal réduit ambige dans chacun des cycles d'idéaux réduits ambiges (i.e. un
idéal réduit représentant chaque classe d'idéaux ambiges). Si & est réduit a &,
le lemme a) de [7] (reproduit au lemme 5 ci-dessous) nous permet de le faire.
Nous montrons maintenant que nous pouvons également y parvenir pour
A # R

2. Le sous-groupe des classes ambiges. Si I = I, est un idéal reduit nous
notons L(I), ou Lsiil n’y a pas de risque de confusion, la longueur du cycle de
I (i.e. 1a longueur de la période primitive de x,(I)) et définissons, pour i dans Z,
I'idéal I, dans le cycle de I par I; = I, ot i’ est congru a i modulo L([) et veérifie
0 <i < L(D—1. Nous avons donc I, = I, pour i dans Z.

LeEMME 4. Soit I un idéal réduit, son conjugue I' est réduit et (I'); = (I-})'.

Preuve. Si xo(I) = [ng, ny, ..., n—1], nOUS avons vu au lemme 1 que I’
gtait réduit et que nous avions x,(I') = [ng, ny-y, ..., n;]. Nous avons donc

xoI-) = xqp-) =xp (D) =[np_is ... . Mg, Mgy ovo s Bp—j—1];

nous en déduisons donc que

XollTo ) = [Mp—is By i gs 5055 Mgy W<y 000y BL=441 ]
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D'un autre coté, puisque x,(I') = [ny, ny—y, ..., n,], nous avons

X{I')=[Rp—is ey Moy Bp_yyevn s Np—jay].

Finalement, x((I")) = x,((I- J)) et donc (I'); =(I-). m

Un idéal est dit invariant ou ramifié si il est primitif et égal 4 son conjugué,
Ou encore, si il est primitif et produit d’idéaux premiers ramifiés. Si il est de
ﬂ:l)l‘me 0 libre de carrés et divisant D, nous le notons I. Soit alors &' défini par:
fs est libre de carrés et dé = n?d’; I'idéal ramifié I, est appelé I'idéal ramifié
;dual" de I'idéal ramifié I, et noté I,. Puisque (mi; = (\/d)I,, I, et son idéal
dual” [, sont dans la méme classe d’idéaux.

. Soit I un idéal reduit, I est ambige si et seulement si son idéal conjugué I,
qui est également réduit, lui est équivalent; donc si et seulement si son idéal
onjugué I' appartient au cycle d’idéaux réduits de I, ie. est un certain I,
Légalite entre idéaux I' = I, étant équivalente a I'égalité entre leur réel
q.lladratiquc associé: x,(I') = xo(I)) = x,(I), 'idéal I est ambige si et seulement
SUil existe i tel que: 0 < i < L—1 et xo(I) = [Mgs -.v s Mgy Myp 15 -5 NL—1], avec
]_CS deux effets “palindromiques™ n, = n;_; pour 0 < j < i, et n ;= N 4i-j pOUr
'+1<j < L—1;il est invariant si et seulement si xo(I) = [n,, ..., n,_,] avec
Peffet “palindromique™ n; = n; _; pour 0 < j < L—1. Rappelons que tous les
Cycles ont méme parité de longueur, puisque N(g,) = (— 1)XD.

LemME 5. Le nombre d'ideaux ramifies réduits est précisement 2'~1.

Preuve. Clest le lemme 5 de [7]: si 4 libre de carrés divise D, exactement
Un des deux idéaux ramifiés I, ou son idéal “dual” I, est réduit: celui de plus
Petite norme.

Lemve 6. Si I=(a,(b++/D)2); est un ideal reduit avec x,(I)

: (b+./D)/2a réduit, I' = I_, si et seulement si D =4a®+b2. Si d est somme
€ deux carres, il y a précisement 2~ tels idéeaux.

—_Preuve. Sixo(I) = [ny, ny, ..., ny—1], nous avons xo(I') = [ng, ny—_y, ...

" ,’Hl] puis x,(I') = [ng_y, ..., ny, ngl = —1/x,(Iy. I' = I_, si et seulement
Z‘ (I)y =1, = 1, donc si et seulement si x,((I'),) = x,(I') = x,(I), nous avons
onc I' =J_, si et seulement si xo(I) = —1/x,(I), donc si et seulement si la

florme de x,(I) vaut —1, d'ou le premier résultat. Il est connu, et aisé de
Montrer en travaillant dans anneau principal Z[i], que D est somme de deux
Carrés si et seulement si ses diviseurs premiers impairs sont congrus 4 1 modulo
4 D a alors exactement 2'~! é&critures sous la forme: D = 4a®+b?. u

'PROPOSITION 7. (@) Si N(gg) = —1 chaque cycle d'idéaux réduits ambiges
Contient exactement 1 idéal invariant et 1 idéal J tel que J'=J_,.

3 = Acta Arithmetica 54.1
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(b) Si N(eg) = +1 on est dans un des deux cas exclusifs suivants:

(@) Le cycle dideaux réduits ambiges contient exactement 2 ideaux
invariants et aucun idéal J tel que J' = J_,. Il y a exactement 2'” 2 tels cycles
d'idéaux reduits ambiges.

(B) Le cycle d'ideaux reduits ambiges ne contient pas d'ideal invariant et
exactement 2 ideaux J tels que J' = J_,. Il n'existe de tels cycles d'ideaux
réduits ambiges que si d est somme de deux carrés; il y en a alors 2=

De plus, on est dans le cas (o) si et seulement si I' = I; avec i pair pour tout
ideal I du cycle et les deux ideaux invariants du cycle sont Iy, et Iy p)2; on est
dans le cas (B) si et seulement si I' = I, avec i impair pour tout idéal I du cycle et
les deux ideaux du cycle tels que J' = J_y sont Iy, et Iipsivy2-

Preuve. Si J = I; est un idéal réduit ambige du cyclede I'etsiI' =1,
d’aprés le lemme 4 nous avons: J' =(I) =(I)_;=()-;=1i-; = ()i-2j
=J;_,;. D'ou J' = J si et sculement si | = 2j modulo L. Si N(g,) = — 1, Lest
impair et cette congruence admet exactement une solution modulo L. Si
N(go) = +1, L est pair et cette congruence admet au moins une solution si et
seulement si i est pair; elle admet alors exactement deux solutions: j = i/2 et
j = (i+L)/2. De méme, J' = J_, si et seulement si i—2j = —1 modulo L. Si
L est impair, cette congruence admet exactement une solution modulo L; si

L est pair elle n"admet de solution que si i est impair, et elle admet alors -

exactement deux solutions modulo L: j = (i+1)/2 et j = (L+i+1)/2.
Les résultats sur les nombres de cycles découlent des lemmes 5 et 6.

TuioreME 8. (1) Si N(gg) = —1, of = R est dordre 27 ".

(2) Si N(gg) = +1 et D # 4a>+b?, of = R est dordre 272

(3) Si N(go) = +1et D =4a>+b?, .of + A et of est dordre 2'™" et R est
dordre 2'72.

Preuve. Immédiate a 'aide de la proposition 6.

Pour a et b tels que D = 4a® +b* nous notons I, I'idéal réduit ambige de
norme a égal a (a, (b+\/5)/2)z; pour ¢ libre de carrés divisant D nous notons
I, I'idéal ramifié¢ de norme 8. De la preuve de la proposition 7, nous déduisons:

(1) N(gy) = —1: les 2!~ ! idéaux I,,, ou les 2!~1 jdéaux ramifiés réduits
représentent simplement les classes ambiges.

(2) N(go) = +1 et D # da>+b*: les 2'~' idéaux ramifiés réduits repreé-
sentent doublement les classes ambiges et les méthodes de [7] permetient de
sélectionner 2°~2 de ces idéaux les représentant simplement: si
L= L(wy) = L(R) et d; = Q.2(R), nous retrouvons donc avec l'aide de la
proposition 7(b) (a) les résultats de [7]: d, est libre de carres, divise D et I, est
principal. Soit I, un idéal réduit ramifié; écrivons d & = n?d" avec &' libre de
carrés. I, et son idéal “dual” I, sont équivalents a I, et celui de ces deux idéaux
qui est réduit (i.e. de plus petite norme) est le second id¢al ramifié réduit du
cycle d'idéaux réduits de I;.
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() N(gg) = +1 et D =4a>+b*: les 2! idéaux ramifiés réduits repré-
Séntent doublement les classes ambiges contenant au moins un idéal invariant
(et les méthodes de [7] permettent comme précédemment de sélectionner 2!~ 2
df-‘ ces idéaux représentant simplement ce sous groupe #) et les 2! idéaux
l'ff_dt{lts I, représentent doublement les classes ambiges ne contenant pas
d'idéal invariant (et les développements en fractions continues des Xo(l,4)
Permettent de sélectionner 2'~ 2 de ces idéaux I,, représentant simplement ces

Classes de .« \ #). En effet, si L= L(I, ), Lest pair et x;,(1,) = (b'+ ﬁ){Za’

ZVCC D = 4a? +b'% et I, est équivalent dans le groupe des classes a I, car
ans le méme cycle que I,,, et nous avons a' = Qr2lap).

3. Exemples

EXempLE 1. d = 1885 = 5% 13x29. Ici L(R) (longueur du cycle d'idé-
aux reduits principaux = longueur de la période primitive de w,) = 4 et
Q,(R) = 29, donc N(gg) = +1 et le sous groupe # engendré par les idé-
aux ramifiés est d'ordre 2 et engendré par lidéal premier ramifi¢ réduit
Ps = (5, (35+ﬂ)/2)z au dessus de (5) ([7], théoréme 5). Les quatre dé-
Compositions de D = d en d = 4a*+b? sont obtenues pour (a, b) = (3. 43),
(17, 27), (19, 21) et (21, 11). Nous donnons ci-dessous le tableau des L(I,,),
Ql,,), L@ et Q(2,): '

idéal | L) {Qin; 0<i<L(—1}

R=Z[w,] 4 11,9299

P 6 5 33,7 13,7, 33

T34 4 3,17 et I,557~1I545, 17, 3

I, 100 19, 21,15, 11,721 et Iy yymTiom, 2L, 11, 15,28, 19

_La'p_artic en!i'ére de (1/2) \/5 valant 22, E(D) contenant tous les entiers impairs
“{fen;urs ou égaux a 21 et d étant congru 4 5 modulo 8 (donc x(2) = —1), nous
déduisons du théoréme 3(a): # = .of = (Z/2Z)*.

5 ’E‘XEMPLE 2.d= Q722453 = 13x17x29x 37 x 41 est congru a 5 modulo
(dou x(2) = —1). Ici L(w,) = 32 et Q;4(R) = 17 x 29, donc N(g,) = -+ 1 et #
et d’ordre 8 engendré par les idéaux premiers 2,5, 2, et 25, ([7], théoréme
SJ-' Afin de simplifier les calculs numériques, nous remarquons que dans le
théoréme 3(a) nous pouvons remplacer {p; p premier, p < (I ;’2“/1_) et
X(p) # —1)} par {p; p premier, p < ./D/8 et x(p) = +1} puisqu'il est connu que
POUT D # 5 toute classe d'idéaux contient un idéal entier de norme inférieure
a \/-')78 . Nous avons programmé sur calculatrice la recherche des nombres
l;fe__mler_s inférieurs a ,/D/8, c’est a dire 4 1102, tels que le symbole de Legendre
(@/p) vaille +1 (Il y a 89 tels nombres premiers) et la determination des Q (),
Nparcouram les 8 idéaux ramifiés réduits représentant £ et les 16 idéaux I,,.

Ous avons alors vérifie que E(D) contenait ces 89 nombres premiers.
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Nous avons donc # = of = (Z/2Z)* et h(d) = 16. Nous donnons ci-dessous le
tableau des L(I;) et L(I,,) ainsi que les (a, b') tels que I, , soit équivalent dans
le groupe des classes a I, (et remarquons que si I'idéal I,3x7x37 D'est pas
réduit, son idéal “dual” I,gx4, l'est):

a L=L(l,p) a = Qpal.p) o L(I,)
89 18 331 1 32
181 32 589 13 38
569 38 1199 17 32
709 30 1541 37 34
811 54 1009 13x17 - 48
1121 42 1381 13 x 37 30
1279 40 1471 17 x 37 36
1499 32 1599 13x17x37~29x41 40

ExempLE 3. Prenons d = m*—1, m pair et m—1 ou m+1 premier. Ici
L(R) =2et N(gg) = +1, Q,(R) = 2(m—1). Puisque m—1 ou m+1 est congru
a 3 modulo 4, d n’est pas somme de deux carrés et .o/ est réduit a & et d’ordre
2'~2, Les trois relations de principalité entre les idéaux ramifiés étant (théoréme
5de [7]): I, = (ﬂ), Iym-1y = (&) et Iypm+1y = (B), & est engendré par t—2
quelconques des idéaux premiers 2, au dessus des (p) lorsque p parcourt les
diviseurs premiers de d. Si nous supposons m—1 ou m+ 1 premier (ce qui est le
cas pour ¢ < 4) et notons d’ 'autre terme, # est donc représenté (simplement)
par les 2'72 idéaux ramifiés I = (9, ﬁ)z, d parcourant les diviseurs de d'.
Nous donnons ci-dessous la norme des idéaux réduits du cycle de I,.

LEMME. (a) Si 0 divise m—1, alors
Ja/s = [m—1)/5,6,2(m—1)/6] et {QI,)} = {5, 2(m—1)/5}.
(b) Si & divise m4+1 et 6 # 1, m+1 alors

/6 = [(m+1)/6—1,1,5-2,1, 2(m+1)/6—2]

et

{0.)} = {0, 2(m+1)/d, 2(m+ 1)——2(m+ 1)/6}.

2(m+1)—08—2(m+1)/5 étant supérieur & (1/2)/D (pour d divisant m+1
et 4 # 1, m+1) les éléments de E(D) inférieurs a (1/2) ﬁ divisent D. Le
théoréme 3(a) donne alors que pour m—1 ou m+1 premier le groupe des
classes # se réduit 4 o si et seulement si (d/p) = x(p) # +1,3<p<m—1.
Nous montrons, réciproquement, que cette condition implique la primalité de
m—1 ou m+1.

LeMME 9. Si a et b sont les normes des deux ideaux ramifies d'un cycle
d'ideaux reduits ambiges d'un corps quadratique réel d'unité fondamentale de
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norme +1 et tel que x(p) # +1, 2 < p < (1/2)/D, le discriminant D du corps
Secrit alors D = M*—4r, M*+4r avec r = ab divisant M, ou D = M?+r avec
r=ab divisant 2M.,

Preuve. La proposition 16 et le lemme 17 donnent: \/B/a = \/Z/a et
\/5/5 = /4/B. Nous en déduisons D/ab = Afap = af+4, af—4 ou af+1
Pul_s _D/az = A/a?, qui implique ab = fa. Le carré du P.G.C.D. de a et
b divisant D, il vaut 1 ou 2. Si il vaut 1, il existe g tel que @ = ga et B = gb et
Nous avons le résultat. Si il vaut 2, il existe g tel que o = g(a/2) et B = q(b/2) et
Nous avons le résultat.

COROLLAIRE. Si d = m? — 1 (respectivement d = m*—4) est libre de carrés et

“?f que x(p) # +1,2< p < (1/2}\/1_), alors m—1 ou m+1 est premier (respec-
livement m—2 ou m+2 est premier).

Preuve. Nous prouvons le cas: D = 4d = 4m>—4. Supposons m—1 et
m+ 1 non premiers. d étant libre de carrés, il existe alors un diviseur d ydem—1
€t un diviseur d, de m+1 vérifiant: 1 <d, < /m—1Let 1 < d, < /m+1,et
tels que 6 = d,d, soit libre de carrés (et impair). L'idéal ramifié I, de norme
d= d,d, est réduit (puisque son idéal “dual” est de norme d/d supérieure 4 9).
M—1 et m+1 étant premiers entre eux (car impairs), d, et d, sont premiers
Cntre eux et & ne divise donc ni 2m—2, ni 2m+ 2, ni 4. Les seules écritures de
b Sous la forme D = M?—4r, M*+4r avec r divisant M ou D = M?+r avec
r divisant 2M sont obtenues pour D = (2m+2)*—4(2m+2), D = (2m)*—4 et
b= (2m—2)? +4(2m—2) (Raisonner sur la partie entiére de ﬁ pour obtenir

» puis en déduire la valeur de r). Le lemme 9 nous donnant que & divise
2m—2, 2m+2 ou 4, nous avons le résultat. =

Nous pouvons maintenant énoncer notre théoréme:

Tf{l:EORf:ME 10. Pour d = m*—1 libre de carrés il y a équivalence entre les
Propriétes suivantes:

(@) m—1 ou m+1 est premier et # = (= ).

®)3<psm—1e p premier impliquent (d/p) = x(p) # +1.

() Les diviseurs premiers impairs inférieurs ou égaux @ m—1 des d—k>
Orsque k varie de 1 & m—1, divisent d.

(d) De plus, si (d/p) = +1 pour p premier et p < m—1, h(d) est minoré par

27%(Log(,/d)/Log(p)).

Preuve. Il ne reste qua prouver le dernier point. Soit p tel que
(@/p) = +1 etp<m—1,soitp < (lf2)\/5, et 2 un idéal premier au dessus de
(b). Pour p < (1/2)/D I'idéal #* de norme p* inférieure & (1/2) /D est réduit.

apres la proposition 2 et le fait que les éléments de E(D) ne divisant pas
D sont minorés par (1/2)J5, idéal #* n’appartient pas 4 <&/. u
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Remarque. Pour m = 34 et 56, le groupe des classes est encore trivial
mais ni m—1 ni m+1 ne sont premiers.

En reprenant exactement le méme schéma, il est aisé de voir que nous
avons un résultat analogue pour d = m?—4, sauf qu’ici nous ne pouvons pas
affirmer que .o/ = #, puisque d peut étre somme de deux carrés. Aussi, nous ne
pouvons établir que des résultats sur la réduction de # a 2.

THEOREME 1. Pour d = m*—4 libre de carrés il y a équivalence entre les
propriétes suivantes:

(@) m—2 ou m+2 est premier el K = A.

(b) 3 < p<(m—1)/2 et p premier impliquent (d/p) = x(p) # +1.

(c) Les diviseurs premiers impairs inférieurs ou éegaux a (m—1)/2 des
—k*+k+(d—1)/4, lorsque k varie de | a (m—1)/2, divisent d.

(d) De plus, si (d/p) = + | pour p premier et p < (m—1)/2, h(d) est minoré
par 2'~%(Log((1/2)\/d)/Log(p)).

Remarque. Pour m = 37, 53, 67, 89, 93 et 163 le groupe des classes est
encore réduit 4 % mais ni m—2 ni m+2 ne sont premiers.

Les corps de ces deux familles a groupe de classes # réduit a son
sous-groupe .o/ appartiennent donc a la famille de corps quadratiques réels

(%) = {Q(ﬂ); d libre de carrés et y(p) # +1 pour 2 <p < (lf'2)ﬁ}.

Au paragraphe qui suit, nous déterminons sous I'hypothése de Riemann faible
‘:m«i}m“ /2) < 0 tous les corps de cette famille (%) en en majorant d par 30272.
Nous obtenons alors:

THEOREME 12. Sous I'hypothése de Riemann faible { oL IQ(” 2) < 0, les corps
a groupe de classes réduit a son sous groupe < des classes ambiges dans la famille
des corps quadratiques reels Q(\/c_f), d = m*—1 libre de carrés, m—1 ou m+1
premier, sont obtenus pour les 8 valeurs suivantes: m =2, 4, 6, 12, 14, 16,
22 et 36.

Sous la meéme hypothese, les corps a groupe de classes reduit a son sous
groupe R dans la famille des corps quadratiques reels Q(\/}) d = m*—4 libre de

carres et m—2 ou m+2 premier, sont obtenus pour les 10 valeurs suivantes:
m=3,5,9, 13, 17, 19, 21, 31, 33 et 49.

4. Une famille de corps quadratiques reels. Soit Q(ﬁ), d > 2 libre de
carrés, un corps quadratique réel de discriminant D. Le groupe J des classes
d'idéaux étant engendré par les idéaux premiers 2 de norme p au dessus des
idéaux (p) non inertes avec p < (1 /2)\ﬁ) (borne de Minkowski), si nous
voulons que l¢ groupe des classes soit réduit & son 2-sous-groupe % des classes
engendrées par les idéaux premiers ramifiés, il suffit d'imposer au caractére
7 du corps de ne prendre que les valeurs 0 ou —1 sur les nombres premiers
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in'férieurs a(1/2) \/5 Nous notons (&) la famille de corps quadratiques réels
définie par cette propriété. .

PROPOSITION 13. d libre de carrés et d > 2; il y a equivalence entre (a) et (b):

(@) 2 < p < (1/2)/D implique y(p) =0 ou —1.
(b) Les diviseurs premiers des f,,(k) non premiers divisent D lorsque k entier

varie de 1 a (1/2)/D.

Preuve. Similaire 4 la preuve du théoréme 3. m

ProrosiTION 14. Si2 < p < (1/2) \/5 impligue y(p) # +1, le corps Q (ﬁ)
est de Richaud-Degert, i.e. on peut ecrire d = m*+r avec —m <r<m et
r divise 4m, ou d = m*+4m/3.

Preuve. On peut toujours écrire d sous la forme d = m>+r avec
~m<r<metdonc|r| < \/Z Si p premier impair divise r, d est congru a m?
l:“(I'Clul@ p et donc x(p) # —1. En particulier, si p est inférieur ou égal
a(1/2) /D, p divise d, donc aussi m et p? ne divise pas r. Il en résulte que la
Partie impaire de r est libre de carrés et divise m et que nous avons donc le
Tesultat, sauf dans le cas m pair et d congru a 1 modulo 4. Dans ce dernier cas,
le lemme 9 nous donne le résultat puisque les idéaux ramifiés sont alors de
Norme impaire. m

LemMme 15. 8i I = (Q, (P+ﬁ)}2)z est un ideal reduit de norme Q tel que
Xoll) = (P+ﬁ)/2Q soit reduit alors Q < /D et si p premier divise Q, p n'est
Pas inerte. De plus, pour Q = N(I) = (1/2) /D, la partie entiére ny de xo(I) vaut 1.

~ Preuve. Les inégalités de réduction xo(I) > 1 et —1/x,(Iy > 1 im-
Pliquent le premier et dernier résultats; la congruence D = P?(4Q) provenant
de la divisibilité de Ng_; o((P++/D)/2) par Q implique le second. =

ProrosiTiON 16. Si 2 < p < (1/2) \/5 implique ¥(p) # +1, on est dans un
des deux cas exclusifs suivants:

(@) N(gg) = —1 et d = 2 ou d = m*+4 avec d premier et la condition est
alors équivalente a h(d) = 1.

(b) N(ey) = +1 et tous les cycles d'ideaux reduits ambiges sont de longueur
2,4 0u 6 et de développements donnés au lemme suivant.

Preuve. Soit J un idéal réduit non-invariant d’un cycle d'idéaux réduits
ambiges. Sa norme ne divise pas D et ses diviseurs premiers inférieurs a
(1/ 2)\/5 ne sont pas inertes (lemme 15), donc divisent D par ’hypothése faite
Sur le caractére; cette norme est donc supérieure a (1/2) \/_5

Supposons la norme de 'unité fondamentale égale a4 — I, nous sommes
dans le cas (a) a la proposition 7. Soit J = (Q. (P+ /D)/2), l'unique idéal
Yerifiant J' = J_, d'un cycle d'idéaux réduits ambiges de longueur donc
Mpaire supposée au moins égale & 3. J n'est pas invariant et —1/x,(J)' = x,(J)
(llemme 6) et donc xy(J)—x,(J) = (x{,{.n)2 + l)/xo(J} est strictement supérieur
4 2. Mais cette différence valant D/Q = \/5/ N (J), elle est inférieure 4 2; nous
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arrivons 4 une contradiction nous permettant d’affirmer que tous les cycles
d'idéaux réduits ambiges sont de longueur 1. Or il est aisé de voir que le seul
cycle d’idéaux réduits qui puisse étre de longueur 1 est le cycle des idéaux réduits
principaux et qu’il est de longueur 1 si et seulement si d est de la forme m*+4 ou
m2+1 avec m impair (En effet, si I = (Q, (P++/D)/2); est lidéal d'un cycle
d’idéaux réduits de longueur 1, x,(I) = [i] ='(n+\/5)/2 avec § = n*+4 et donc
D = Q*(n*+4). 1l en résulte aisément que Q est égal a 1; I'idéal I est donc
I'anneau R des entiers). Nous avons donc les résultats sur la forme de d (puisque
pour d = m*+ 1, m impair supérieur ou égal & 3, les diviseurs premiers p de
m sont inférieurs a (1/2) \/5 et tels que x(p) = + 1) ainsi que celui sur le nombre
de classes d’idéaux, puisque si il n'y a qu’un cycle d’idéaux réduits, il n'y a qu’une
seule classe d’idéaux et le corps est principal; la norme de son unité fondamentale
valant —1, son discriminant est premier. Réciproquement, si pour d = m?>+4 le
corps est principal, d’apreés le théoréme 3 le caractére ne prend que la valeur —1
sur les nombres premiers inférieurs 4 (1 /Z]ﬁ.

Supposons la norme de l'unité fondamentale égale & +1. Il y a alors
exactement deux idéaux invariants dans chaque cycle d’idéaux réduits ambiges.
Soit I = I un idéal invariant d’un cycle d’idéaux réduits ambiges de longueur
L donc paire, I'autre idéal invariant de ce cycle étant I, (proposition 7(b)(a)),
nous déduisons du lemme 14 que le développement en fractions continues de
xo(I) est de la forme [a, 1,...,1,b,1,..., 1] o les séries de “1” sont toutes
deux de longueur k avec k = (L/2)—1. Posons J = I, et supposons L > 8 (soit
k = 3), J n'est pas invariant et x,(J)—x,(J) =[1,"...,1,b,1,...,1,a,1]
+[0,1,a,1,...,1,b,1,...,1] =[1, 1, a]+[0, 1, B], avec « et f strictement
supérieurs 4 1. x,(J)—xq(J) est donc minoré strictement par [1,1,1]
+[0, 1, 1] = 2. Similairement au cas précédent nous arrivons a une contradic-
tion de laquelle nous déduisons que les cycles d'idéaux réduits ambiges sont de
longueur strictement inférieure a 8; puisqu’ils sont de longueur paire, ils sont de
longueur 2, 4 ou 6. m

LemMmE 17. (a) [a, b] = (aﬁ+\/z},f2ﬁ avec 4 = afi(aff+4) ot a =a et
B =b.

(b) [a, 1, b, 1] = (x—2)B+/4)/2B, avec A4 = aB(xf—4) ot & = a+2 et
B=b+2.

©[a1,1,b1,1] = [(oc—l)ﬁ+\/:1]/2ﬂ avec 4 = af(af+1) ot & = a+1
et Bf=b+1.

Preuve: immédiate.

Suivant G. Lachaud [6], nous décomposons la fonction zéta partielle {(s, €)
de chaque classe d'idéaux ¥ en une somme de m(¥) = L(I) fonctions me-
romorphes H(s, ), ou I est un idéal réduit dans la classe %, telles que:
JDH(1/2, 6) = /k,(Log(k)—w)+e avec k, = \/DIN(I) = x()—x,I), & ter-
me d'erreur appartenant a [—0,02; +1] et w = n/2+Log(8n)—y (y constante
d’Euler).
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Pour x, réduit de longueur de période L égale a 2, 4 ou 6 admettant un
des développements de la forme donnée au lemme ci-dessus, nous minorons
Maintenant I'expression ) \/E-(Log(kf)—m), ot la somme porte sur les indices
! variant de 0 4 L—1 et ou k; = x;—x}. Nous posons é = 4/aff, x = B/ et
Temarquons que nous avons k, = \/A-/,B = m, etkp,; = \/Z/a = V/;S_’E avec
@ et B supérieurs ou égaux a 1.

La fonction f'(x) = ﬁ -(Log(x)— ) passant par son minimum — 2¢'~%/2
Pour x = "2, la somme Y \/k; (Log(k;)—w) portant sur les indices i variant
de 0 a L—1 et distincts de 0 et L/2 est donc minorée par —2(L—2)e ™2/

Posons f(x) = ¥ \/E-(Log(ki)—-w), ou la somme porte sur les indices 0 et
L/2; nous avons f(x) = \/(STx'(Log(é/x)—m)+JtS_x-(Lng(éx)—-w). Un calcul
€lémentaire donne [(x) = (1/2x)-m-h{x) avec

h(x) = x-(Log(6x)— @+ 2)—(Log(d/x)—w +2);
Puis i'(x) = Log(6x)—w+3+1/x et h"(x) = (x—1)/x. Si & est supérieur ou égal
4 e“7% soit § > 2, la fonction h est donc monotone strictement croissante de
—® & + o0 lorsque x croit de 0 & + oo et s"annule une seule fois, et ce pour
X = 1. f passe donc, sous la condition & > 2, par son minimum pour x = 1 et
donc f(x) > f(1) = 2./5-(Log(8)—w), pour & > 2.

Nous minorons donc par 2\/¢§-(L0g(c‘3)—au)—2(1.—2)9“"“’-”2 notre
expression Y . /k,*(Log(k,)—w) de départ, ot la somme porte sur les indices
Variant de 0 a4 L— 1. Cette minoration ne dépend que de J, et donc que de 4.

Sil=(Q, P+ \/5)/2)2 est un idéal réduit invariant d’une classe d’idéaux
ambiges ¢ d’un corps d’unité fondamentale de norme + 1 de notre famille (#),
\/BfQ = xo(I)—x,(I) = \/Z/ﬁ et donc DB? = d(D/d)p* = Q*4. 1l en résulte
la divisibilite de (D/d)p?* par Q? puis la majoration de d par 4. 4 est Iui majoré
Par §(5+4). Posons 8, = ./d+4—2 et supposons d tel que §, > e®~? (soit
4> 122), nous avons: {(1/2, €) > 2./, (Log(do)—w)—8e@~ 220,12 (L est
Majoré par 6). Cette minoration ne dépendant pas de la classe d’idéaux, nous
Obtenons, sous 'hypothése de Riemann faible £, 5.,(1/2) <0, la majoration:
Log(5,) < w+(4e@=2/24.0,06)/,/3,. Cette inégalité implique d, < 172, puis

€ 30272. Nous avons programmé sur calculatrice la recherche exhaustive de
s corps; d’ou:

THEOREME 18. Sous I'hypothése de Riemann faible { owaye(1/2)
inadrat:‘ques réels tels que p premier et p < (1/2) \/ﬁ impliquent x(p) # +1
Verifient d < 30272. 1l y a 60 tel corps:

(1) N(gg) = —1: d =2, 5**("), 13, 29, 53, 173 et 293.

(2) N(gg) = +1 et hd)=1:

_

()* : d est de la forme m2—1; ** : d est de la forme m*—4.

< 0 les corps
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@ d=1(@4):d=3xT7**3x%x23 Tx11** 3x31,3x71,3x79,7x59,
19 x 23** 3 x 151, 3x239, 3x359, 11x103 et 7x179.
(b)d=2 3(4):d=23% 2x3,7, 11, 2x7, 23, 2x 19, 47, 2x 31, 83,
167, 227 et 2% 199.
(3) N(g) = +1 et h(d) =2:
(@)d=14):d=3x5x11** 3x5x19%¥* 3xTx17%* 3 x 11 x29**,
SxTx31*¥, Ix5x131, 3x5x139 et 3x 17 x47**,
b)d=2,3(4):d=3x5%2x3x55xT7*2x3x7,3x29,2x5x11,
2x3x23, 11x13* 2x7Tx13, 5x43, 2x3x53, 3x149 et 5x127.
(4) N(gy) = +1 et h(d) = 4:
d=2,3(4): d=3x5x13* 3x5x17* 3x7Tx23*% 2x3x5x3l,
S5x7Tx37% et 2x3x7x4l.
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Quelques remarques a propos des invariants c,, ¢, et 4
d’une courbe elliptique
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A. Introduction. Soit K un corps de caractéristique nulle muni d'une
Valuation discréte v normalisée par v(K*) = Z.
On introduit les notations suivantes:
Oy lanneau de valuation;
p la caractéristique résiduelle;
e la valuation de p.
une équation de Weierstrass affine (W) a coefficients dans O:

W) yi+a,xy+ayy = x*+a,x*+ax+aq,

On associe des invariants ¢4, Cg €t 4 que I'on calcule par le procédé suivant [17]:

b, = a} +4a,,
b, = a,a,+2a,,
bs = a3 +4aq,
by = alag—a,a,a,+4a,a5+a,a3—a3,
Cq = b3—24b,,
Ce = —b3+36b,b,—216b,,
4 = —blby—8b3—27b%+9b,b,bs.
Ces grandeurs sont reliées par:
4by = b,bg—b2, 17284 = c3—ci.
La cubique définie par I'équation (W) est non singuliére si et seulement si
€st non nul.
Etant donnés des éléments C4, Cs €t 4 de Oy satisfaisant a
(%) 3—c2=17284 et A#0
on se pPropose de déterminer des conditions nécessaires et suffisantes simples
EO“" que ¢,, ¢ et 4 puissent étre réalisés comme les invariants ¢, (W), ¢s(W) et
éc“"?} d’une équation de Weierstrass (W) définie sur O,. Si tel est le cas, on
A ¢y = ¢y (W), ¢5 = c5(W), 4 = A(W),
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