Conspectus materiae tomi LIV, fasciculi 2 ACTA ARITHMETICA

Fagina LIV (1989)
G. Terjanian, Sur la loi de réciprocité des puissances [-émes . . . . . . . - - 87-125
J. Wolfskill, Bounding squares in second order recurrence sequences . ... 127-145
M. B. Nathanson and A. Sdrkdzy, Sumsets containing long arithmetic progressions
a.ndpowersofz......................147—154
A-M. Bergé et . Martinet, Notions relatives de régulateurs et de hauteurs . . . . 155-170

La revue est consacrée a la Théorie des Nombres

The journal publishes papers on the Theory of Numbers
Die Zeitschrift verdffentlicht Arbeiten aus der Zahlentheorie

MypHan nochsilleH TEOPHH WHCEN

L'adresse de Address of the Die Adresse der Anpec pelakuuy
la Rédaction Editorial Board Schriftleitung und H KHHrooGMmeHa
et de I'échange and of the exchange des Austausches

ACTA ARITHMETICA
al. Sniadeckich 8, 00-950 Warszawa

Les auteurs sont priés d'envoyer leurs manuscrits en deux exemplaires 4 I'adresse ci-dessus

The authors are requested to submit papers in two copies to the above address
Die Autoren sind gebeten um Zusendung von 2 Excmplaren jeder Arbeit an die obige Adresse
Pyxonucu craTeil pelakuys MPOCHT Npeanarath B ABYX 3K3eMIAAPaX Ha BhILICYKa3aHHbIl anpec

© Copyright by Panistwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1989
ISBN 83-01-09279-3 ISSN 0065-1036

PRINTED IN POLAND

W R O C L A W S K A DRUKARNIAN&UKOWA

Sur la loi de réciprocité des puissances [-émes
par

Guy TERJANIAN (Toulouse)

d'énolr'ucl:str:::tc?j?;nigu-r ne g:cls allongc'r cet article, certains résultats qualifiés
e : s..?ns cmonstration. On se donne un nombre premier
e o nmeer rle atif a et (;n pgse { = cos(2n/l)+isin(2n/l). Pour m en-
e I‘élémem da,,,‘ e noml;_are a .—C e’t pour o et f non nuls de Z[{], on note
& et § relatit & ]l:!cti.f)r]]Js fini F, qui est I'exposant de { du symbole de Hilbert de
diveon: fmmai i e]a _(I—C‘). Les paragraphes 2 4 S ont pour but d’établir
i 6u es relatives a des symboles tels que [a,, ®,]. On montre au
s p ,Lgrace a certaines de ces formules, que, si | > 5, les entiers a tels
div: ‘b]w o,] —;] pour tous m‘ et n non divisibles par / sont ceux qui sont
SIL es par I* ou congrus 4 1 ou 4 —1 modulo I

-, cfls":lll'oslls“(ilgsrnlelﬁ paragr’aphes concernent de_s propriétés de caractére
i c'lucl €s nos ;c_sultats spr_lt bien moins complets et leur intérét
ivisib[eq ¢ p::u specu'auf. Ymcn c‘le quoi il s’agit. On se donne un entier e non
d'équa(iop rS r.;t on fﬂﬁiﬁl:llt a partir dc‘s seules données de [ et de e, un systéme
Borie df:és (tE e) linéaire et hornogt_ane ‘{1 coefficients dans F,, formé de six

o l‘ord?:a(;:ns' 3n montre que si a veri.ﬁc la congruence a' ! = 1 (%) et si
e 3 a dans le group:t multiplicatif du corps F,, la famille
] g,m ,,< ‘ﬁ"’T‘g’ zu JrJ’U, J) est lensemble des couples (m, n) tels que
enSuitexﬁ ,ar(;; f:jx f et que l¥m n est une §olution de S(/, f). On définit
ot lfd ubsyslcme' S(, e) une Proprlété P du couple (I, e) et une
ot b 1-;] ?ortn r;p.remlcr I Je sais trés peu de choses sur le systéme S(/, e)
o) proprié c.:".' P essentiellement que les couples (I, e) tels que ex< 6

ent la propriété P.

PIOp::;gS il;jtroc‘iullsons c.nsuile une pr?pn‘ét‘é de I ; on dit que ! posséde la
A e by , si les entlers_ a tels qu'on ait [a,, w] =0 pour toute unité
s nc:mt:ba: sont lt?s entiers congrus a 0,1 ou —1 modulo /?. On montre
Ciis, donnec Pf‘imler !' =25 c'lm p?siede ‘la propriété P posséde la propriété
B cgzt_a q;.les enonces qui, j'espére, con.vaincront le lecteur qu'il est

C. On mons jecturer que tout nom‘bre premier = 5 posséde la propriété

e N chens_unc c!ug, Si | 2 b p(_)sscdc la propriété LC, le premier cas du
cnim o donnee;rondt fl’Cldllf a lcqufa.tion :'c‘ +y'+2z' =0 ne peut se présenter;
” hiorses Fl‘.;sm:)arre d’énoncé des résultats nouveaux sur le premier cas
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La mise au point de cet article doit beaucoup aux rapporteurs et a Paulo
Ribenboim que je tiens a remercier.

2. Les polynomes 4,,, ..., D,. Si a, b (resp. a, b, ¢) sont des entiers relatifs
dont I'un est non nul, on note (a, b) (resp. (a, b, c)) leur p.gc.d. On note 4 la
fonction de Mébius. Pour un entier m = 1, nous noterons @(m) l'indicateur

d’Euler de m et ¢,(m) la somme des entiers de intervalle [1, m] qui sont
premiers & m. Si p est un nombre premier, nous noterons v, la valuation du
corps Q des nombres rationnels pour laquelle on a v,(p) =1 et v,(0) = + 0.

DEFINITION. (i) Soit m > 0 un entier, nous noterons A, et B, les éléments
de I'anneau Z[X, Y] tels que 4,, = X"—Y™ et que 4,, = A,B, eta,eth,les
éléments de Z[X] tels que a, = A4,(X, 1) et que b, = B,.(X, 1).

(ii) Soit m > 1 un entier, nous noterons C,, le polynome cyclotomique
d’indice m, C'est-a-dire I'élément de Z[X, Y] tel que

Co= [] (X—e™my)
1=kEm
(k,m)=1

et c, lélément de Z[X] tel que ¢, = C.(X,1)

Je laisse au lecteur la démonstration des propositions qui suivent.

PropOSITION 1. On a ¢@.(1)=1 et si m est un entier = 2, on
a @(m) =imo(m).

PROPOSITION 2. Soient m, n, a, b des entiers 2 0.

(i) A= ii (x-pryrs B.= m;: (7 Joc-prrm=e

G) A,,,=X"A4,+Y"4,, B,.,=X"B,+Y"B,

(iii) Si m=n(a), on a

A,=X""A,=Y""4,(4), B,=X"""B,=Y"""B, (B).
(iv) Si m= —n(b), on a
X"A = -Y"A, (4,), X"B,=-Y"B, (By)-
PROPOSITION 3. Soient p un nombre premier et n>0 un entier, on a
A=A (), Bp=47"1 ().

PROPOSITION 4. Soient m >0 et n >0 des entiers dont 'un est non nul.

(i) Les polynomes X™*"~1 A, et Y"*" "1 A, ) appartiennent a lidéal dé
Z[X, Y] engendré par A, et A,

(ii) Les polynomes X™*"~'B, , et Y"*""1 B, appartiennent & l'idéal de
Z[X, Y] engendré par B_ et B,
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Démonstration. (i) Montrons par récurrence sur m+n que X™+"~1 4
ipg:smel:_t a I'idéal engendré par 4, et A,. Sim+n=1, c’estqclair. Soient 1:1";:
. en ,ICIS. tels que m+n > 2 et que la propriété soit vérifiée par tous les

llplt_a?. d entiers de somme < m+n et montrons que le couple (m, n) posséde la
PrOpn.ete. On peut supposer m > n. ’
2 d —Sl n =0, c'est claif et 'on peut donc supposer n > 1. Posons d = (m, n), on
Z[X‘ (;1]—n, n) e’t, puisque (jn—n)+n <m+n, il y a des élements a et b de
; tels qu'on ait X™ 14, =ad, _,+bA,.

Vu la proposition 2, on a
X"*""14, = aX"A,,_,+bX"A, = a(A,,—Y" "A,)+bX"A,

et le E(ic])]up]c (m, n) posséde la propriété.
angeant X et Y, on voit que Y"*""14 g i ialidé
I > (m.m appartient aussi a I'idéal
engendré par A, et A, ; enfin, (i) résulte de (i). )
Dressons i iéte ési
e une liste de propriétés de C,, dans laquelle m désigne un
(ClYC,=A4,=X-Y
(C2) Si m est premier, on a

m—1
Cp=B,= ¥ xm1-iyi
i=0
(C3) 4, =[] C.
dlm
(C4) B, = [] C..
:LMZ

(C5) Si n est un entier > 1 et si n’ est le plus grand diviseur de n dont tous

les facteurs premiers divisent m, on a

CalX", Y= [ C,

mn'|qlmn

(C6) Si n>1 est un entier dont tout facteur premier divise m, on a
C,, = C,\(X", Y7).
(C7) Si n>1 est un entier tel que (m, n)=1, on a

C.(x% v= T €,

m|q|mn

(C8) Si p est un nombre premier et n un entier > 1, on a les relations

Cpn= C(X*', Y™), C,.=mCI"™ (p).
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(C9) C,, est non nul, homogene, de degré ¢(m), irréductible dans Z[X, Y]
et a 1 pour coefficient de X®™ et —u(m) pour coefficient de Xem-1y,

(C10) Si m =22, C, = C,(Y, X).

Les propriétés (C1) a (C4) sont bien connues ; (C5) a (C7) sont dues
a Netto [13] ; (C8) résulte de (C6) et de la proposition 3 ; enfin, pour (C9) et
(C10), on peut consulter les articles de Moller [10], [11].

PROPOSITION 5. Soient m = 1 et n = 1 des entiers ; dans l'anneau Z[ X, Y],
on a
@) X™*" 1A, et Y"*""1A4, . appartiennent aux idéaux (A, C,)
(4., C,) et (Cy, C).
(i) Si m>2, X"*"" B, e Y"*""'B, appartiennent da lidéal
By, Co)-
(iii) Sim < netsimyn, X"*""* et Y™*"~! appartiennent a l'idéal (C,,, C,).

Démonstration. (i) et (i) résultent de la proposition 4.

(iii) Supposons m < n et mjn et posons d = (m, n);onal< d<m<n.
En vertu de la proposition 4, X™*"~'B, et Y™*"~ !B, appartiennent 4 l'idéal
(B,,, B,) et vu la propriété (C4), B,, est un multiple de B, C,, et B, est un multiple
de B,C, ; par suite, X™*"~'B, et Y"*"~!B, appartiennent 2 I'idéal (B,C,,,
B,C,) ; d’ou le résultat.

PROPOSITION 6. Soient m =3 un entier et x et y des nombres réels.

i Cn= 1[I (Xz—Zcosz—k-EXY+ Yz).
1<k<m/2 - m
(k,m)=1

(i) Si xy>0, ona

(x—y)°P™ < C,(x, y) < (x+y)*™.
(i) Si xy <0, on a

(x+y)?™ < Cplx, y) < (x—y)*™.
(iv) Si (x, y) #(0,0), C,(x, y)>0.

(v) Si x et y sont des entiers relatifs tels que C,(x, y)=1,ona|x[<1et
<1l

Démonstration. (i) résulte de la définition de C,, et les autres points s'en
déduisent.

PROPOSITION 7. Soit m = 1 un entier.

(i) ¢,0)= —1 et sim=>2, c,(0)=1

(i) ¢,(1) = 0; si m > 2 est une puissance d'un nombre premier p, (V) =p
pour toute autre valeur de m, c,(1)=1.

Cela se déduit facilement de (C1) a (C10).

te] que
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ProrosITION 8. Soit i
1 m = 1 un entier ; dans l'anneau Z[V. W. X
congruences : LR, Y] omales

‘]_11 (VX'=WYi) = X01mC,_(V, W),
(im)=1

l'l VXi—-wy! E(—-l)“’"'Y""""Cm(V, W),
i=1
tim)=1

m—1
I1 vxX'—wr)=x™="102B,(V, W),
m=1

[1 (VX' —wY)=(—1y"ty==-12g (v, W),

i=1

m=-1

[VX‘—WY‘ = xm{m—l]}?.

i]:_L ) AV, W),
m—1

(an'_wyl =(—1y""1 ymim—1)2
il;lo )=(-1"'Y AV, W)
Sutvant le module C,, 6,, étant lindice de Kronecker des nombres 2 et m.

" Démonstration. Soient { une racine primitive m-éme de 1 et k un entier
que I <k<met que (k, m)=1 et posons

P= T[] (vxi—-wyy.
i=1
(im)=1

Dans I'anneau C[V, W, X, Y], on a

P= 11:[! (VXxi- #x‘c—*‘) XY,
(imy=1

D’ou
P=X%™C (V, W) (X —YY.
l’ens;f]t:li c&:;g:;z:;:: :;li;'::l aussi suivant le prod}lit d‘cs X —Y* k parcourant
o ntervalle [1, m] premiers & m, produit qui est G

prou la_ ;?remiére congruence de I'énoncé. La seconde s’en déduit 4 I'aide de la
Position 1. La troisiéme se démontre comme la premiére et les trois

derniéres s'en déduisent.

DEFINITION. Soit m > 3 un entier, nous noterons D, I'élément de Z[X, Y)

Cy—C§™ =, (1)XYD,

¢t d, lélément de Z[X] tel que d, = D, (X, 1).
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5 ™ ivisi 1) pour tout entier m > 1 en
Le polynéme C,,—C3™ est divisible par el tout. 1> 1
vertu deplayproposition 7 et de la propriété (C8), ce qui justifie 1a deéfinition

ci-dessus.

PROPOSITION 9. Soit m > 3 un entier.

(i) D, = D(Y, X).

(i) D,(1,1)=1.

(iii) D,(1,0)= (GP(T);#(m)){cm(ll- o degrl gl

i non nul, homogeéne e -2.

(;3 ?imxes;t y sont des régls tels que (x, y)#(0,0), on a D, (x,y)>0.
(vi) Dans l'anneau Z[X, Y], on a

XDm ﬁ Bi = - le‘m’-_l (Cm]:
{l',i’;; 1

e Xvn{ml' 1 (cm.)

YDJ!I l_l B;
=1

é i i) ré - (ii) résulte du fait que ¢, (1) >0
Démonstration. (i) résulte de C"(IO) ‘ (11)'rcsu Cm
(iii) résulte de (C9) ; (iv) résulte de (ii) ; (v) résulte de la proposition 6.
(vi) En vertu de la proposition 8, on a

ﬁ (Xi-YH)=X""C,(1,1) (Cp)

i=1
(im=1

D’ou

cem T B, =ca)X™™ (C,),

i=1
(iym=1

—e,()XYD,, [l Bi=c ()X"™ (C,)
i=1
(i,my=1
Comme on a ¢,,(1) > 1 et comme le terme en yem de C,, est Y®™, on en
déduit
—¥D, ] Bi=X"™"*(C.

i=1
(im=1

D’ou la premiére congruence ; la seconde s’en déduit en y échangeant X
et Y o ' __—r
ENONCE 1. Soient m = 3 un entier et e(m) lentier 0 si m= 3 ou si mr— ?'gr
avec p premier,p=2(3)etn>0ousim= 6q" avec q premier et n 2 0, en‘trs
2 si m est du type a ou 2*a ou a > 1 est un entier dont tous les facteurs premie
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sont congrus a 1 modulo 6 et ou k est un entier impair > 3 et U'entier 1 pour les
autres valeurs de m.

() I 'y a un élément E, de Z[X, Y] tel que
D, =C{™E..

(ii) Pour tout nombre premier p > 3, E,, n'est divisible ni par C p i par Cy,.

Notre démonstration de cet énoncé est trés longue, en particulier en ce qui
concerne la divisibilité de D,, par C4 et c’est pourquoi je I'ai supprimée ; on
peut se demander s'il existe des entiers m > 3 et n > 1 tels que E,, soit divisible
par C, et aussi si E,, est irréductible pour tout entier m > 8 ; on montre
facilement que si E,, est irréducible, il n’est divisible par aucun C, ; ces
polynémes D,, et E, ont déja été étudiés dans le cas ou m est un nombre
premier par Mirimanoff [8] et Kldsgen [5] ; Mirimanoff a conjecturé que pour
tout nombre premier p = 11, E, est irréductible, ce que Klosgen a vérifié pour

P < 31. Mon collégue Jean-Louis Nicolas et son éléve Frangois Morain ont
vérifié Iirréductibilité de E, pour les entiers m tels que 8 < m <264.

3. La loi de réciprocité. Dans la suite de cet article, nous nommerons Hasse
pour renvoyer 4 son traité [4] sur les lois de réciprocité et ferons usage des
notations suivantes :

I est un nombre premier > 3,

si x est entier relatif non divisible par I, g(x) est I'entier (x!~!—1)/I,

{ = cos(2r/l)+isin(2n/l),

A=1=(

e= =AYl

n; = 1—A' pour i entier > I,

K = Q({) est le corps engendré sur Q par (,

N est la norme de K par rapport 4 Q,

G est le groupe de Galois de K sur Q,

si n est un entier relatif non divisible par [, s, est 'élément de G tel que
$.(0) =7,

A est I'anneau des entiers de K,

U est le groupe des unités de K,

C est le sous-groupe de U engendré par les unités cyclotomiques, i.e. les
b)) pour n=1,...,1—1,

A est le sous-monoide du monoide A — {0} muni de la multiplication
engendré par 4 et C,

AU est le sous-monoide du méme A — {0} engendré par A et U,

K est le complété i-adique de K,
v, est la valuation de K telle que v,()) =1 et que v,(0) = + o0,



94 G. Terjanian

log est le logarithme A-adique de K défini sur le groupe des éléments x de
K tels que v,(x) =0,

si a et B sont des éléments de K et si v est un entier relatif ou + oo, on
convient d’écrire a = f (1°) lorsque v,(a—p) > v,

si n est un entier tel que 1 < n < I—1, on note [, I'unique homomorphisme
du groupe multiplicatif des éléments x de K tels que v,(x) = 0 dans le groupe
additif F, qui prolonge ’homomorphisme /, que Hasse a défini a la page 109
sur le groupe des y de K tels que v,(y—1) > 0 ; cet homomorphisme I, a déja
été introduit et étudié par Herbrand et Dénes,

si o et B sont des éléments ou des idéaux de 4, on note (x, f) I'idéal de
A qu’ils engendrent,

si @ est un élément non nul de K, on note o, le nombre A~ "*®a,

si a est un idéal non nul de K, entier ou fractionnaire, on note a, I'idéal
(4)"“a ot a est I'exposant de (4) dans la décomposition de a en idéaux premiers,

enfin, si i > 1 est un entier et si x est un rationnel tel que v)(x) 2 0, on
convient de noter ¥ le nombre n} ou y est I'entier rationnel de lintervalle
[0, 1—1] tel que y(x—y) = L.

Nous rassemblerons ci-dessous tout ce qui se rapporte a la loi de récipro-
cité: dans les définitions et les formules qui suivent, les lettres «, B, ¥, o, £, ¥’
désignent des éléments de A, les lettres a, a,, a4, b, by, by, ..., d, dg, d; désignent
des entiers relatifs et les lettres a et b désignent des idéaux de A.

(R1) Nous dirons qu'un élément a de A est primaire si on a o~ t=1(Net
hyperprimaire si on a o' ' =1 (4'*1).

(R2) Nous dirons qu’un élément de A est primaire au sens large (resp.
hyperprimaire au sens large) 'il est le produit d’'un ¢lément primaire (resp.
hyperprimaire) de 4 par une puissance de A dont 'exposant est un multiple
de L

(R3) Les entiers relatifs a qui sont primaires (resp. hyperprimaires) sont
ceux pour lesquels on a a'~" ' =1 (P).

(R4) Si o et B sont des éléments non nuls de 4, nous noterons (z, f) le

symbole de Hilbert de « et f relatif a I'idéal (1), symbole que Hasse note (%)
(R5) Si af # 0, nous noterons [«, f] I'élément x du corps F, tel que
(o B)=0C"
(R6) Si ap # 0, nous dirons que « et § sont orthogonaux si on a (g, p=1.
(R7) Soient a un élément non nul de A4 et a un idéal non nul de 4 tels que

« et a, soient premiers entre eux, nous appellerons symbole de reste de

A o
puissance l-éme de o par rapport 4 a et nous noterons - ce que Hasse note

o
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; (RB? Si a # 0, pour qu’on ait (&, B) = 1 pour tout B de A tel que Atp, il
aut et il suffit que « soit primaire au sens large. ,

(R9) Si a # 0, pour qu’on ait (o, f) = 1 i
, » ) = 1 pour tout # non nul de A, il faut
uffit que « soit hyperprimaire au sens large. e

(R10) Si Afa'Bf, a=o (), =B (A, on a (a ) = («, f).
(R11) Si Afoe, a=o (A*1), BB £0, b = v,(B) = =g (i
a (x, B = (@, B). a ), BB # 0,(B) =v,(B), B= B (A'*?), on
Rl i 4 = = 4 pm—— I+a ] ¢ 1+
a (a,( ﬂ)2=) g{,“;).# 0, a=10,) =v,(), a =o' (A*°), 14 BB, B = P (A'*!), on
(R13) Si ao'BB £ 0. a = 2 ! = = 4 = o (Jlta+1
B=p ( 11)+b+1 1:{:‘:511&6 :é(a: ?)') =v(lt::f) ﬁ’j.vl(a B Rl vy )’
(R14) Si afy #0, (@B, ) = ( )(B, ) et (&, By) =
(R1S) Si af £0, (B, o) = (x, f)~". = e
(R16) Si a0, (a, @)= 1.
(R17) Si ap(a+p) #0, on a @, B) = (o, a+pB)(x+p, B
(R18) Si af(x—p)#0, on a (o, f)=( a—PB)(—4B, p).
(R19) Si af #0 et si se€G, on a (s@@), s(B) = s((x, B)).

” (R20) Si k est un sous-corps de K distinct de K et si « et f sont des
€ments non nuls de Ank, on a (o, ) =1.

(R21) Si Atap, [a ] = E 1,(@) ;- a(B).

n=1

il g

(R22) Si ifap, a=a @, p= bo+b,A (A%, [a, Bl = —q(a)g—l.
o

(R23) Si Afap, a=ay+a,i (43, f=b (), [ B] = q(b)™.
4o

(R24) Si a>1, b>1, on a [y, 1] = 2. Coa+dob ou ¢, et d,

. C;-“l W 3_1
Vétifient dc,—cd, = 1. e

(R25) Si 1<a<i-1, [, m-d=a.

. (u,(gfi)fi a20, b>0, a+b>1+1, afp#0, a=1(2%), f=1(2), on

R27) Si = A
. (Or,(ﬁ) =) El @22 b22 atb21+1, Afop, a=a, (A%, f=b, (1*), on

(R28) Si o« #0, [a, {] = (N(o;)—1)/.

(R29) Si I¥a, [a, 4] = q(a)/2.

(R30) Siax>1,a#1 (Ma A) = 1.

(R31) (n,, A =¢.

(R32) Si « et o appartiennent 4 AU, (a, &y=1.
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(R33) Si a#0, ab # (0), (& a;b,)=(1), (i) = (E) (%)
(R34) Si 2B £0, a % (0), (@, a) = (1), (“ ) (“)(’i)

a a

(R35) Si @ 0, a # (0), (@ ap) = (1), a+8 #0, a6, on a( tﬁ)=(g)

(R36) Si a#0, a#(0), (@ a,)=(1), s€G, ( { D ((g))

(R37) Si k est un sous-corps de K distinct de K, « un élément non nul de
Ank et a un idéal non nul de 4 tel que («, a,) = (1) et que a, soit engendré par

des éléments de Ank, on a (E = 1.
(R38) Si aeU et si B est primaire au sens large, on a (—) = 1.
: T o
(R39) Si ae AU et si f est hyperprimaire au sens large, on a (ﬁ) = 1.

(R40) Si af # 0, (az, B) = (1), on a (&, f) = (2)(%) .

(R41) Si aeAU, B#0, on a (B)—(ﬂ o).

Remarquons que nos définitions (R1) & (R7) sont plus proches des
définitions classiques de Hilbert et Furtwingler que de celles de Hasse et que la
définition (R7) du symbole de reste est une généralisation de la définition
classique tout a fait différente de la généralisation que Hasse a introduite dans
son traité ; quant aux propriétés et formules (R8) a (R41), elles figurent dans le
traité de Hasse ou se déduisent facilement de ce qu’on y trouve ; démontrons
cependant (R29) qui semble moins bien connu : si lta, on a, vu (R19),
[a, 1-{*] =2[a, 1-(] ; d’ou, vu (R22),

-1
[a, 2] =[a, 1+{] =[a,2-4] = —ql@)—-= ﬁ,

ce qui démontre (R29) ; dans la suite, nous utiliserons souvent (R1) a (R41) sans
référence.

PROPOSITléN 10. Soit m = 0 un entier.
(@) by(Q) = mni™~ 12 (22).
(ii) Si 1=5, on a

bm(o By mqflnl—ll!zqgl -m32)/24 (13}
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Démonstration. (i) Vu la proposition 2, on a

m=—1
ba)= % (—1)"(: ) -7 —1)‘( )
wome- (e ()r 2
mn{= 12 = m(l -(i;—"z) () = mv(';‘)l (2.

D’ou le résultat.
(iij) Si /=5, on a

= m— l
=02 = g ( )

D’ou

On a

L glm* —4m+3)2% (23),

PR PN

D’ou

g e g 0, D g,

6
D’ou le résultat.

ProOPOSITION 11. Soit m = 0 un entier, on a
14+0™ = 2n72n7 ™8 (A3).
Démonstration.

i=0 iz1

1+ =1+(1 =" =1+ Z(—l)‘( )z*—2+ 2(-1)*( ) .
i

D’ou

(m —m)

140" =2—mi+———=2% (1%).

On a aussi

nr=1- 21+ (m —2m)A2 (23),

mEny ™t = 1—51+ e —m) 22 (3.

Do Je résultat.
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ProrosiTiON 12. (i) & appartient a C.

() e=n

G

(i) Si [ =5, on a

EE=EMm

Démonstration. (i) On a

D’oti

-1/2 "5124 (;13]

I=b(1)= ﬂ(l— ¢ = A" ’HHC)

D'ou le résultat.
(ii) et (iii). On a

1= —“EI]:[1 bi()-

3¢

i=1

log(1—4) = log(l) =

A 5
Pour i >1+1, on a va( )>l+l ; dou

On a

donc

L

i
i

[

I
-1 11
i 1

=1

=0 ('Y,

—Je=0 (Y,

-1 Al’-l

E= E - .

e=1442=n712 (13

et, pour [ =5, on vérifiera qu'on a
e=14+42+2%3 =97 20 (2).

PROPOSITION 13. Soient m > 0 un entier et n > 1 un entier non divisible par |

@

(i)

{qh 8] o Of
[, 14{™1 =0,

[?h» 1 -'C“]

= 1.

[’h-p g] =1/2,

-y, 1+
['h—pl

{"l= —mj/2,

—{" =(1-n)2.
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(i) Sil=5 ona
M-z n1=—1,
[m-2, €] =5/12,
(-2, 140" = (m*—2m)/4,
(-2, 1={"] = (n*—6n+5)/12.
Démonstration.
@ [n,el=[1,e]1=0,
[, 140" =[1, 1+{"] =0,
[, 1=8"1 = [y, 26,01 = [y AT+ [, bo(O] = 140 = 1.
(i)  Vu les propositions précédentes, on a
(-1, €] = [m-1, n7 2] = 12,
-y, 140M = [n-1, 2973] = —mj2.
(-1, 1=0"1 = [y, 26,(0] = [m,—y, (O] = [, ,, ny{~ V2]
= (1—n)/2.
(i)  Supposons I = 5. On obtient
-2 ml=—1
par application de (R24).
Vu les propositions précédentes, on a

_ 1 1
(-2, €] = (-2, m ”2'?5"24] = —i['f!—zn 'h]"'fi['?r—z: n2]

1 2 5

2 24 12

m mfz mzm - m mz
[m-z 140" = [1:- 2, 217 = ‘2—['1;_2, Wl]—?[ﬂr—za 1]

m 2m* m?—2m

2 8 4
(0 1071 = [, A6, (001 = [m 3 ,.(f:)] D1, iy =D/ gh w241
-1 I—n 2(m*—1
=z [’h 25 'h]"‘ ['h 2 M2]= 2n (n24 )
n —6n+5
= »

12

4. Les nombres Ops -+, 0,. Dans la suite, nous adopterons les notations
Suivantes -

a est un entier relatif,

v=ya'"t-1),

si lLya, b= q(a),

si Lya, f est le plus petit des entiers k > 1 tels que a* =1 (I,

Si m>0 est un entier, a, = A,(a () et B,,=B,la 0,

Si m>1 est un entier, ¥m = Cpla, 0),

Si m>3 est un entier, 9, = D, (a, {).
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PROPOSITION 14. (i) Si m >0 est un entier, o, = &; By
(ii) Si m>1 est un entier, on a

Oy = n}'p ﬁm = !l-'_!_‘ Ya-

e d>2
(iii) Si m >0 et n>0 sont des entiers, on a
Upin = AU+ "%y Bmin = @Bt Bae
(iv) Si m > 3 est un entier, on a
Y — 0™ = c,(1)ald,,.

i i) ré éfiniti : (ii) résulte des propriétés
¢ stration. (i) résulte des définitions ; (11'] résulte des p
(C3) ]c:ie(g;]) Icllu paragraphe 2 ; (iii) résulte de la proposition 2 et (iv) résulte des

définitions.
PROPOSITION 15. (i) Soient m, n, a, b des entiers > 0 tels que m = n (a) et que
= —n (b), on a les congruences
O = @™ "0, = {7770, (@),
Bn=a"""B,={"""B, (B,
aa, = {"a, (@),
a" B, = =By (By)-
(ii) Soit m >3 un entier, on a
O =072 (2),

m
as, [1 Bi=-0"""" (w)
wm=1
. [1 Bi=—a™"" ()
i o ’
Démonstration. (i) résulte de la proposition 2 et (i) résulte de
proposition 9.
ProrosITION 16. Dans l'anneau A, on a :
(i) Si m>1 est un entier, on a

(am! ﬂ) = (ﬁm’ a] = (Ym’ a) = (1}'
@ii) Si m> 3 est un entier, on a
(5ms ul) — (6m9 ?n) - (l)-

i =1, 0na
(iii) Si m =0 et n>0 sont des entiers tels que (m, n)

(ﬁm! ﬁn) = (1)
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(iv) Sim>2 et n>1 sont des entiers tels que (m, n)=1, on a

(B Ym) = (1).

(v) Si m et n sont des entiers tels que n>mz=1 et que min, on a

(?m’ }'n} = (I)'

Démonstration. (i) On a " = a”—ua,, ; d’ou («,, a) = (1) et, par suite,
(Bw @) = (Y, @) = (1).

(ii) résulte des congruences de la proposition précédente.

(ili) Si (m, n)=1, la proposition 4 montre que (HHIg o fmiasd
appartient a I'idéal (B, B,) ; on a donc (B B,) = (1).

(iv) résulte de (iii).
( (v) La proposition 5 montre que {™*"~! appartient 4 I'idéal (y,,, ,) ; d’ot
Yms Va) = (1).

ProposITION 17. Soit m > 1 un entier.

() o, #0.
(i) Pour qu’on ait &, = 0 (resp. B = 0), il faut et il suffit qu'on ait a = 1 et
lim ou bien qu'on ait a= —1 et 2ljm.

(i) Sionam>3 et 6,=0, a vaur —1.
(iv) Sila|>2,0naa,#0,8,#0,7y,#0 et lorsque m > 3, on a 6, # 0.

Démonstration. (i) et (ii) sont immédiates.

(iii) Supposons m >3 et Om =0 ; vu la proposition précédente, on
q (&) = (ey, 8,) = (1) ; ainsi @, = a—{ est une unité de K ; par suite, on
A N(a,) = 1; d’oti ¢,(a) = 1 ; vu la proposition 6, on a laf <1;sia=1,a, =4,
Ce qui est absurde puisque A n’est pas une unité de K ; si a =0, on a

_ — ‘P(m)_#(m] Pim)—2
6m_Dm(OsO"‘ Cm(l} C #0)
®® qui est absurde ; on a donc a = —1.
(iv) résulte de (ii) et (iii).

ENONCE 2. Soit m > 3 un entier, pour que 5,, = 0, il faut et il suffit qu'on ait
—1 et I = 3 et que m ne soit ni 3 ni de la forme 2p" avec p premier, p = 2 (3)
6 n>0 ni de la forme 6g" avec q premier et n > 0.

qQ=

Cela résulte de la proposition précédente et de Iénoncé 1.

ProrosiTion 18. Supposons que a ne soit pas divisible par L
(i) Onav>1 et f divise 1-1.
(ii) Soient m =0 et n> 0 des entiers. Si m #n(f),ona

v(@"—a") =0
langjs que si m=n(f), on a

v(a™—a") = v+v,(m—n).
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(iii) On a vy(cp(a)) = v ; si k > 1 est un entier, on a vi(c,m(@) = 1; enfin, si
m>1 est un entier qui n'est pas de la forme fI' pour un entier r > 0, on
a v(cq(a) = 0.

(iv) v(c (@) = v+1.

(v) Si m>0 est un entier divisible par f, on a

vl@"—1)=v+v(m) etona a"=1-mbl >.
(vi) Sif est pair et si m > 0 est un entier divisible par f/2 et non par f, on a
p(@+1)=v+v(m) et ona a"=—1+mbl 1%).

Démonstration. (i) est classique ; je laisse (ii) au lecteur ; pour (iii), je le
renvoie au théoréme 8 d’un article de Richter [15] et (iv) résulte de (iii) et de
(C).

(v) Si m est divisible par f, il y a un entier x tel que a™ = 1+xl et on a

a0 = (14xh " = 1-xI (%),
a™= v = (14 bly" = 1 +mbl (P).
Dot —x = mb () et le résultat.
(vi) Vu ce qui précéde, on a
pl@"—1)=0 et yfa*"—1)=v+y(2m)= v+v,(m) ;
d’ou
vy(@™+1) = v+v,(m).

11y a un entier y tel que @™ = —1+yl; d’od a*" = 1 -2yl (1%), d’on, vu le point
(v), 2y =2mb (I) ; d’ou le résultat.

PROPOSITION 19. Supposons que a ne soit pas divisible par | et soit m > 0 un
entier.
(i) Si fim, vy(a,)=0 ; si on a flm et Lym, V() =1 ; si fllm,
v,(@,) = (v+v,(m)(I—1).
(i) Si flhm, vy(e) < L.
(iii) Si f|m, on a
um = l___cm Uv-l-v;(m}]

et si, de plus, | =5, on a
% = (1 _cm)m—_bz m—_bim—zyzm—b(m?-—am+ 1)/12 (;‘,H 2)_
(iv) Si on a f pair et m divisible par fj2 et non par f, on a
o, = —(1+{™) (F™M),

Oy = _(1+Cm}m-_bfcfzm—bm(m-l]{4 (1l+l)_
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Démonstratio
dente.
(i) La premiére con é iti
gruence résulte de la pro eCé i
e RO proposition précédente, pui
l‘ésulic di )(i) ;:e ;. S;;Jf]:g;ig;i:;ldonc IA;ZIS zet Sfm. Si m est divisible gars?,u;
_ : m €St e par A" % d'ou le résultat dans ce
Si m n'est pas divisible par I, on a, vu la proposition précédentecas-
O = 1—{"—mbl = (1—C"’)(l+mbs_‘(b,,,((’})“).“2) »).
Vu les propositions 10 et 12, on a '
a, = (l _Cm)(l +bn(12 -—muzngﬂ—zyza Aa—z] ()_HZ).
On a aussi

n. (i) et (i) résultent facilement de la proposition précé-

= - 2_
pE-miz = 1+(m2 2)A+(m 821'@1)“12 @),

"(lz—m),‘zngnz—Z)fZﬂn = l+(in_2__2!).+(—ni__3mlz (23}_

12
D’on
o, =(1 —;M)(l +ba*-2+———b"”2_2’zf-’ G Lo o) ”1') (A2
12
et le( résultat dans ce cas aussi. '
1v) Supposons f pair et m divisi
i ; - isible par f/2 et non par £ L ié
ngz;lence résulte ‘d'e la proposition précédente, puisque « l:-(l); C""; _I_’f:l':l_lf lie
u la proposition précédente, on a - " - ‘
= —1—{"—mbl = —(1+c*}(1+mb(1+cmrla—w—') 3.
Vu les propositions 11 et 12, on a

o, __(1+Cln](l+% (ll-—nl]ﬂj_l—l) (2!+1),

_ bm . bm(m—1
{1+Cm)(1+—"2 Al 1+___4___)ll) (2!+1).
D'ou le résultat.

P_ROPF)SITION 20. Soit m >0 un entier.
Q) Si lja ou si f¥m, N(&,)=1 ().
(i) Si on a 125, Lya, fim et lYm, on a

N(a,,}:—: _11—18—14?2,;2"1—”'14 (12().

Démonstration. (i) Si /|a ou si SAXm,onaa,=a"-1%£0 (1) ; dou
- N(@,)=(@"-1)"'=1 () ;

Tl Je résultat.

1
Acta Arithmetica LIV. 2
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(ii) Supposons | > 5, L¥a, f|m et Lym. Vu les propositions 2 et 18, on a
-1 -1
N(x,) = b(a™ = Z(i_:l)(a'"—l)‘ = I+%—](a'“—l} = :+%’3F &)

i=0
= f(l—TEa‘ll"l) (2%).
2
Vu la proposition 12, on a
N(a,) = I(l—b—;n}“ﬂ‘l) = l(l —b7m1"1+b7m2.’) (A%

= Igpmzntmie (2%,

D’ou le résultat.

PROPOSITION 21. Supposons que a ne soit pas divisible par .
(i) Si m et n sont des entiers >0 tels que m=n (fI), on a

o, =a, (F).
(ii) Si m et r sont des entiers tels que 0 <m < rfl, on a
Uefi-m = _a’ﬂ_mcd‘uam (Pﬂ—l)'
(i) Si m=>0 et n>1 sont des entiers tels que | ne divise pas n et que
n=1(f),ona
uﬂﬂ = sl (aﬁl) (l")'
Démonstration. On a
o,—0, =a"—a",
tpt-m+ @ 0, = {™at-1),
Oy —Sp(0) = A" —a",
d’ou les résultats, vu la proposition 18.
PROPOSITION 22. Supposons que a ne soit pas divisible par | et soit m > 1 u
entier non divisible par f, on a les congruences
-1 -1
I_I Om+if = Emis n Om+iy = L,
i=0 i=0
tkm+if

suivant le module ACTV¢- DL

Démonstration. On a a, = a,Bja’, {) ; dou
a'=1 (B(a’, {))
et, vu la proposition 19,
v,(Ba’, ) = (w+1)(I-1)-1.
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Soient 7 et ¢ les produits de I'énoncé ; on a
n= :Ii (@™ @)=Y
€, vu la proposition 8, on a
n= @)= 4@, (™ (Cla’, 1))
d'oy
T = o, (Ba/, )

d‘OI:l la premiére congruence.
SOit f l'entier de linter valle [0 - l] tel qu ivi ﬂ
; s e | divise m+ on
a m+1f =ml (fl) vu la pro iti P S €, o 8 = ’
s pOSl!IOIl reoedent on = v+1y.
+jf 'ml (l ]s

Oy = mml (1(0‘*1]{1—1)—1)
ot 1a sec i
: onde congruence, puisque, vu la proposition i
divisible par A Prop 19 O MESC pas

. PROPOSITION 23. Supposons que a ne soit pas divisible par | et soient m = 0
921 et h>1 des entiers tels que f = gh, on a ,

g—1
n U+ int = {__l)g—lagm (PH.I}'
i=0
Démonstration. Soit 7 le produit de I'énoncé; on a
g—1
T = n (am(ahl}t_zm)
i=0
® la proposition 8 donne
= (=171 4,(a", (™ (C,@", 1)),
= (=1, (c,(a")
&, vu (C5), on a

y = (_ lyhlagm (Cf(al)))
doy e résultat, vu la proposition 18.
S. Calcul de symboles.

: Pl}OPOSIT]ON 24. Soit m > 1 un entier non divisible par I.
(@) Si a#0, [a,, {]=[a,, al+m[a, {].
(ll) Si a est hyperprimaire, [«,,, {] = 0.
(fn} Ss: lla ou si fkm, on a [a,, {]= (@™ —a™)/l(a™—1).
(iv) Si on a lya et fym, on a [a,, {] = (ma™b)/(a™ - 1).
(V) Sional>5 Liaetfim on a [0, {1 = mbj2.
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Démonstration. (i) [a,, {1 = [a"—{" (™ = [a"—{™, a™] +[a", ("]
D’ou .
mla,,, ] = mla,, al+m?[a, ]
et le résultat,
ii) résulte de (i).
gg) ;;:l:ls chacun des deux cas, «, n'est pas divisible par 4 et comme
N(x,) = b;(@™), on a ]
b(a)—1 a™b_,(@) a™@""V-1) _ a™—a _
lw d=——"7F"="7  ~"I@—1 l@-0
(iv) résulte de (iii), puisque dans le corps F;, on a g(a™) = mq(a).
(v) Supposons [ > 5, Lya et f|m ; vu les propositions 19 et 13, on a

&, = (L={"n 2l 2= (),

b(m—2
[ap, 1= —b[m-2, {1— (mz )['?l— 1, {1
bm—2 b(m—2) _bm
= —b0-2 1020 D ) =5+ =
ENONCE 3. (1) Si a# 1 (D,
1
[, 1] = 5o p5(@=D).

(ii)Sional=5e a=1 (), on a [a,, 1] =b/12
ENONCE 4. (i) Si a* # 1 (I),
a+1

[e,, 14+{] = 2a—1)

(i) Si a= —1 (), [o;, 1401 = b/A.
(iii) Sionalz5e a=1() [o, 1+{]1=0.
Ces deux énoncés sont faciles & démontrer.
PROPOSITION 25. (i) Sia# 1 (I), on a
[y, N(xy)] = (a—a')/l(a—1).
(i) Sional>5et a=1(l) on a [og, N(a)]=b/3.

gla+1).

Démonstration. (i) Vu la proposition 20, on a N(a)) =bia)=1 ().

D'ou :

(b,(a))'_ l—1 _ (b,(a)]'———b,[a) = 1—b,(a)
la=1) —  l@a—1Y) la—1)
ab,_;(a) _a(a"‘—-l) _ a-—d

= Te=1) la—17  I(a—1)

[y, N(@y)] =[la—1+4, b(a)]l =
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(i) Vu les propositions 19 et 20, on a
@ = dntynfP iz (1),
. Noy) = — 2=~ ghl2 s 32y,
Yol
[oy, N(oy)] = [Ani % nl2, ni'2, — Al iz, pgrbie

b b b b
o _Z['L 'h]"‘b['h—z’ 3]_5['?1—1’ 5]“15[’11, 'U“'ED?:- €]

Vu la proposition 13, on a
b 55 b b b

PROPOSITION 26. Supposons que a ne soit pas divisible par | et qu'on ait | > 5
Ou a hyperprimaire et soient m, n, m', 0’ des entiers = 0 dont aucun n’est divisible
bar f1 et tels que m=m' (fI) et que n=n' (fl), on a
[(Im, au] - [am" aﬂ']'

Démonstration. Vu la proposition 19, la valuation A-adique de chacun
des nombres a,, a,, «,, «, est 0 ou I.

Vu la proposition 21, on a
= e (A1)
Toi, vy les hypothéses,
Ay =, (A'F3)
®, de méme, a, = o, (1'*3) : d'od lé résultat.

PRroPOSITION 27. Supposons que a ne soit pas divisible par | et soient m, n et

entiers > O tels que ni m ni n ne soient divisibles par flet quon ait n < rfl.
(@) Sional>5o0uffm ona

[%s trpi-n] = [@, 0, ]—n[a,, al—n[a,, {].
(i) Si on a l¥m et a hyperprimaire, on a

’ deg

[am! arﬂ—n:' — [am’ 0!"].

Démonstration. Vu la proposition 19, v,(a,,) et v,(«,s-,) valent 0 ou
Let, si fym, v,(a,)=0.

(i) Vu la proposition 21, on a

T — —a'”'"f_"d,. uzl—Z),
@01, dang chacun des deux cas,
[amv mI'_.ﬂ'—!t] - [amv _a'fl_lc_"an]

® le résultat.
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(i) Si @ est hyperprimaire, on a en vertu de la proposition 21
Cppr-n= —a@?' ", (A7)
d’ou
(s Orgi=nd = [ty —@7 7" et = [, @] 1[0, L1
Si, de plus, I¥m, on a, vu la proposition 24,
[otms Frr1-n) = [Oms o]
ProposITION 28. (i) Si Ila, [a, ap—1-1] = a/l.
(ii) Si on a lYa et a# 1 (l), on a
(o, d2-1-1] = (1+a)bf(1—a).

(iii) Sional=5e a=1 (), oy, 0p-1-1] =0.

Démonstration. (i) Supposons que I divise a; compie tenu de la
proposition 24, on a

ad—a a
[oty, tp—y-1) = [y, —=C1= m= T

(ii) et (iii). Sous les hypothéses de (ii) ou de (iii), a nest pas'di’visib]c par [ et

onal>5ouff1;on peut donc appliquer la proposition précédente et on a
[oy, @p—y-1] = —[ay, a] — [%1, £]
et, vu la proposition 24, on a I
[y, o—1-1) = [a, 0 20y, {1 = b—2[ey, (1.
Sous les hypothéses de (ii), on a, vu la proposition 24,

ab (1+a)b
[a15 al’—l-—l] = b-—2(?_-—1) == —1_—a—.

Sous les hypothéses de (iii), on a, vu la proposition 24,

b
[oy, 22-1-1]1 = b'zi =0.

PROPOSITION 29. Supposons que a ne soit pas divisible par let qu on ait] =3
ou a hyperprimaire et soient m et n des entiers > 0 dont aucun n'est divisible par |.

(i) Si m et n sont divisibles par f, [a,, 2,1 =0.

(ii) Si f est pair et si m et n sont divisibles par fI2, [0y, %,] =0.

Démonstration. (i) Supposons d’abord [ > 5. Pour k =m, n, posons

-b  —blk- —b(k2—3k+1)/12
91;: ?h—hz?h—blk mm " '
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Vu la proposition 19, on a
& = (1-L{M0, (A'*?), a,=(1-{"6, A'*?).
D’ou
[%ms @] = [(1-{™)6,,, (1-076,] = [6,,, 1 ={"]—[6,, 1 —{™].
Vu la proposition 13, [6,,, 1—{"] vaut

bm—2 2_
—bbmi-2, 1010, 1 2O D

_pm=6nt9) | m=2(1=n)  (m*—3Im+1)
12 4 12

b
= __l_i(mz —3mn+n?).

De méme, on a

b
[0, 1=0™) = —{n = 3nm+m?),

dou [a,, «,] =0 et le résultat dans ce cas.
. Supposons maintenant I=3. Dans ce cas, a est hyperprimaire.
1 on a m=n (3), on a m=n (f) et, vu la proposition 26, on a
[, ,] = [a,, @,] =0. Si on n’a pas m=n (3), on a m= —n (3) ; soit alors
' un entier tel que rfl>n, on a m=rfl—n (3) et, vu ce qui précéde, on
a'[fx,.,, %s1-»] = 0; la proposition 27 donne alors [a,,, a,] = 0, ce qui achéve la
démonstration de (). )
(ii) Supposons f pair et m et n divisibles par f/2. Si m et n sont divisibles par

»on a [a,, ®,] =0 vu ce qui précéde.

. Supposons que ni m ni n ne soient divisibles par f. Vu la proposition 19,
n a .

U = — (1L 02 (2,
@, = —(L+ (2.
D’ol, vu la proposition 13,
bnm bmn
S 0.
- Supposons que m soit divjsible par f et que n ne le soit pas. Supposons
ord | > 5. Vu la proposition 19, on a
= (1= {92 (i,
& = —(14+ Iy e G,

b
[y, 2] = ‘_;[1 +{™, mi-1] —9;—"[’?1— 1 1+ = —
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PROPOSITION 31. Supposons que a ne soit pas divisible par | et qu'on ait | > 5
D’on, vu la proposition 13, Oouah yper;;r:‘ma:'re et soient g et h des entiers > 1 tel que f = gh, m > 0 un entier
= non divisible par f1 et n>0 un entier non divisible par hl, on a
(> @] = —%[l—ﬁ"', rr;-:]—bﬂ(r:4 1)[1—C”, ] par f - 5
b(m_ 2) n [aﬂl’ aﬂl] = f=Zo [am! an-l-illl]'
—b[m-2, 140" - [m-1, 1+07]

Démonstration. Vu la proposition 19, les valuations 1-adiques de a, et

bn(m—1) bn(n—1) b(n2—2n)+b(m—2)n_0 %n sont 0 ou 1 et, vu la proposition 23, on a
= -_— + =7 o
4 4 4 i
4 imai 1 I1 twsim = QY e, (Y,
Supposons maintenant [ = 3. Dans ce cas, a est hyperprimaire et, vu la 1l
proposition 19, on a T p——
oy =1—0" (A%, i
a = —(1+4+) (A% ‘l:lo U gt = (—l}a‘laﬂ (a3,
D’ou d’oﬁ
m n T s_l
[l'xm; CI”] = [l _c 3 _(1 +C )] 0. . [am’ (— I)g_lm.] — [am’ H an+m],
Enfin, si / divise n et non m, on a vu ce qui précede, [a,, 2,]

i=0
= —[a,, o, ] =0, ce qui achéve la démonstration. Coi Je resultat.
s n* “m. ] .
PropostTion 30. Supposons que a ne soit pas divisible par et au on mF I i 15 ProrosiTioN 32. Supposons a hyperprimaire et soient m, n, k des entiers = 0
ou a hyperprimaire et soient m et n des entiers > 0 tels que m ne soit pas divisible tels

que ni m ni n ne soit divisible par f, que | ne divise pas k et qu'on ait
par fl et que n ne soit pas divisible par f, on a =1 (f), alors on a

l)_:l [, Cnsis] = 0. [othms %) = k[e,, a,].
Untir Démonstration. Si m et n sont divisibles par f; cela résulte de la
nti o Proposition 29. -
Démonstration. Vu la proposition 19, on a a,, # 0 et vu la proposition P

Si m n’est pas divisible par f, on a, en vertu de la proposition 19, v,(a,) = 0
22, 0n a e v, (q
-1

W S 15 d'oul v(s,(@,)) = 0 et v,(s,(x,)) < 1; vu la proposition 21, on a
[1 tweip=1 @er0007Y, G = 5(,) (A1),
i=0

. e = 5,(2) (1),
d’ou, vu les hypothéses, doy _
-1

H Opsif = 1 (j_“'z]) [ll,m, d.h] = [s*(am), sk(an)] — k[am, ﬂ,,].
i=0

S0 Enfin, si n n'est pas divisible par f, on a, vu ce qui précéde
d’ofl [akm’ l."'tlu-] - —[akni 'ka] = _k[an! ﬂm] = k[am’ an]‘
11 1=0 PROPOSITION 33, Supposons a hyperprimaire et soient m, n des entiers > 0
[am’ i]_]o Untis] = Vs tels qu'aucun des nombres m, n, m+n ne soit divisible par I, on a
lyn+if

d | ésultat [a'm' an] = [ami am-“]'f[ﬁm.”, ot,,].
‘ou le resultat.
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Démonstration. Vu la proposition 24, on a
[a" &y, ("a,] = [0, ("tp] = [, %,]
et, vu les propositions 14 et 19, on a
Oan = a o, +{"a, #0,
d’on, vu la proposition 24,
(@, {™0,] = [ s Oyt ] + [mtns €721 = [y Gt n] + [ +ms %l
d’ou le résultat.

PROPOSITION 34. Supposons a hyperprimaire et |a| 2> 2
(i) Si m =1 est un entier, on a

()-()-(2)-+
a a a
()-G)-6)-
Ol B Vrm
(ii) Si m=1 est un entier non divisible par I, on a
(9-()-@-
alﬂ ﬁlll ?m )
(iii) Soient m, n, d des entiers > 1 tels qu'on aitm =n det(md) =1,o0na
(-2
Ba Bs)
(iv) Soient m, n, d des entiers > 1 tels qu'on ait m+n =0 (d) et (ml,d)=1,
on a
(5)-()
Ba B.)
(v) Soit m = 3 un entier, on a

1 (2) = s 10

i=1 m
(im)=1

Démonstration. (i) Vu la proposition 17, a,, est non nul. On a

(-9

La proposition 14 nous donne «,, = a,f,; d’ou l'on tire ?"' =112

proposition 14 nous fournit encore la relation a,, = [174; &0t 'on déduit, paf

© dim
une récurrence, (?—"') =1,
a
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(@)=

.

(ii) Vu la proposition 24, on a

(£)=(a.,,o=1

€ on conclut grice aux relations a,, = a, 8, et a, = []7..
djm

(iii) On peut supposer m > n. Vu la proposition 17, f,, B, et f, sont non

Buls; vu la proposition 16, B, et B, sont premiers entre eux; enfin, vu la
Proposition 15 et (i), on a

(5)-(5")-G) () -)

(iv) Vu la proposition 17, g,,, B, et B, sont non nuls et vu la proposition

5,0n a
()~ (552)

dou le résultat, compte tenu de (i) et de (ii).
(v) La proposition 15 nous donne

On a

H ﬁ; = —griim-1 ('J’m)

L8 MJ“

\%
coll la proposition 17, y,, est non nul ainsi que les deux membres de la
Ngruence ci-dessus et vu la proposition 16, y,, et a sont premiers entre eux; on

4 donc
gﬁ m E:‘) _ (_awl{ml—l \
(?m) 1l (? I )
{im)=1

Posons s = [] (gi), vu (i), on a

i=1 m
(im)=1

), {ayres Ta
o S IR G
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Vu la proposition 14, y,, = af™ (§,) et comme o, n’est pas nul, on a

oy Y 5, \7m
(Vs ‘:am) ('5_) s=1, (Vp Cam.) (6,“, ul]wtm (D’. ) s=1.

Vu la proposition 15, §,, = (*™~2 (a,) et, vu (i), on a

B

Vo> (O Bs 21)P™s =1,
d’ou le résultat.

PROPOSITION 35. Supposons a hyperprimaire et |a| > 2 et soit m2>1 un
entier.
(i) Si m>2 est une puissance d’un nombre premier p, on a

(als Ym) ™ = (al’ )ﬂ }(p9 ?m) n (f)
(l.[mll "

(i) Si m vaut 1 ou si m est divisible par deux nombres premiers différents,
on a

(al, .}’"‘)ﬂn] = ﬁ (E)
i=1 Ym
(im)=1

Démonstration. Si m =1, la formule du (ii) est claire. Si m =2, on a
(@1, 72) = (@—{, a+{) = (a—{, 2a)(2a, a+{)
=(a—{,2)(2,a+0) = (24, 2)(2, 72)

et la formule du (i) est vérifiée pour m = 2.
Supposons m > 3. Vu la proposition 17, &;, ¥, et J,, sont non nuls et vu la
proposition 14, on a

af™ —7y,, = —cy(1)ald, # 0.
On a alors

@™, 7,) = (8™, 3™ —y,) (3™ =Y., V),
(G 1 ?m)w(m} — (0'. 1» aT(m’ == ?m)wtm} {QY{'M ~Vm: ym) J

Yu la proposition 24, on a

(1'11 L] af(m)'_]’m) = (al 1] "C,..(Uaca.n) = (ali cm(l}) (0‘.1, 6!!!)'

On a aussi

@™ —y,., 7.) = (—cn(1)ald,, ) = (€a(1), V) (8rs V-
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On a donc

@15 )™ = (1, (D)™ (c(1), V) (@15 8,)*™ (85 )

©t, vu la proposition précédente, on a

(ai 2 ],M)NM} = (al ? Cm(l))ﬂ"'}(cm[l)’ }'m) ﬁ (E)
ym

i=1
(i.m)=1
D'ou (j) et (ii), vu la proposition 7.

PROPOSITION 36. Supposons a hyperprimaire et la| = 2.
(i) Si p est un nombre premier, on a

(@1, )P~ = (ay, P)P(p, ) ,,1:[1 (%)
i=1 P

(ii) Sionaf > 2 et si p est un nombre premier tel que p#letquep#fona

RS | (ﬁ),

i=1 \B,
Qvec y = pa(p) (—_—a _(‘;; (_a:)— )

(iii) Si f est premier, on a

(g, g ™1 .*C" H (‘8‘)

i=1 ﬁf
ec v = fa(f)3 .
@) @, )" = ] (_)
i=1 i

Démonstration. (i) résulte de la proposition précédente et des relations
=B, et a,=0a,p,

(11) On a sous les hypothéses f >2, p#1, p#f,
[y, P =[a~1+4, p] = q(p)/(a—1),

(2. )] = [p, @171 = plp. &~ {1 = plp, @~ 14+1] = —pa(p)(a®~1).
D’ou

play, p1+[p, ] = q(p)—(l—)(f)——

Yol Ie résultat, vu (i).
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(iii) Supposons f premier ; vu la proposition 19, on a

_ ()
o, 1=ta=144, 1= 22 (fa1=1A1-01=1151-0 =15
D’ou
+1)
Foar S14LF ) = fal g

d’ou le résultat, vu .{i]'
(iv) résulte de (i).
6. Applications. |
PROPOSITION 37. Supposons | 2 5. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) a est divisible par I* ou hyperprimaire.
(i) [e,, ] =0.
(iii) [y, N(2,)]=0. | ) l
Démonstration. Il résulte de la propositiu_:on 24 que (i) et (i) son
équivalentes et de la proposition 25 que (i) et (iii) le sont.
ENONCE 5. Supposons [ =3. ‘ ‘

(i) Pour qu'on git [, {1 =0, il faut et il suffit que a soit congru a 0,1,7 ou
odulo 9. - . ‘
o (ii) Pour qu'on ait [, N(2,)] =0, il faut et il suffit que a soit congru a 0 ou

8 modulo 9 ou que a soit congru @ 1, 13 ou 25 modulo 27.
PROPOSITION 38. Supposons | > 5. Les propriétés suivantes sont équivalentes '
i a,az__]=0. e
((ii; E (lzsr :livlfsﬂlﬂe par [* ou congru a 1 ou —1 modulo | ou hyperprimaire.

Cela résulte de la proposition 28. - .

Pour | = 3 et a = 4, on a (x,, «s) = {? et la proposition précédente ne peut
étre étendue au cas | =3. ;

PROPOSITION 39. Supposons a hyperprimaire, |a| = 2 et que, pour tous m

n entiers tels que m>1, n>1, (m, n)=1 et Lymn, on ait (O ::l,,)=t }:ymn.
(i) Pour tous m et n entiers tels que m>1, n>1,(m n=1¢e

[Bm! ﬁn] = 1'

= m
(ii) Pour tous m et n entiers tels que m> ,n=1,(mn=1e I}

sl

. l,
Démonstration. (i) Soient m et n des entiers tels que mzl l,tn i .
(m, n) =1 et Lymn ; vu la proposition 17, a,, et «, sont non nuis et o

((Im, al!) =, (alﬁm’ alﬁn) e (ali ﬁn)(ﬂm’ al)(ﬁm’ ﬂu) = (al.! un)(am’ al){ﬁm’ ﬁll)’
d'ou (B, B) = 1.
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(i) Nous raisonnerons par récurrence sur n. Pour n = l,onafB, =1letla
Propriété est immédiate. Il reste 4 montrer que si n > 1 est un entier tel que lfn
®t que la propriété soit vérifiée par tous les entiers de I'intervalle [1, n—1] qui
0€ sont pas divisibles par I, n posséde également la propriété.

Soit m > 1 un entier tel que (m, n) = 1. Soit r le reste de la division de
™M par n ; on a '

I<sr<n, 1<n-r<n, (r,m=1 et (n—r,n)=1.

Si r n'est pas divisible par I, on a, vu (i) et la proposition 34,

()-(2)-0-nl8)-

Si r est divisible par I, n—r ne Pest pas et vu (i) et la proposition 34, on a

Bu) _ (Bc) _ (Bo=r) = B\
#)-()-(5)-0.0 )=t
Ainsi n posséde la propriété. m

. THEOREME 1. Supposons | > 5. Les propriétés suivantes sont deux & deux
€quivalentes:

(1) a est divisible par I> ou congru ¢ 1 ou —1 modulo I.
(ii) Pour tous m et n entiers tels que m> 1, n> 1 et lYmn, [a,, a,] =0.
(iii) Pour tous m et n entiers tels quem21,nz=1 1fmnet (mn=1,
%y 0, ] = 0.
(iv) Pour tous m et n entiers de lintervalle [1, P—1—1] tels que I} mn,
[alm a,,] =0,

(V) Pour tous m et n entiers de l'intervalle (1, P—1—1] tels que L mn et que
Om, n, 1—1)=1, [a,, 2] =0.

Démonstration. Supposons (i) vérifiée et soient m et n des entiers > 1
tels que Lymn. Si a est divisible par I2,

. [, ] = [a"—{™, a"—{ =[-{™, —{"] =0.
Si g est congru & 1 ou —1 modulo I, fvaut 1 ou 2 et, vu la proposition 29, on
3 [a,, @, = 0. Ainsi (ii) est vérifiée et (i) implique (ii).
Il est clair que (i) implique (iii).

Montrons que (jii) implique (1. Nous raisonnerons par I'absurde en

SUpposant que (iii) est vérifice et que (i) ne Pest pas.

. Onal[a,, ®,-,]=0et, vula proposition 38, a est hyperprimaire; comme
) west pas verifie, on a £ >3 ; d'ou [a] > 2.
Soit p un nombre premier tel que p =fI—1 (fI?) dont I'existence résulte
héoréme de Dirichlet; on a

P =gl (),
 qui montre que p n'est pas hyperprimaire.

dy ¢
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Vu la proposition 36, on a

@ eyt =011 (%) avec u = PQ(P)(*G—_(-%E_—U.

i=1 P

Vu la proposition 39, chacun des (%) vaut 1 ; ainsi u est nul, g(p) est
divisible par I, p est hyperprimaire, ce qf;i est absurde.

Ainsi (ili) entraine (i) et les propriétés (i), (ii) et (iii) sont deux a deux
€quivalentes.

1l est clair que (ii) entraine (iv) et que (iv) entraine (v) ; pour conclure, il
suffira de montrer que (v) entraine (ii). '

Supposons (v) vérifiée. On a [a,, 2—,-;] =0 et vu la proposition 38,
(i) est vérifiée ou a est hyperprimaire ; comme (i) implique (i), on peut supposer
a hyperprimaire. Soient m et n des entiers > 1 tels que lymnetque (m,n)=1et
soient m’ et n’ les restes de division de m et n par I>’—1; on a (m', v, [-1) =
(m, n,1—1)=1 et vu la proposition 26, on a [a,, o] = [0y %] = 0.

Ainsi (iii) est vérifiée, donc (ii) l'est. m

On a déja remarqué que pour /=3 et a =4, (x;, &) = {2, le théoréme
précédent ne peut donc pas étre étendu au cas [=3.

7. Le systéme S. Dans la suite, nous ferons usage des notations suivantes :

e est un entier > 1 non divisible par |,

I ou I(l, €) est I'ensemble des entiers de I'intervalle [1, ef] qui ne sont pas
divisibles par I,

J ou J(I, e) est 'ensemble I x I,

S ou S(I, e) est le systéeme d’équations linéaire et homogene a coeflicients
dans F, qui a pour inconnues les x,,, pour (m, n) dans J et pour ¢quations celles
des six familles suivantes ou les indices qui dépassent el sont & remplacer par
leurs restes de division par el.

(1) Pour (m, n)eJ, Xpp+Xpm =0.

(2) Pour (m, n)eJ, Xpo1—p = Xpun-

(3) Pour (m, n)eJ et kel tel que k=1 (), Xypmim = KX -

(4) Pour (m, n)eJ tel que Lfym+n, X, = Xpmint Xmtnn:
-1

(5) Pour (m, n)eJ tel que etn, Z Xmntie = 0
!;:Bie
(6) Pour g, h, m, n entiers tels que g > 1, h>1, e = gh et (m, gn)eJ
g—1

Xpgn = 2 Xmn+ihl:
i=0

ProposiTION 40. Supposons a hyperprimaire. La famille ([¢,,, 2,))m.mest.))
est solution du systeme S(I, f).
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déﬁn:::-e[ monstration. I résulte de la proposition 19 que cette famille est bien

et (:5) es equzfu.m?s (1) de S(l, f) sont vér_iﬁées en vertu de (R15); les équations

ot sont vérifiées en v?r.tu des propositions 27 et 31 respectivement ; enfin,

Vertr.l: :] tenu de ]’f proposition 26, les équations (3), (4) et (5) sont vérifiées en
es propositions 32, 33 et 30 respectivement.

P_Roposmon 41. Soit (X, )mmes une solution du systéme S.
{E) Pour tout m de I, x,,, = 0.
(i) Les propriétés suivantes sont deux a deux équivalentes :
(@) pour tous m et n de I tels que m = 1 (e) et que n=0 (e), x,, =0
(b) pour tous m et n de I tels que m=n= 1 (e, x,,, =0 o
1 (c) pour tous m, n, n' de I tels que m=1 (e) et que n=n'=0 (e
iy — xm.. ’

£

Qemonstration. (i) Les équations (1) donnent 2x,,,, = 0; d’ou x, =0

m _q(ll)_Supposons (a) vérifice. Soient m et n des éléments de I t:l: qm;

E-;ﬂ:l_'_[;) et que m>n; vu les équations (4) et (1), on a x,_,,

m=nmt Xps Xn = Xomim—n = Xnm—n; d’ou x,,=0 et (a) entraine (b). '

J'_:ﬁ:oSupposons. (b) vérifiée. Soit » >0 un entier tel que r= 1 (e)( 3:! que

o (). POlll"l = 1,...,1—=2, on a, vu les équations (4), X, ...
T+ Dejes AOU X, 440, = P+ i+ 1)e,e-

Ainsi j = :
, pour j=1,..., I:ll, les x,.4. sont égaux entre eux et, vu les

equati
tions (1) et (5), on a Y x,.,..=0; pour tout j entier de I'intervalle

=1
(1, !;.1]’. on a (I—l)x,+,-,,:= 0, d'ot x,,;,.=0.
ek ;:;s;;, gour :out mdeItelquem =1 (e), ona x,, = 0;si k est un entier tel
* lans [ et que k =1 (e), orr a, en vertu des équations (3), Ximke = 0;
.S[:Jour es memef. m ,et k, Xmke = 0. Ainsi, (a) est vérifiée et (b) entraine (a).
] sohp[:bosons '(r.:') .venﬁee. Soit i un entigr de I'intervalle [1, I—1] tel que 1 +ie
ok pas divisible par /; vu les équations (1) et (4), on a Xy.1+4
Lie™Xie+1,ie €t VU () et les équations (3), on a o

= Xrtier+(i+1)e

% - i _ : ;
Ll+ie = X1,ie ™ Xie+ 1 (ie+1)e = Xy, —(ile+1)x,, = —iex,,.

Vu les équations (5) et ce qui précéde, on a
-1

=1
E xl.l +ie = 09 (Z _ie)xig - x1p
i=0

d‘oﬁ .l!i :—Pit
Fig xlll, -—’;E, d’ou x,,, = 0 pour tout m de I divisible par e; d’on, pour k dans
Que k=1 (e), X¢xm = 0 en vertu des équations (3) ; ainsi (a) est vérifiée et

©) entraine (a).

Comme il est clair 2 g
: que (a) entraine (c), les propriétés b
deux équivalentes. prop @), (b), (c) sont deux

D .
Utioll'i]Fl(NmON. Nous dirons que le couple (I, e) posséde la propriété P si toute
Xma)ommes AU systéme S(I, e) qui appartient 4 F{ et qui vérifie x_ = 0

I
Acta Arithmetica LIV, 2
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pour tout (m, n) de J tel que m=1 (e) et que n = 0 (e) est telle que x,, =0
pour tout élément (u, v) de J tel que (u, v, €) = 1. Nous dirons que ! posséde la
propriété P si pour tout diviseur d > 1 de I—1, le couple (I, d) posséde la
propriéte P.

ENONCE 6. (i) Les systémes S(I, 1) et S(I, 2) ont pour seule solution la solution
nulle.

(i) Lorsqu’on supposel =1 (e) et que e ait I'une des valeurs 1, 2,3,4,5,6,8,
12, le couple (I, ) posséde la propriété P.

Les équations (1), (2) et (3) suffisent 4 démontrer (i), ce qui prouve (ii) pour

e =1 et e = 2: notre démonstration de (ii) est trés simple pour e =3 ete =4et

_plus délicate pour les autres valeurs de e. La proposition 41 et I'énoncé

6 contiennent malheureusement P'essentiel de nos connaissances sur le systéme
S et la proprieté P.

8. La propriete LC.

PROPOSITION 42. Supposons | > 5 et considérons les propriétés:

(i) a est congru @ 0, 1 ou —1 modulo I?,

(ii) o, est orthogonal a tout élément de AU,

(iii) a, est orthogonal a tout élément de A,

(iv) o, est orthogonal a tout élément de C,

(v) a, est orthogonal @ chacun de ses conjugués,

(vi) a est divisible par I* ou hyperprimaire.

La propriété (i) entraine (ij) ; (ii) entraine (iii), (iv) et (v) ; (iii), (iv) et (V)
sont deux a deux équivalentes et chacune d'entre elles entraine (vi).

Démonstration. Si (i) est vérifiée, o, est congru modulo I* & 1 ou & up
élément de C et, par suite, est congru modulo 2'** 4 2 ou  un élément de U ;il
résulte alors de (R10) a (R13) et de (R32) que a, est orthogonal a 1 et a tout
élément de U et comme AU est engendré par A et U, a, est orthogonal a tout
élément de AU. Ainsi (i) entraine (ii). -

Il est clair que (ii) entraine (iii) et que (iii) entraine (iv).

Supposons (iii) vérifiée et soient m et m’ des entiers de intervalle [2, [— 1]
tels que mm'=1 (l), on a

[a—={, a={"}=[a—¢, "=+ [" - a—C"]
=["-{, a={"1 =m[{-{",a={]1=0.

Ainsi (iii) entraine (v). Par suite, (i) entraine (iii), (iv) et (v).

Si (iv) est vérifiée, a, est orthogonal & { et, vu la proposition 37, (vi) est
vérifiée ; ainsi (iv) entraine (vi). Si (v) est vérifiée, a, est orthogonal 4 sa norm¢
et, vu la proposition 37, (vi) est vérifiée; ainsi (v) entraine (vi). Par suite, chacun®
des propriétés (iii), (iv) et (v) entraine (vi).
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Il reste é. montrer 'équivalence de (iii), (iv) et (v) et, vu ce qui précéde, on
gzllt se restreindre au cas ol a est hyperprimaire: Les propriétés (iii), (iv) et (v)
xpm'fu:znt alors en termes de la famille ([, ®,])mmesa.ry Qui, €n vertu de la
Proposition 40, est une solution du systéme S(, ).
P En effet, (iii) eqm‘w'zut a [o;, 1—={™] = 0 pour tout m de I(l, f) divisible par
 ce qQui, vu la proposition 19 équivaut a [«,, «,] = 0 pour les mémes m ; vu les
Eguatlons (3) du systéme S(l, f), cette derniére condition équivaut a
ms O] = 9 pour t01'15 m et nde I(l, f) tels que m=1 (f) et que n=0 ().
i IDe méme, _[1.v) équivaut a [a,, 1—-{™] = [a,, 1 ={"] pour tous m et n
: (I, f) divisibles par f, ce qui, vu la proposition 19, équivaut a
c0:1 ’d rfct,,:] = [a:l‘, o,] pour les mémes m et n ; vu les équations (3), cette derniére
ition équivaut a [a,,, o,] = [«,, &, ] pour tous m, n, n’ de I(l, f) tel
m=1 (f) et quensn?s()(f).m " , (1) tels que
- De méme, (_v) équivaut a [a,, a—{™] = 0 pour tout m de I(l, f) tel que
iy = 1 (f).’ ce qui, vu la proposition 21, équivaut a [«,, o, ] = 0 pour les mémes
il ce qui, vu les équations (3), équivaut a [«,, «,] =0 pour tous m et n de
(, f) tels que m=n=1 (f).
L’équivalence de (iii), (iv) et (v) résulte alors de la proposition 41.
[?'EF'INITION. Nous dirons que [ posséde la propriété LC si les deux
pmprl'etes suivantes sont équivalentes :
{{) a est congru 4 0, 1 ou —1 modulo 2
(i) &, est orthogonal A tout élément de C.

elle :Ious' avons baptisé LC cette propl:iété parce que, lorsqu’ elle est vérifiée,
By onsmue:- une sorte de loi complémentaire a la loi de réciprocité des
Ongsances I:emes. 'Pf)ur l=3,0ona 7_—; =A5+2) et (7-{, ) =1et 7T—Lest:
. 5Ogonal‘a tout elemeqf cflc C ; par suite, 3'1'16' posséde pas la propriété LC. Si
plréméd[:tossede la proppete L(?, l_es proprietés (i) & (v) de la proposition
ente sont deux a deux équivalentes.

. ‘PRDPOS!TION‘ 43 (i) Supposons 125, lya, = 3 et que le couple (I, f)
o Sséde la propriété P, alors il existe un élément de C auquel o, n'est pas
Tthogonal, l 7

i (ii) Tout nombre premier > 5 qui posséde la propriété P posséde la propriété

} ?emonstratiqn. (i) On ra_t?s?nne par I'absurde en supposant [ 2 5, [y q,
E“C > 3ue & N posa:.c.de la p:rc}npnete P et que a, soit orthogonal a tout élément
N lou't , ll.l la proposition preccdent'e: a est hyperprimaire et o, est orthogonal
B element de A. Vu la proposition 40, la famille ([«,,, ®,])mmesa.s €St une
Eod E:i de S(llf}' On a [a,, }u{“] = O’ pour tout m de I(l, 1) divisible par f;
e 1> %] = 0 pour les mémes m ; d’ou, vu les équations (3), [a,,, a,] =0
S 1t0us m et n de I(l, 1) _t'cl.s que m=1 (f) et que n=0 (f). Puisque le
ol Ple (I, f) posséde la pl.'opnete P, on a [a,,, a,] = 0 pour tout (m, n) de J(I, f)
Que (m, n, f) = 1. Soient m et n des entiers > 1 tels que (m, n) = 1 et que
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ILymn ;sim' et n’ sont leurs restes de division parfl,ona (m', n', f) = 1et (m',n)
appartient a I(l, f) ; vu la proposition 26, on a [a,, ,] = [®,, «,] =0. La
propriété (iii) du théoréme 1 est vérifiée et vu ce théoréme, a est congru a 1 ou
—1 modulo I; par suite, f vaut 1 ou 2 ; ce qui est absurde.

(ii) Supposons que ! > 5 posséde la propriété P. Si a est congru a 0, 1 ou
—1 module 2, a, est orthogonal a tout élément de C, en vertu de la
proposition précédente. Inversement, supposons a, orthogonal & tout élément
de C; en vertu de la proposition précédente, a est divisible par I* ou
hyperprimaire; si a est hyperprimaire, le couple (I, f) possede la propriete P,
puisque f divise | —1et, vu (i),on a f = 1 ouf = 2 et vu la proposition 18, a est
congru a 1 ou a — 1 module /2. Ainsi, | posséde la propriété¢ LC; d’ou le résultat.

Introduisons des notations conformes 4 celles de Frobenius [1], mais non

cohérentes avec ce qui précéde :
la suite (b,),», des nombres de Bernoulli est définie par la relation

X + a0 b" .
ex_-l B u=OEX

et la suite (f)),>, des polynémes de Mirimanoff est définie par la relation
-1

£= Y riX.

r=0

ENONCE 7. Supposons a # 1 (l), les propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) o, est orthogonal a tout élément de A.
(i) On a [oy, A1 =0 et pour tout entier n=1,..., 1=2, on a

bali—a(2y) = 0.
(iti) On a les congruences
ad=a (1P,
@+1)fi-1(@=0 ()
et pour tout entier pair n tel que 2 <n<1-3, on a
b, fi-a(@) =0 ().

La démonstration est essentiellement celle que Hasse utilise aux pages 1 18
et 119 de son traité [4] pour obtenir ce qu'il appelle le critére de Kummer.

ENONCE 8. Si >S5 ne posséde pas la propriété LC, on a
2t=1 (% e b_3=0(0.
Cela se démontre @ partir de I'énoncé précédent en se servant des
arguments de Mirimanoff [9].

ENONCE 9. Tout nombre premier de lintervalle [S, 6-10°] posséde 10
propriété L.C.
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En effet, il résulte des calculs de D. H. Lehm
; ; 2 des . H. er [7] que les seuls nombres
f;;;‘mers 1<6-10° qui vérifient 2!~ =1 (1) sont 1093 et 3511 et il résulte des
i es de nombres premiers irréguliers dont la derniére est celle de Wagstaff
6] que pour ces deux nombres, on a b,_3#0 ().

['cs énoncés (‘]ui précedent me conduisent 4 conjecturer que tout nombre
Premier > 5 posséde la propriété: LC.

9. Le théoréme de Fermat.

PROPOSITION 44. Soient x, y, z des entiers relatifs tels qu'on ait (x, y) = 1 et

Lty et By(x, y) = 2~ s
WX, y) =2 ona x#y (I), tout diviseur de y est h - B
€St orthogonal a tout élément de AU. Y PR RS

- Démonst_rlatizon. _ Sl:lpposons x=y () va la proposition 1, on
N ;ngc;s y) : Iy . (%) ,B ainsi B(x, y) est divisible par /, mais non par /2, ce qui
urde puisque B,(x, y) est une puissance l-8me. Ceci m o’
iy ontre qu’'on
On a

-1
Il (x=y) =7

=1

i lLe nombre z est non n}ll et, puisqu'on a x # y (1), les nombres x — y{' pour
Fing »--0, I—1 sont premiers entre eux ; par suite, pour tout entier i de
ervalle [1, /—1], il y a un idéal non nul a;, de A4 tel quon ait

(x—=yl’) = al.

Soit d un diviseur de y. Si
i y.Sixestnul, yvaut lou —letdesth imai
1 X est non nul, posons ' Jpeiprmale

o= x0—yl* = P(x—y*),
V' . g . Y ;
U ce qui précéde, il Y a un idéal non nul a de A tel que (x) = a' ; on a aussi

(o d)=(x{*, d)=(1) et on a
a=x(1—=AP—y(1—2F=x—y (13).
Dot (¢, d) =1 et, par suite,

(§-()-)-(5-+
()-(=)-(9)-)

i 1%
Doy (2) =1let (d, {)=1 et d est hyperprimaire,

On a aussi
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Soit g un élément de AU, on a

esn={i)- (-

PROPOSITION 45. Supposons [ > 5 et soient x, y, z des entiers relatifs tels
qu'on ait (x, y)=1 et By(x, y) =z . .

(i) Sir > 3 est un diviseur de | — 1 tel que le couple (I, 1) posséde la propriété
P, C,(x, ») #0 (). o

(i) Sil posséde la propriété LC, I'un des nombres x, y, X+ est divisible par

B2

Démonstration. On peut supposer que y n'est pas divisible par . Soit
u un entier relatif tel qu'on ait x = yu (1?). Vu la proposition précédente, on
au %1 (l) yest hyperprimaire et x—y{ est orthogonal a tout ¢lément de C.
Par suite, yu— y{ est orthogonal & tout élément de C et u—{ est orthogonal
a tout élément de C.

(i) Raisonnons par I'absurde en supposant que r > 3, que r divise I—. 1_, que
(I, r) posséde la propriété P et que C,(x, y) =0 (). Alors C,(yu, y) est dms:bl_e
par | ; donc I divise ¢,(4) ; en vertu du (jii) de la proposition 18, r est le plus petit
des entiers k > 1 tels que u* = 1 (I). Vu la proposition 43, il existe un élément de
C auquel u—{ n'est pas orthogonal; ce qui est absurde.

(ii) Puisque [ posséde la propriété LC, u est congru a0,1o0u '.'l. Enodul()
I? ; par suite, u est congru 4 0 ou —1 modulo 2 et x ou x+ y est divisible par
P oa

THEOREME 2. Supposons que | > 5 posséde la propriété LC et soient x, y, z deas
entiers relatifs tels que x' +y'+z' = 0, l'un des nombres x, y, z est divisible par I°.

Démonstration. On peut supposer x, y, z premiers entre eux, ils sont
alors deux a deux premiers entre eux. Supposons d’abord qu’aucun de x, y, zne
soit divisible par I, on a

(x+y)By(x, —y) = —7

et comme x +y et By(x, —y) sont premiers entre eux, il y a un entier u tel que
Bj(x, —y) = u. La proposition précédente nous donne x— ym 0 (/%) et, par
symétrie,onax =y = z (?);dou 3x! = 0 (1?); ainsi x est divisible par [, ce qu!
est absurde. _

L’un des nombres X, y, z est divisible par / et le théoréme de Vandiver,
c'est-a-dire le théoréme 1046 de [6] permet de conclure.

ENONCE 10. Supposons 1 > 5 et soient X, y, z des entiers relatifs tels que
(x, y, 2)=1, que lxz et que x'+y'+2'=0, on a C,(x,—y)#0 () pour
n=3,4,5 6 8 et 12
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Cela résulte de la proposition 45 et de I'’énoncé 6. Les cas n =3, 4, 6 du
résultat ci-dessus ont déja été obtenus par Pollaczek [14] et Morishima [12]
dont les démonstrations difficiles et peut-étre incomplétes ont été reprises par
Gunderson [3] et Granville [2] dans leurs théses, tandis que lescas n = 5, 8, 12
sont nouveaux.
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