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Comme dans le théoréme 4.1, pour chaque », il existe une suite {AEmY s« Om

telle que Hg (A%") = la, et {e“f*!m)’”};;,, est un SRA dans H(aG,) pour tous
¢>0 et n>1 Comme dans le théoréme 4.1 nous pouvons écrire
AP = {p*} avec |9 -0 quand k-»w. Dautre part, évidemment
{2} est un SRA dans H(aK) pour tout a > 0.

Le théoréme est démontré,
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Ensembles suffisants pour quelques espaces de fonctions
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Résumé, On étudie les ensembles suffisants dans certains espaces de fonctions. Les résultats
abtenus sont appliqués aux espaces des fonctions holomorphes sur les ouverts (ou compa(.:ts)
convexes de C'. On établit des relations entre ensembles suffisants et systémes de seprésentatio
absolue d'exponentielles. :

Les ensembles suffisants pour les espaces de fonctions entiéres jouent un
role important dans la recherche de développements des fonctions holomor-
phes en somme infinie de fonctions exponentielles. Ces ensembles ont été
étudiés par plusieurs auteurs, en particulier par A. V. Abanin [1] et par Yu. F.
Korobeinik [2]. Cet article a également pour but d'étudier les ensembles
suffisants pour quelques espaces de fonctions, et d’en tirer quelgues ap-
plications. _

Soit # un ensemble arbitraire et E un espace vectoriel de fonctions
complexes sur #. Pour chaque sous-ensemble S <& et chaque fonction
positive ¢ sur %, on pose

ES(p) = {9 E: gl := suplg(l/o(x) < oo}.
Hi

Supposons maintenant que {#,};%., est une suite croissante de
sous-ensembles de &, # = | 2, &,, et & = {f,};21 est une suite croissante de
fonctions positives sur & telle que

supf.(x) < co, inff,(x)>0
Hi ay
pour tout n, k= 1. Nous écrivons
I-1@s =055

pour tout #n = 1.
Posons

(E5(®), =5 (@)) = limind (ES(£,), [I-17),

ol p5(®) désigne la topologie limite induc_:tive:
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L'ensemble S est dit faiblement suffisant pour @ si p®*(P) =
u= (P) = p~-#(®). Posons

K(®) = {p > 0: supf(x)/o(x) < w0, V= 1}
: ®

p (), o

Alors pour tout geES(f,) et @< K(P), nous avons

ol ) 1)
) e o) a0

Ainsi y=5(®) 2 v2>5(), olt v”"'s( ) désigne la topologie sur E(¢) définie par la
famille des seminormes {||-|2%: @ € K(®)}. Nous disons que S est suffisant si
VO S(B) = v (P), o v°(P) = v F (),

Dans [2], Yu. F. Korobeinik a montré que tout ensemble suffisant est
faiblement suffisant. De plus, si (E(®), u*(¥)) est un espace de Montel,
C'est-a-dire si tout ensemble borné dans (E(P), u* () est relativement compact,
alors tout ensemble fajiblement suffisant est suffisant.

Dans le § 1 nous cherchons quelques conditions pour que u®(P) = v*(P).
Dans certains cas, des conditions de ce type ont été¢ données récemment par
Napalkov [4] et Korobeinik [2]. De méme qu’Abanin le fait pour une suite
croissante de fonctions positives sur %, nous montrons dans le § 2 un théoréme
sur le prolongement des ensembles suffisants pour des suites décroissantes de
fonctions positives sur #. Ces résultats sont ensuite appliqués pour obtenir le
prolongement des systémes de représentation absolue d’exponentielles dans des
espaces des fonctions holomorphes sur des domaines ouverts convexes et sur
des ensembles compacts convexes. Finalement, dans le § 3 nous étudions les
ensembles suffisants et les systémes de représentation absolue d’exponentielles.
Analogue i un théoréme de Korobeinik [2], le théoréme 3.2 donne une
condition pour quune suite dans un espace dual de Fréchet-Schwartz seit un
systéme de représentation absolue. Ce théoréme combiné avec le théoreme de
Korobeinik et le théoréme 3.4 donne le théoréme 3.5 sur la relation entre
ensembles suffisants et systémes de représentation absolue dans les espaces des
fonctions holomorphes sur des ensembles ouverts convexes et sur des ensem-
bles compacts convexes.

Cet article a &€ écrit 4 Hanoi. Je tiens & exprimer ma profonde gratitude
au Dr. N. V. Khue pour ses conseils, sans lesquels ce travail n'aurait pu étre
acheve.

llghe \sup Jgl

§ 1. Les topologies p(®) et v=°(®). Dans ce paragraphe nous cherchons
des conditions pour que u (@) = 32(¢). Ce probléme a déja eté étudié par
quelques autenrs.

Pour chaque n, posons

L) = {g: #->C: gl ¥ = suplgx)|/f,(x} < 0},

(£ (®), p=()) = limind (£=(7), | |2).
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Considérons I'application canonigue

(E@), u°(®)~(£>(@), u=(D)).

On suppose que E(f)) est fermé dans #*(f) pour tout n3> 1. Alors

I'application de restriction

R: (£(@), 5= (@) ~(ED), p=(@))
est surjective.
1.1, THEOREME. Supposons
(1) Hm sup fi(x)ffi+:(x) =0, VYVkx=1.

N o0 F\Hn
Pour que p®(®) = v°(®) il faut et il suffit que pour chaque ensemble borné B dans
{(E(), u=(®)Y il existe un ensemble borné B dans (£*(®), > (P)) tel que
R(B)= B.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition ci-dessus est
suffisante pour que u®(P)=yve(d). Soit U un voisinage de zéro dans
(E(®), u™(®)). Alors il existe un ensemble borné B dans (E(®), p=(D)y tel que
U = [1(B), ou II(B) désigne le polaire de B, [I(B) = {gcE(®): [KF, g>| <1,
VY Fe B}. Posons

¢, = sup {|<F, 9Dl ge L7, llgle <

ol B est un ensemble borné dans (£ (®), u* (D)) tel que R(B) = B. D'aprés la
condition (1) nous pouvons trouver une suite croissante {n b, telle que

sup flx)fr1(x) < /(2% ey

B\B,

1, FeB},

pour tout k=1
Définissons une fonction positive ¢ sur # par

¢la, —an,_, = f/(2*c,) pour tout k=1

ou go = @. Donc
sup 5 s w
By, l\m"k ¢ (.)C) m"lw N\ fk+ 1 (JC)
< sup M2k+1ck+1 <1
By, 1\L-aa:,‘kfiw 1{x)

pour tout k3= j. Il en résulte que ¢eK(®). Posons

W= {geE(®): glg <1}.
Nous allons vérifier que W< IT{B). Par suite U sera un voisinage de zéro dans
(B(®), ve(P)). '
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Daprés (1), nous avons g = 3 i% gy, 00 gy = gla, _ \@,, dans E(f;.) pour
tout geE(f). Ceci implique que

oo

(ﬁ, te = 2 <F~k= Gi2s

1 k=1

(F.g)=
k

v Fe(#*(®), u®(9),

118

oﬁ Fkx Fl_n;_puu(fk).

Supposons que fgls < 1. Alors

sup  |g(x)|/filx) < 1424,

By N

pour tout k = 1. Ainsi

K93l < 3 1K 001 < T gpg< 1
k=1 . k=1
pour tout FeB et geW Ceci implique que W< II(B).

Maintenant, supposons que u® (D) = v*(d) et soit B un ensemble borne
dans (E(), p=(®)). Puisque IT(B) est un voisinage de zéro dans (E(®), u* (®)) il
existe ¢ € K(P) tel que W= 11(B), ou W= {geE(P): ligly < 1}. Par suite nous
avons R{IT ( W) = B.

Le théordme est démontre.

Remarque. Considérons le cas ou E = H(C", Pespace des fonctions
entiéres sur C', B < C'et & = {f}=, satisfait (1). Alors (E(P), u=(P)} est un
espace de Montel, et (E(@), u™(P)) est un espace de Fréchet-Montel. Il en
résulte que 'tout ensemble borné dans (E(®), u™(®)) est image d'un ensemble
borné dans (F*(P), p®(P)y. Daprés le théoréme 1.1 nous avons
U= {P) = v°(P). Ainsi tout ensemble faiblement suffisant pour @ est suffisant
pour &, Ce résultat a déja été établi par Napalkov [4]

Soient

L) ={g: B-C: g} Zig(x)lf(x < o0},

(&1(®), v (#)) = lim proj (£ (£), I13)-
Remarquons que (Z*(®), v (@) = £=(d).
1.2. THEOREME. Supposons que (E(®), p*(®) soit réflexif. Pour que

P2 (D) = v®(P) il four et il suffit que pour chaque ensemble borné B dans

LLD)/E(P), il existe un ensemble borné B dans (£(D), v!(P)) tel que wB) = B,
ou

E(®), ={g E_t;f'l(gb) sy = 0}
et n: 31(45)«—»31(@)/}5(@) . est l'application cqnonigue.

Nous avons besoin du
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1.3. LemMme. Supposons que (E(P), ym(@)) soit réflexif. Alors
(E(®), p> (D)) = (L (BYE(D), ).

Démonstration. Evidemment p®(®) = B(£=(P), L' ($)), 1a topologie
de convergence uniforme sur les bornés de (£*(#),v' (9) ) Fuisque (E{(®), 1 (®))
est réflexif et glpa e (E(P), p™(P)) pour tout geL(®), E(®)nII(U) est
o(£L*(9), £ (P))ermé pour tout voisinage U de zéro dans (£(®), v (9)). De
la B-complétude de (£(®), v*(®)) il résulte que E(®) est (L (), & (P))-fer-
mé. Donc

E(®) = (£}(®)/E(®),).-

Considérons Pespace G = limproj & (f,)/E(f;}, et Iapplication canonique
v &V (P)/E(®), -G, qui est d'image dense. Puisque E(f) = (£ (fYEL).),
Vk = 1, il en résulte que G' = E(®). 11 est clair que I'application identique id:
(E(@) “(d))—~ G' est continue. Donc id: (E(®), u= (D) (L (BVE(P),) est
continue.

Soit B un ensemble borné convexe dans (¥ (#)/E($),). Alors pour un
certain n 2z 1 nous avons

sup Y |g()|lA(x)| < oo.
heB, |yl hsL B
Ainsi pour tout ¢ eK(P)
) 1’?( N (%)
SUp LhIZ = S0Py < TP 00 ol

Donc B est borne dans (E(di), ®(P)) [2] et par suite B est relativement
faiblement compact dans (£ (®)/E(®),). Il en résulte que £ (@)/E(®P), est un
espace de Fréchet réflexif. ,

Considérons 'application identique

id: (E(®), 1°(9)-> (£ (BE(@).)
Puisque (E(®), u™(P)) = (E(), u=(#));, ot 7 désigne la topologie de Mackey,
(E(®), p°(®)) est B-complet [8]. D'autre part, puisque FLHE)/E(P), est un

espace de Fréchet réflexif, (& 1()/E(),} est un espace tonnelé [8]. D’apres le
théoréme de lapplication ouverte nous avons

id: (E(®), 4(®)) = (£ (DYE(@)) .
Le lemme est démontré.
Démonstration du théoréme 1.2. Soit U un voisinage de zéro dans

(E(®), u* (@)). Daprés le lemme 1.3, U> I (B), oi B est un ensemble borné
dans £ (®)/E(®),. Prenons un ensemble borne B dans (£'(®), v'(®)) tel que

n(B) = B. Comme dans [2] nous allons en déduire Iexistence d'un @ € K(P) tel
que

W= {geE@): Il < 1} < T(B).
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Posons d, = supgllgllt, B = sup {f.(x): xe%,}. Prenons ¢|0 tel que
Z Ekdk = 1:

Soit ¢(x} = sup, {4f(x}}. On a évidemment ¢eK(P) et suppg|s < 1,
W II(B). Donc p®(®) = v*(d).

Inversement, supposons p*{@) = v* (@), et soit B un ensemble borné dans
ZD)/E(D),. D’aprés le lemme 1.3, TI(B) est un voisinage de zéro dans
(E(®),v°(®)). Dong i existe ¢ € K(®P) tel que W= {ge E(®): [g|T < 1} = I(B).
Ceci implique que n(II(W)) > B.

Le théoréme est démontré.

A = gp.—0.

d’ou

Remarque. Considérons le cas o (E(®), 4 (P)) est un espace de Montel.
Par le lemme 1.3, #1(®)/E(®), est un espace de Fréchet-Montel. Donc tout
ensemble borné dans #1(®)/E(®), est image d’un ensemble borné dans
(£(@), v'(®)). D’aprés le théoréme 1.2, u®(P) = v°(P). Ce résultat a déja été
établi par Korobeinik [2].

§ 2. Prolongement des ensembles suffisants et faiblement suffisants. Soient
P, = {fl}re, et @, = {f7}5> deux suites croissantes de fonctions positives sur

FS .
4. Nous écrivons @, = &, si tout ensemble suffisant pour (E(®,), = (P,)) est

faiblement suffisant pour (E(®,), 1™(P,)).
Posons

M(B,, ) = {geE: gfeE@,), VfeE@®,)}.
Nous disons que @, et @, satisfont la condition de prolongement inductif si

) Vnzl, Vixju-1=®, k=1, Ay, tn-, = H(P,, D,):

e £ s 28] <o

Le théoréme suivant est démontré par A. V. Abanin [1].

F§
2.1. THEOREME. Soient &, et @, comme plus haut. Alors @ = &,,
Considérons maintenant deux suites décroissantes de fonctions positives
sur &, &, = {3}, et &, = {f2}2,. Pour chaque S < %, nous avons

. (E5(@), v=r¥(@)) = lim proj(E°(fa), I|- |5::%),
ou .

g = suplglx)lfix), i=1, 2.
. s )
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S .
Nous écrivons @, = @, si tout ensemble suffisant pour E(®,) est suffisant
pour E(®,). .
Comme plus haut nous disons que ¢,, @, satisfont la condition de
prolongement projectif si

3) >1, V{x )2, B, 3k= 1, I}, = H(D,, I,):

2 2 -1
llmmf [Sup |g 6N ‘ngﬁx)][ig..(x.,)lﬁlg”ﬂ < o0,

s
2.2. THEOREME. Soient &, et @, comme plus haut. Alors &= @,.

Démonstration. D’abord, nous observons que S est suffisant pour & si
et seulement si

4 VYm=z=1,3an>z

pour tout ge E(P).
Maintenant supposons que S < & est suffisant pour @, mais n'est pas
suffisant pour @, D'aprés {4), il existe m > 1 tel que

Va1, 3g,eE@,) g2 <&,  [galma= 1,

ou )0 Ainsi g, (0 <&, fP(®), Yxe8, et Ix B tel que
lg,(x )| = fm(x,) pour tout nz= L D’aprés (3) nous trouvons une suite
{h)&, = H#(D,, @) et k tels que

lim mfI:sup!h (x)lf"( )][Ih,,(x,,)lf";(x")]_ < 0,

21,30 <c, <o g7 <calgl®

fi(x) o (%)
Considérons les fonctions kg, E(®,). Nous avons
1,(x) 9,09 f2 )
o R g, 5 X
”h'ngn”k, Sl;p fl( ) pl ( )Ifl
< g suplh,(x .
6o SUp Ay (3 (x)
pour tout n =1, et
0 Iy (g GO [ Cenlilgnal |, e ) ()l
’ “hugn”n.l - Sl;ﬁp f;’l(x) = -f;ll (xn) = fnl (xn)
pour tout n > 1. Ceci implique que
hmlnf Hhagul 25/ 1 gl

2 -1
< liminf, sup|:lh ( )|j:"1§x;][|h( ,Jli; (x"ﬂ =0,

qui est impossible, parce que S est suffisant pour d,.
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Le théoréme est démontre.

23. Quelques exemples. 1) Soient G, un domaine convexe dans €' et {D,}
une suite croissante de domaines convexes bornés tels que D, € D, pour tout
nzlet G,= %D,

Posons @, = {f7};=, ol f2(z) = exph,(2) et h(z) = hp, (z) désigne la
fonction de support de D,. On sait que H(G,) = (E(®,), ,u‘”(cbz)) [81, ou H(G)
désigne I'espace des fonctions holomorphes sur G muni de la topologie de
convergence uniforme sur les compacts. Supposons que K est un ensemble
compact convexe dans €' et notons G, =G,+K. Alors
H(G,Y = (E(@),4™(@), 08 &, = ({121, f}2) = exp [+ he(d] pour
n 2 1, et o0 hy(z) désigne la fonction de support de K. Dans [1] A. V. Abanin
a démontré que ®,, P, satisfont la condition de prolongement inductif (2).

FS
Donc ¢, = 9,.

2) Soit K, un ensemble compact convexe dans C' et {D,} une suite
décroissante de domaines convexes bornés dans C' telle que K, = (&, D,.
Alor;‘ H(K,) = (E(®,), v (Dy), 0u B, = {7}, f2(z) = exp hiz), h,(2} = hy, (2),
nz=l.

Supposons  maintenant que K, =K,+K, ¢, = (£}, fliz) =
exp [h,(z}+h,(z)]. Alors H(K,Y = (E(®,), v*(®,)), ou H(K) désigne 'espace
des germes de fonctions holomorphes sur K muni de la topologie inductive,

Montrons que @, et @, satisfont la condition de prolongement projectif
(3). Soient m > 1 et {z,};%; = C' une suite arbitraire. Pour chaque n, prenons
¢neK tel que |exp (z,, &5 = exp hg(z,). Observons que

lexp<z, 6,0l S exphy(z), VzeC

Considérons la fonction

gul2) = exp<z, ¢, e H(CY).
Pour tous p> 1 et feE(@,), il existe ¢, > 0 tel que

lga(2)1A2) = lexp <z, {111 (2) < ¢ exp [h,(2)+hg(2)]
=c, exphgip (2}, VzeC.
Done g,fe E(®,) pour tout feE(d,), et par suite g,€#(®,, D,} pour tout

nz=l.
Maintenant nous avons

1)

h
V= sglp Ig"(z)Iﬁl(z) = Sg,p lexp {z, &3] exp h,(z)

exp [ (2)+hy (2)]
< suplexp{z, {lexp(~hdz <1
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pour tout n =k, et
Wo:= lga(z,) exp by, (z,)/exp [k, (2,) + by (z,)]
= lexp {z,» &)l exp(—hg (@)} exp [An(z,) — hy(z,)]
= exp [h,(z,)—h,(z,)]
pour tout n = 1. Ainsi
liminf ¥, W,”* < liminfexp [k,(z,)— h,,(z,)]1 = 0

et la condition de prolongement projectif (3) est vérifiée. D’aprés le théoréme

)
2.2 nous avons &, = &,.

§ 3. Ensembles suffisants et systémes de représentation absolue d’exponen-
tielles. Dans ce paragraphe nous cherchons la relation entre ensembles
suffisants et systémes de représentation absolue d’exponentielles.

Soient G (resp. K) un domaine convexe (resp. un ensemble compact
convexe) dans C' et {D,} une suite croissante (resp. décroissante) de domaines
convexes bornés tels que

G=1[JD, (resp.K=[)D,).
n=l n=1
Comme dans le § 2, posons
&= {f}=1, fl2)=exph,z), Vzell,

ol h,{(z) = hy, (2) est la fonction de support de D,, n > 1. Nous disons que
S < C' est suffisant pour H(G) (resp. pour H(K)) si S est suffisant pour E(®), ot
E désigne I'espace des fonctions entiéres sur C'. Evidemment la suffisance de
S pour H(G) (resp. pour H(K)) est indépendante du choix de @.

Nous rappelons qu'un systéme {u,};%; dans un espace localement convexe
E est dit un systéme de représentation absolue dans E si tout élément x € E peut
étre écrit sous la forme

0w
(3) X= 3 i,
) k=1
ol la série (5) est absolument convergente, Le théoréme suivant est dd
4 Korobeinik.

3.1, TutOREME [2]. Seit {u,} une suite dans un espace de Fréchet E, la
topologie de E étant définie par une suite croissante de seminormes {||-||,}. Alors
{uw,} est un systéme de représentation absolue dans E si et seulement si
Vnzl,dmz=1, 3¢, > G
sup [Kf x> < e sup K, w/lmlin2l. VSEE.

. /

[lxlly St
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Pour des espaces duaux de Fréchet-Schwartz F = limind B,, ot les B,
sont des espaces de Banach et ot les applications B,—+ B, ,; sont compactes,
Nnous avons:

3.2. THROREME. Soient F un espace dual de Fréchet—Schwartz et {u,} = F.
Alors {u,} est un systéme de représentation absolue dans F si et seulement si
Yozl Amz=1, 3¢, >0

sup |<f, x>l €

lxlln=<1

¢, S0P I wflwllars  VIeF.

Nous avons besoin du

3.3. LeMME. Soient E = @;2, B, ¢t F =limind D, des limites réguliéres
d’espaces de Banach, ou D, D, . est compacte pour tout n = 1. Soit R: E—=F
une application linéaire continue telle que Im R' = F'. Alors R est ouverte.

Démonstration. (a) Soit B un ensemble borné dans F. Puisque
F’ = Im R’ pous trouvons un ensemble B borné, ¢(E"”, E')-fermé et absolument
convexe dans E’ tel que IT(B) > I(B) n Im R". D’aprés la ¢(E", E')-compacité
de B et 1a continuité de R": E” — F pour les topologies o(E”, E") et o(F, F), il
en résulte que R’(B) est fermé dans F. Supposons qu'il existe xeB\R"(B).
Prenons geF’ avec |glr-m| < 1 et g(x) > 1. Alors Rge(II(B)n Im R)\I(B).
C'est impossible par le choix de B.

(b} Posons E, = @}-B;, R, = Rl Considérons 'espace G = limind
E/KerR, et I’apphcatton R de G dans F induite par R. Soient T= R~
ImR -G et B un ensemble borné dans ImR. D’aprés (a) nous trouvons un

ensemble borné B dans E” tel que R”(B) > B. Prenons n, = 1 tel que B soit
contenu et borné dans EZ,. Puisque T(B) = B E,,+KerR,, il en résulte que
T(B) est borné dans G.

(c) Supposons que {g,} < ImR et g, 0. Prenons n, tel que {g,} < D, et
g, — 0 dans D, . Soit 4,1 oo tel que A,g, 0 dans D, . Alors {T(4g,)} = {41y}
est borné dans G et done T(g,)—0. Par conséquent T est séquentiellement
continue.

{d) Soit {g,} une suite de Cauchy dans G. Il existe n, tel que {Rg,} est une
suite de Cauchy dans D, . Prenons 4, 1o tel que 4, y (g,—g)—0dans D, . Ainsi
{A,(g.—g) = TR(A, J(gk g)} est contenu et borné dans E,, /Ker R, pour un
certain m, > ng, d'aprés (b). Ceci implique que

H—4;= A-J.;J(gk“'gj)/lkj""’o

dans E, /KerR, . Alors g,—g dans E, /KerR, et G est séquentiellement
complet.

(e) Puisque span {u,} n D, est dense dans D, pour tout », il en résulte que
T peut étre prolongée en une application lmealre séquentiellement continue
T: F—G. Donc R est ouverte.

Le lemme est démontre,
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Démonstration du théoréme 3.2. Pour chaque »n posons

A, ={e) = C: el = lealll, < ).
k=1

Considérons Yespace E = @ A, et Papplication linfaire continue R: E—F
donnée par R({c,}) = 3 =, e, pour {¢,} €4, D'aprés Phypothése F' = Im R’
et la lemme 3.3, R est surjective, ce qui montre que {u,} est un systéme de
représentation absolue dans F.

Le théoréme est démontré.

3.4. TuforiME. Soit G (resp. K) un domaine convexe (resp. un ensemble
compact convexe) dans C'. Alors S < C* est suffisant pour H(G) (resp. H(K)) si et
seulement §'il existe une suite {1} <= S telle que {&¥™} soit un systéme de
représentation absolue dans H(G) (resp. H(K)), ot {A*, z) = iz, + ... + ¥z,

Démeonstration. Soit {A*}j2; = S une suite dense dans S. D’aprés

" I'hypothése, Vrz 1, 3m>= 1, 3¢, > O

lgiz)l gz g2 :

P ephd " Paph@ " WPapnay D
|g(z)| lgz)l  _ lg(Al ,
TP P aph,@ P exph @ P exph, @y "

Denc d’aprés les théorémes 3.1 et 3.2 nous déduisons gque {e‘*“*} est un
systéme de représentation absolue dans H(G) (resp. H(K)).
Le théoréme est démontre.

3.5. THEOREME. Soient G un domaine convexe (resp. un ensemble compact
convexe K) dans C' et S = C, Alors S est suffisant pour H(G) {resp. pour H(K)) si
et seulement si tout Je H(G) (resp. fe H(K)) peut étre écrit sous la forme

- (azy B 2)
1@ =0

dans H(G) (resp. dans H(K)), ou peK(®) et u est une mesure bornée sur S.

Démonstration. (i) D’abord considérons le cas ol G est un domaine
convexe dans C'. Ce cas, pour des ensembles fermés §, est déjd démontré par
Napalkov [4]. D’aprés le théoréme 3.1 il existe une suite {A*}iZ, < § telle que
{et¥ =12 | est un systéme de représentation absolue dans H(G). Donc tout
fe H(G) peut étre écrit sous la forme

o
J@= 3 qe,

Vzel,
k=1
et
Z eyl exp b, (z) = Z leal [l ], < oo
k= k=1

pour tout n = 1.
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Pour chague j > 1 prenons #n; tel que

Y, ledexp s (A9 < 1/2.

| 45>
Posons
@A) =exph(d) pour n( <A <y
pd) = 3, ce(d).
Aed
Alors pour j =k, nous avons
exp h(4) _ exp b (4) <
- S|4 <ny @{4) njn.ls|,1|<njexPh A“)
o} [£e] o
E (A9 = Z IckaP(AkN = Z Z e, exp h’j(ﬂ'k)
k=1 k=1 J=1 ny. S|4k <y

1
= ¥ &c;‘lf:xp.l"tl(i")-ln2 Fhe<®.

| AR €y
Ainsi @ e K(®) et p est bornée sur §. Nous avons
du(4) ooy B &
e(l 2y N <A. gy 2t
£ (-l) kg‘i fﬂu-k) k§1

Supposons maintenant que toute fe H(G) peut étre représentée sous la
forme (6). Posons

e =f(z), VzeG.

%%, = {u: pu est une mesure sur § telle que
uliz =

ol v(y, z) désigne la mesure variation totale de u D'aprés hypothése,
Papplication

fexph, (@) dv(u,2) < 0},
5

R: #5(®) = lim proj (1., |-l H(G)
donnée par

(Ru)(z) = j'e“ = du(l) VzeG,

est surjective. D’aprés le théoréme de I'application ouverte, R est ouverte, Ainsi
Ynzl,dc,>0, Im=zn

e R({u: luls < 1P = {g: gl <1}
Ceci implique que pour chaque FeH{G), nous avons

sup [KF, gl ¢, [(R'F, p)l

gllm<1
|F (Al
JnkS<1 59K hyalA)

sup
Inllfhs1
exp h, (A)do(u, A) <

<e, cal FIS.
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Donc S est suffisant pour H(G).

(i1} Supposons maintenant que K est un ensemble compact convexe et que
S est suffisant pour H(K). Par le théoréme 3.2 il existe une suite {i*} < § telle

que {e**™}2 , soit un systéme de représentation absolue dans H(K). Ainsi
pour tout feH(K) il existe {¢,} telle que

oo
Akzy
k=1

pour z dans un certain voisinage D, de K et

1) =

w0
1221 ledexph(df) < o, Vjz=n,.

Définissons une fonction positive ¢ sur C' et une mesure u sur C' par
o(z) = exphjn(2) pour j—1<
HAY = T €D hypng ().

Aked

lzl < j,

Alors u est une mesure complexe bornée sur C',
sup @l2)f(z) <00, Vnzl,
g Am I ey B2
£ @(4) ,El (l"

Inversement, supposons que tout élément appartenant a H(K) peut s"écrire
sous la forme (6). Posons

Z a e =f(z2), VzeD,,.
k=1

Py, = {u: i est une mesure complexe S telle que

”F‘”f = ICXP hn(z)du(p', Z) < OO},

: M
ol v(y, z) désigne la variation totale de p. Considérons I'espace E = i,
&5, et l'application linéaire continue R: E— H(K) donnee par

(Ru)(z) = f e+ dufi)  pour pe#y,.
Draprés Phypothése R est surjective. Par le theoréme de Papplication ouverte
de Grothendieck R est ouverte.

Montrons que R': H(KY = Im R’". 1l suffit de montrer que Im R” est fermé
dans E, parce que H(K) et E sont des espaces de Fréchet. Supposons que
R 94 dans E'. Posons B = {R'g,, g}. Alors le polaire I7(B) est un vmsmage
de zéro dans E. Puisque R est ouverte, R{II (B)) est un voisinage de zéro dans
H(K). En combinant ceci avec les relations

sup [Kf, g)l < sup KRS, g2l <

fefT(B) fell(B)
il en résulte que geImR'. Donc ImR' est fermé dans E et H(KY = ImR".
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Ceci implique que Vn=1, 3m =1, ¢, = O

up lg(z)i <ec, sup Kg, Rudl=c, sup |{gA)du()
o eXph, @) T N ainse ulii< s

lg(A)]
< Cn sgp exp h,(4)’

donc S est suffisant.
Le théordme est démontré,
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Absolute bases, tensor products and a theorem of Bohr
by

SEAN DINEEN and RICHARD M. TIMONEY (Dublin)

Abstract. For E a locally convex Montel space with basis, we show that if the monomials
form an absolute basis for the space of holomorphic functions on E, then E must be nuclear. Using
related methods, we give an affirmative result for a special case of Grothendieck’s conjecture on
tensor products and nuclearity. We also relate our methods to a polydisc versicn of a theorem of
Behr on power series of bounded functions.

In [2] Boland and Dineen proved that the monomials on a fully nuclear
space with basis form an absolute basis for the space of holomorphic functions
(with the compact-open topology). We present here a result in the converse
direction (solving a question posed by Meise and Vogt [14, p. 397}

Using similar methods, we also obtain results on a conjecture of
Grothendieck [5] concerning tensor products and on a generalisation of
a theorem of H. Bohr [1] from one to several variables.

By monomials we mean finite products of cocrdinate evaluations {coor-
dinates with respect to a specified basis). The class of fully nuclear spaces which
was considered in [2] includes all Fréchet nuclear spaces and all DFN-spaces.
Our converse {Theorem 1.7) is stated for Montel spaces (with basis).

The main problem, which we refer to as the basis problem, leads naturally
to a particular case of a conjecture of Grothendieck [5] concerning equality of
the projective (r) and injective {¢) tensor products on locally convex spaces.
Grothendieck’s conjecture is known to be true for many classes of Banach
spaces (see [15] for details) and for certain localty convex spaces [8], but Pisier
{16, 15] has given a Banach space counterexample to the conjecture. The basis
problem leads to a case where Grothendieck’s conjecture is true (we give an
elementary proof which works for some of the earlier results), but which is not
covered by the results in [8, 15, 16].

Our proofs ultimately depend on a classical matrix inequality (Proposition
1.6). In the course of the reduction of the basis problem to enable us to apply
this result, it became clear that a suitable generalisation of an equality of H.
Bohr [1] from discs to polydiscs of large dimension would solve the basis
problem. In the end, we found that such a generalisation is possible, but via
a generalisation of Proposition 1.6 due to Mantero and Tonge [13].



