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ACTA ARITHMETICA
LIII (1990)

Uber eine Klasse von gleichverteilten Folgen

von

EpmMunD Hrawka (Wien)

Dem Andenken an V. G. Sprindzuk gewidmet

Es seien py, ..., p, verschiedene ganzrationale Primzahlen von der Gestalt
4k+1. Jede dieser Primzahlen besitzt im GauBschen Zahlring Z[i] die
Zerlegung in Primzahlen
(1) p;=mm;

Wobei 7, #; Primzahlen in Z[i] sind, dabei ist noch @; nicht zu x; assoziiert,
dh. es ist m; zu 7; teilerfremd. Es ist nun fir j=1,...,s

2) L e
I"'rjl ((Pj)
Wobei ¢(x) = ¢™* sein soll. Wir setzen noch

(3)

@;=2my;
und betrachten die Folgen
@ S
bzw.
(5) V=W ...  ¥)

Und fassen sie als Koordinaten des Punkte ¢ bzw. ¥ in R® auf
1. Wir behaupten nun

SATZ 1. Es sind y,, ..., Y, iiber Z linear unabhdngig: Sind hy, h,, ..., hey,
9anze Zahlen, so daf

©) Byt . +hly+hypy =0
So folge

h1=h2—_—...= S+I=0'

L :
Acta Arithmetica LIII. 4
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Beweis. Aus (6) folgt
(6) hy@,+ ... +ho 42nhg,, = 0.
Daraus folgt nach (2)

”1 2k n’ zh._ El n . "'s h-_
& (m) (ﬁ) ‘(a) (‘) =

Wir wollen nun die Bezeichnung so wihlen, daB h,, ... , h, nicht negativ sind,
Bos1s ..., b die Gestalt —m; (m; > 0) haben. Ist r =, 50 sind alle h; nicht
negativ. Wir erhalten dann aus (7) die Gleichung

® B=m. .. gyt = AL Y =

Da die 7; zu m; relativ prim sind, wenn j # k ist (es sind ja sogar Primzahlen)
und stets x; zu 7, (auch fir j = k) relativ prim sind, so folgt

hi=...=h=0, hyu,=0.
Wir sehen also, daB der Satz richtig bleibt, unter der alleinigen Voraussetzung
ggT(n, m)=1 fir j#k
und .
ggT(n;, @) =1 fir alle j,k

wobei j, k =1, ..., s weil in Z [i] die eindeutige Zerlegbarkeit in Primfaktoren
gilt. Wir betrachten nun die Folge

© wy = 2ky) =2y, ..., 2NY)
in R®* modulo 1 und die Weylsche Summe

1 N
(10) Wy = Wy(h, wy) = N Y. e(dnk {h, §))
wobei
(ll) (h! '1’) = hlwl"— +hs'p.1

ist, und h,, ..., h, ganze rationale Zahlen sind, die nicht alle Null sind. Wir
konnen (10) aufsummieren und erhalten sofort die Abschitzung

. |Wy(h) < 2/NL.
Dabei ist
(12) L= le(dnh, y))—1| = e2<h, ¥ 1),

nun ist nach (2)
k1 hs
e(2<h, ¢>)=(§f) (ﬁ—) ;
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Beniitzen wir die Bezeichnungen, wie wir sie beim Beweis von Satz 1 beniitzt
haben:

(13) hy20,...,520,h.1=-m;; <0,...,h,=-—m, <0
so wird
(14) L= [B-A|/A|
wobei
(14) A=gh,, ealit...al
und
(15) B =at ..l BN o A
Es ist |
(16) A1 = ... 2
und
|[B—A|l=1.
Wir haben also (h # 0)
) I3l < 2 ... A2
Wir haben nach Erdos-Turan-Koksma fiir die Diskrepanz der Folge (9)
(18) Dy < cs(i}r 5 (R(h))—ww,,(h)n)
o<|[hll €M
wobei

[lall = Max (fhyl, ..., |h)), R(h)= n Max (1, |hj),
i=1

IC) <4 und M > 1 beliebig ist. Wir setzen noch

Py=py...ps
dann ist also nach (17) und (18)

(19 Dy<C, (ﬁ+ 2 oy . pg"-l)m) < c,(%+ %Pﬁ‘“ (2log M)’).

No<iwi<u
Wir nehmen nun

log N

M =
log P,

und erhalten
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logP 1 )
D, <4C,(282:4 —_(loglog N) ).
SATZ 2. '
l 5
20) D, (wy) < #C, (log P 108 08 V) Og '“g L4

Betrachten wir jetzt statt der Folge (9) die Funktion (Gerade)

1) o(t) =2t

im Intervall 0 <t < T. Die Weylsche “Summe” ist

Wr(h, w) = %}9(41“ Y, hy)dt.
0

Es ist
T =2T¢h, @)
Es ist nun allgemein
le(@—1] = Sln {a} >3 {«}
wobei {a} = Minja—n]| ist. Es ist also
1 1 1

< <
2¢h, @) {24k, 00} T le(2<h, 9> 1)

und dies ist nach (12), (13) < (A4). Wir haben also

2
&
IW(T) < TIAI
und erhalten fiirr die Diskrepanz Dy (w)
Sartz 3.
(loglog Ty
< 4 =
(22) DT(G})"\ 4C_g(10gps) lOgT

Wir betrachten nun den Punkt

=W .. Y 1/2N)
in R*** und die Folge

by = 2kf) = 2, ..., 2NY).

Uber eine Klasse von gleichverteilten Folgen

Die Weylsche Summe ist jetzt, wo
=(h Iha:+l)! h=h1""" hl)’

Wy (h, wn)—— Z e(dnk <, ).

Niai
Es’ ist
i 1
(E! &) = <h’ '1’)"‘ 2Nhs+l-
Es wird
- 2
(Wl = Wy, (B, dy)] < <yL AL
wobei

L=le(dn<h, ¥)-1.

Nun ist (wenn h # 0, sonst trivial)

e(4n ¢k, ¢>)-e(2<h o>+ h"”)—e(Z(h »e(z””s“)

(C=52)-o)

2|k 4

N
also

L>

(e2Ch 91 Zpeet) -

Daraus folgt nach (14)

i 2l
N

> (gl 12

Wir setzen nun voraus, daB fir alle j
. lh) < M < log N/log P,
Ist. Dann ist wieder

plisl .. plhl < pMI2 \/‘
und wir haben
1 2mlogN

L> .
JN logPN

Wir wihlen N so groB, daB
o) 2nlog N

JN

<1

N

393
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ist. Weiter ist p, = 5, also logp, > log5 > 3/4, da 5° > ¢*. Wir erhalten also

s 3 1
L? L—(l = —) = —=
JN\ 4/ 4N
Wir erhalten also |W,| < 8N ™" und nach der Formel (18), aber jetzt fir
Dimension s+ 1,
Satz 4.
(loglog Ny¥*?!
log N
fiir N> 2'%, denn dann ist (20') erfillt, denn 2nlog2'* < 8:14 < 27 =8-16.

(207) Dy(dy) <8 Cyy log P

2. Wir wollen nun einige einfache Folgerungen aus § 1 (20), (20'), (20")
ziehen. Betrachten wir den s-dimensionalen Einheitswiirfel

(1) E:0<x;<1 (j=1,...,9).
Es sei J das Intervall
(2) u<x;<pB; (j=1,...,9

wobei stets 0 < «; < f; < 1 ist. Es liegt also J in E*. Es sei N(J, wy) = N'(J)
die Anzahl der Glieder der Folge (9), die in J liegen, dann ist nach Definition
der Diskrepanz

N'(J)

A voen

N < Dy

wobei V(J) das Volumen von J ist. Es ist also
N'(J) = N (V(J)—Dy).

Ist also

(3 V(J)> Dy

soist N’'(J) = 1, d.h. es liegt mindestens ein Glied der Folge wy in J. Gilt sogar
fiir eine natiirliche Zahl L

(3" V(J}>%\:—1+DN

dann 1ist
N'(J)>L-1

dann liegen sogar L Glieder der Folge wy in J. Es muB natiirlich N > L sein.
Es gilt sogar noch mehr: Es sei K ein konvexer Kdrper in E%, so gilt ([1])

N'(K)
N

@) —V(K)| < D¥".
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Ist also
L—-1
(5) vqx}>-7q——nys

so liegen L Punkte der Folge in K. Wenden wir also § 1 (20) an, so folgt, wenn
L—1 (loglog N}*

(6 Vi(J s _ 43
) (J)> N + log N (C5 = 4°C,log P,
bzw.,
Lk _1
) VK) > L loglog N

N +CngNr“

daB in J bzw. K mindestens L Punkte aus § 1 (9) liegen. Nehmen wir zundchst

Bj = a;+9;
SO ist
V(J)=9,...5,
Nehmen wir gleich 6, =... =0, =0 so folgt also aus (6) mit L =1,
Satz 5. Ist
™ loglog N

?> 1 log Ny
so liegt im Intervall
a; < x; < o+ 0
mindestens ein Glied der Folge 2ky,mod 1, d.h. daf also
o; < 2ky; <a;+6(modl), j=1,...,s
ist.

Nun verwenden wir § 1 (1), (2). Wir setzen

(8) T[j = aj+ ibJ
also

pj = af + b}'.
Weiter ist

n; a;+ib, aj+b} 2apb
e(2p.) = e(dmy ; =4 =1 - J j j

also

k -
©) e2ko) =[G = Gtiba
4 ﬁ; ajk—ibjl
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Wir erhalten sofort die Rekursionsformeln

(9’) Qjr+1 = aj:.a—bjkb, bj.k+1 = ajkb+bjka-
Es wird also

aj— bk
ah+b%’

2a jkb ke
ak+bk

(10) &x = Re(e(2kg)) = i = Im(e(2kg)) =

Sie sind also rationale Zahlen und die Punkte (£, ) liegen auf dem
Einheitskreis. Setzen wir e(2na) = A;+iBj; so folgt also aus (7)

SATZ 6. Sind (A,, B,), ..., (4,, B,) Punkte auf dem Einheitskreis, dann gibt
es stets s Punkte ($y, py) (j=1, ..., s) mit rationalen Koordinaten, so daff

(11 |Ex— A}l < 2C, loglog N (log N)™'%,
(11) lu—B;| < 2C, loglog N (log N)~'~.
Diese Punkte werden durch (10) gegeben. Dabei ist
(117) 1<k<N.

Ein verwandter Satz wurde in der Arbeit [2] angegeben. Wir betrachten
nun die Sphire

S XI+Xi+Xi=1.
Wir betrachten die Folge (1 <k < N)

@y (2k (Y, 1/2N))
fiir s = 1. Dann betrachten wir auf S? die Folge

(12) (X, (K), X, (K), X4 (K),

(12,) X, (K) = ry () cos 2k = r () B0k
{ (k) =r (k) cos2ke =r e

(12,) X, (k) = r, (k) sin 2k = r(k)22208
2 2 SR Q= a},,+bfg’

2k

(12,) X500 =ry(0) = 1= 3.

Dabei ist

(12,) ' ri(k) = J1=r (k).

Es haben also die Punkte (X%, X%, X32) rationale Koordinaten. Dann bilden
wir uns die Funktion

flxy, x5) = F(X1(x1» x,), X, (xq, X5), Xa(xy, xz))-
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Dabei ist
X, (xy, x5) =ry (x)00s 2mx,, X, (xy, X,) =1y (x,)sin27x,, X,4(x,, X,) = 1—=2x,

und
7y () = (1—xP12,

Es ist dann

(13) %kgl F(Xl(k), X, k), X3(k))—.f <Dy V(f)
wobei ja nach §1 (20”) mit C, = 8*'C,,,logP,

(14) Dy &G, l—-—oﬁ) lgoi,N

und

1
J = (| £ (x5 x5)dx,dx,.
0

[

Nun ist, wenn man

x; =3(1—cos9), 2mx,=¢, setzt x, =sin9,

n 2n

I=—[d9 [doF(sin3cosg, sind sin ¢, cos 9)sin 9.
(]

= ag
Es ist also die Folge (12) auf S2 gleichverteilt. Liegen die ersten und zweiten
Ableitungen von F auf S? unter einer Schranke M (dem Betrage nach), so ist

oF 0*F
Fi=r, Fy=
(' ox;’ 5 éxiax*)
n 2n
V(f)=[d3 [ dp((Fys+F3;)cos gsin o+ 2F 5+ Fy3+F33)
o o

. 1 .
x ((Fl cos ¢+ F,sin 49)5;9-)(1 —cos 3)cos 3sin 9

also
V(f) < 18M.

3. Wir wollen nun noch einen anderen,-einfacheren Weg einschlagen, um
Resultate von der Gestalt § 1 (22) bis (25) zu erhalten. Die Resultate, die wir so
erhalten sind fiir L = 1 gleich gut, fiir L > 1 schwiicher. Es muB vorausgesetzt
Werden, daB K ein konvexer Kérper mit Mittelpunkt ist. Weiter muB dann
Noch iiber K, wenn man explizite Resultate erhalten will, vorausgesetzt werden,
daB K ein Intervall, ein Polyeder, oder ein glatter Korper ist. Die Methode
findet sich im eindimensionalen Fall bei Koksma, Diophantische Approxima-



398 E. Hlawka

tionen, und geht auf einen Brief von C. L. Siegel an Koksma zuriick. Die
Methode wird dort nur beniitzt, um einen metrischen Satz herzuleiten. Da
natiirlich im eindimensionalen Fall jeder konvexe Korper ein Intervall ist,
kommt die allgemeine Idee, die hinter der Methode steht, nicht zum Vorschein
und erscheint damit undurchsichtig, wihrend sie im mehrdimensionalen Fall
vollkommen durchsichtig wird. In der Geometrie der Zahlen wurde sie von
C. L. Siegel zum Beweis des Minkowskischen Fundamentalsatzes benutzt. In
meiner Arbeit [3] habe ich die Methode allgemein dargestellt, vielleicht zu
allgemein, so daB sie im Formalismus untergeht. Es sei mir daher gestattet, sie
fiir den Spezialfall, fiir den wir sie hier benétigen, noch einmal darzustellen. Es
sei also K ein konvexer Korper der in E° liegt. Weiter soll K einen Mittelpunkt
besitzen. Es besitzt dann K —a = K, den Nullpunkt als Mittelpunkt. Es sei
nun ¢ (diese Funktion hat natiirlich nichts mit den Winkeln ¢; aus § 1 zu tun)
- die Indikatorfunktion von 1K, d.h. es ist ¢ (x) = 1, wenn x in 3K, also 2x ig
K, liegt und ¢(x) = 0, wenn dies nicht der Fall ist. Wir bilden uns nun die
periodische Funktion

(1) ®(x) =Y ¢ (x+h)

wo sich die Summe iiber alle Gitterpunkte, also iiber alle Punkte h mit
ganzzahligen Koordinaten erstreckt. (Wir brauchen hier noch nicht vorauszu-
setzen, daB die Translate K+h nicht ibereinandergreifen. Die Summe ist
natiirlich eine endliche Summe, da ja K, beschrinkt ist. Wir entwickeln nun
@ in eine Fourierreihe

) Y c e2n<h, x)).
h
Es ist
(3) ¢, = | ®(x)e(—2n<h, xD)dx
-2
=Y [ @(x)e(—2n<h, x))dx = | @(x)e(—2n<h, xD)dx
also " )
(4) = | e(—2n<h, x))dx.
xe+ Ky

Nun ist K, = K—a, also wird
1
(5) c,,=§e(2n(h,a>}_[e(—n(h, x))dx
K

insbesondere (0 = (0, ..., 0) Nullpunkt)
(5) co = V(K)/2.

Wir wenden nun die Parsevalsche Gleichung an:
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(6) [ @x)@(x+y)dx =Y |c|* e(2n h, p)).
E* h
Es sei nun
Wyt Xqyenn s Xy

eine Folge in E°. Wir setzen nun in (6)

y=X+a
und summieren iiber alle k. Wenn wir
l N
() M(x)=—= Y ®(x+x.+a)
N =y
setzen, so erhalten wir
®) J = [ @(x)M(x)dx =} |c,| > Wy (h, wp)
E* 1]
wobei
1 N
©) Wy (h)= Wy (h, wy) = N Y, e@2n<h, x))
k=1

die Weylsche Summe der Folge wy zum Gitterpunkt h ist. Wir trennen nun in
(9) das Glied mit h =0 ab, beriicksichtigen (5') und haben also

(10) 132V EK)= Y leol Wy (h).

= oas
4 h+0D

Nehmen wir nun an, daB fiir eine natiirliche Zahl L > 1

(i) S VAER)> T o W+ 5 L—1)
ist. Aus (8) und (10) folgt dann
(12) N [ ®(x) M (x)dx > L—1.

E?

Nun ist das Integral in (12), wie bei der Herleitung von (4), gleich

N
(12) Yl Y ex+x+k+a)dx

h R* k=1

und ist nach (12) groBer als L—1. Nun ist (12) eine ganze Zahl, also ist sie
sogar > L,. Nun ist ¢ die Indikatorfunktion von 4K,. Es muB also ein x in
1K, so liegen, so daB

N
(13) Y Y ex+x,+h+a)=>L
hk=1

ist. Es gibt also Gitterpunkte h,, so daB



400 E. Hlawka

N
(14) Y @o(x+x,+h+a)> L.

k=1
Es gibt daher L Punkte x,, zB. x,,..., x;, so daB
x+x,+h+a

in 4K liegen. Da K, den Mittelpunkt Null besitzt, liegt mit x auch —x in 1K,
also liegt fir k=1,..., L

X tho+a
in K,, also liegen
(15) x,+h,

in K. Es muB aber h, = 0 sein, denn x, liegt in K, also in E° und E* und E*+h
sind fiir h+#0 stets disjunkt. Zur Anwendungs dieses Resultats ist eine
Diskussion von (10) notwendig. Es sei zunichst K ein Intervall I. Dann folgt
sofort aus (5)

(16) lesl < (2°R(R)1.

Es ist fir M > 1

1 1 s
(17) el |Wy (B < — —_— < "
I OIS T i<y
Ist also
-1y (1 1

(18) VIK)>4#—— | —+ —— |W, (h
so gilt also fiir die Anzahl N’'(J, w,) der Punkte von w,
(19) N'(J, wy) = L.

Ist K ein glatter konvexer Kérper, so gilt
1
(20) el < 5:"3(1()#’?“’“"r =

wo G(K) von der GauBschen Kriimmung des Eichkorpers von K abhingt. Es
ist

G(K) et G*(K) 1
leal? Wy (b)) < ——= B~ D <« —— —
llI§M ’ o 4 Inéul ¢ M

Ist also

1) V=(K)>4*‘—"“~_3~GZ(K)(i+ 5 1hr‘-'+”|wﬁthn)
N M Eu
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S0 ist
(22) N'(K, wy) = L

(§ 1 (9)). Wenden wir nun (18) fiir unsere Folge (8) an, und beniitzen wir (12),
dann gilt

1 1 1 4
i =Wyl € =+ — R()~2(pl! ... pliyt/2
M u.éu R(r*" " M N? |n|zs:u (R(kY)
1 1 1
Steala® ¥ e @t PPN,
M N? ulzs:.u(R(k) M

Wir nehmen M = log N |log P,l. Wir kénnen also sagen: Ist

(23) V(K) > (%M’G’ (K)?oi—i,’)m
S0 ist
(29) N'(K, wy) > L.
Ist also insbesondere
log P,\'/?
@2s) VK) 226 (K)(loi N’)
S0 ist
(26) N'(K, wy) 2 1.

Vergleicht man (23) und (25) mit § 2 (6), (6') so sieht man, daB sie in
Abhﬁngigkeit von L schlechter ist, aber in s und N besser ist.

Bemerkung 1. Es wurde im Beweis von (10) nur von den Punkten
h beniitzt, daB sie ein Gitter mit Gitterdeterminante 1 bilden. Es gelten daher
diese Ungleichungen, wenn es eine s-zeilige Matrix 4 mit Det A = 1 gibt, so
daB jedes h die Gestalt Al besitzt, wobei 0 ein Punkt mit ganzzahligen
Koordinaten ist. Es muB allerdings W, (h, w,) ersetzt werden durch

N
Wi, @) =< 3. e(ndh*, %)
N, =4
WO h* dem dualen Gitter (Bl) angehort, wobei B = A* ! ist (4* transponierte
Matrix zu A).

Bemerkung 2. Wie mir Prof. Browkin mitteilt, findet sich §1 (6) nach
Division durch 4 bei S. Swierczkowski, On Pythagorean angles, Colloq. Math.
7 (1959), 103-105. Diese Arbeit war mir nicht bekannt. Die Literatur iiber
1;")’tl‘lago::oreis'w.:he Tripel ist auBerordentlich umfangreich. Prof. A. Schinzel hat
mich auf das Buch von Babaev Distribution of integral points on algebraic
Surfaces (Russian) aufmerksam gemacht und auf andere Arbeiten, so auf
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V. P. Myakhishev, Distribution of primitive integer points on certain cones,
Doklady ANSSSR 143 (1962), 785-786. Ich selbst fiige hinzu: F. Fricker,
Archiv d. Math. 28 (1977), 391-394.

Wie ich sehe ist in der Literatur nur der “eindimensionale” Fall behandelt.
Die Sitze 2 und 3 kommen meines Wissens nach nicht vor, vor allem nicht die
Anwendung auf die Gleichverteilung auf Sphiren und auf numerische Berech-

' nung von Integralen. Dies wird in einer weiteren Arbeit noch weiter ausgear-

-

beitet werden. §3 ist an sich interessant.
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1. Let T = x+iy, y > 0 be a point in the upper half complex t-plane H and
let I' = SL(2, Z) be the group of two-rowed integral matrices of determinant 1:

fe-(t)

The group I' acts on H discontinuously

a, b, ¢, d integers, ad—bc = l}.

at+b
ct+d’

T—)fM L

Let G be a subgroup of finite index in I'. A meromorphic function ¢ (z) on H is
a b\ .
called a modular function belonging to G if for every M = (C d) in G,

_ at+b
ot =9 e

)'= @ (1)

and ¢ (1) has nice behaviour at all parabolic vertices of G in H (see [3D.Ifn>0
is a rational integer, ¢ () and ¢(nt) are modular functions belonging to
a subgroup of finite index in I' and hence are algebraically related. This
algebraic relation may be called a modular equation for ¢ () of degree n.

Let K and iK' be the fundamental quarter periods of an elliptic function
field so that :

t=iK'/K

has positive imaginary part. Put g = ¢™* and let k* and k? = 1—k? be the
squares of the moduli associated with K and K’ respectively. Then

1+q+q>+4q°+...
14+2942¢%+2¢° +...

Let us put, with Ramanujan, k? = « so that k> = 1 —a. If n> 0 is a positive

(1) R
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