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Uber die asymptotische Dichte gewisser Teilmengen
der natiirlichen Zahlen

yon

Perer KuntH (Frankfurt/Main)

1. Uberblick. Wir werden als Verallgemeinerung eines wohlbekan'ntcn
Ergebnisses von B. Saffari, P. Erdds und R. C. Vaughan (vgl. [3], [8]) zeigen:
nter einschrinkenden Bedingungen an eine Teilmenge T der natiirlichen
Zahlen existiert fir die Faktoren M,, M, eines direkten Produkts
T=m 1 X M, ihre “asymptotische Dichte” stets.

2. Asymptotischer und logarithmischer Mittelwert. Im folgenden ist stets
N:={1,2,3, ..} (ohne die Null).

DerviTioN. Gegeben sei eine zahlentheoretische Funktion f: N - C.

5 I

nsx N

fn)

n

i
S00e= R0 s

1
5U’]:=1imsupl——-

P an k-] nEx

heiBen untere (resp. obere) logarithmische Dichte der zahlentheoretischen
Funktion f. Gilt dabei sogar

ém = a—(ﬂa

SO besitzt f einen logarithmischen Mittelwert
m L5 100
60)'::1“; {logx ,,;, n )

DermniTioN. Fiir eine zahlentheoretische Funktion f heillen

M) = liminfl- E £ (n),

X~ @ nEx

M():= limsupl- Z f(n)

X=@® nEx
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untere (resp. obere) asymptotische Dichte. Gilt dabei sogar

M(f) = M(f),

so besitzt f einen (asymptotischen) Mittelwert

o
M(f):= lim {—- Y. f(n}}.
x=o0 nEx
LEMMA 1. Fiir den oberen und unteren asymptotischen und logarithmischen
Mittelwert einer zahlentheoretischen Funktion f: N — [0, 1] gelten stets die
Abschdtzungen

OSMUN<IN<EN<M(f)< 1.

Der Beweis folgt leicht mittels partieller Summation (vgl. [6], S. 346). Die
fiinf Ungleichungen in Lemma 1 sind ia. echt; fiir eine spezielle Teilklasse
zahlentheoretischer Funktionen, die uns im folgenden interessieren wird, tritt
allerdings an der dritten und vierten Stelle Gleichheit ein. Zur Formulierung
brauchen wir zunichst die

DeFINITION. Eine Teilmenge T der natiirlichen Zahlen heiBt teilerabge-
schlossen, falls stets gilt

neT, dln = deT.

Die zahlentheoretische Funktion

(n]'—l falls neT,
k=00 falls ng T

heiBt charakteristische Funktion der teilerabgeschlossenen Teilmenge T< N. Fur
diese Funktionen 1aBt sich das Lemma 1 verschérfen:

LemMMma 2 (H. Davenport und P. Erdds, 1937). Sei T < N teilerabgeschlos-
sene Teilmenge. Dann existiert der logarithmische Mittelwert der charakteristi-
schen Funktion 6(xy), und es gilt dariiberhinaus

O (xy) = M (xy).

Ein Beweis findet sich im Buch von H. Halberstam und K. F. Roth, [4],
Kapitel V, Theorem 12 (fiir das mengentheoretische Komplement T¢:= N\ T)-
Lemma 2 kann. die Vermutung nahelegen, daB der Mittelwert M (y,) fiir
teilerabgeschlossenes T < N stets existiert. DaB dem mitnichten so ist, zeigt€

-1934 A. S. Besicovitch, [1], durch Angabe eines Gegenbeispiels.

Im Falle seiner Existenz heiBt der asymptotische Mittelwert M (x,) auch
asymptotische Dichte der Teilmenge T < N.

Fir den Beweis des Hauptergebnisses dieser Arbeit brauchen wir
schlieBlich noch ein hinreichendes Kriterium iiber die Existenz des (asymptoti-
schen) Mittelwerts des punktweise definierten Produkts y - x,. fir teilerabge-
schlossene Teilmengen T, T' < N. Wir formulieren dies im
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LEMMA 3. Seien T, T' = N teilerabgeschlossen. Dann gilt
IM (xr), M (tr) = IM(tr 17) = M(Xrar)-

Der Beweis folgt unter Benutzung eines tiefliegenden Kriteriums von P.
Erdds iiber die Existenz des Mittelwerts M (x,) fiir teilerabgeschlossenes T < N
(in [4], Kapitel V, Theorem 13), dessen explizite Formulierung einigen
zusiitzlichen Formalismus erforderte und deshalb hier der Kiirze wegen
unterdriickt werden soll (Ausfiihrlicheres dazu siehe in [7], Kapitel II, §5).

3. Die Banach-Algebra I'(T)

DermiTioN. Sei T < N teilerabgeschlossene Teilmenge. Die Menge der
absolutsummierbaren zahlentheoretischen Funktionen

I(T):={f: T>C| 3 |f(n)] < o}

ist komplexer Vektorraum unter punktweisen Operationen. .
Eine (archimedische) Norm auf [1(T) wird definiert durch die absolute
Summation

I ly:= E;lf(n}l-

Die Dirichletsche Faltung (f, gel*(T))

(f*rg)(n):= Ef(d)‘g(g) (neT)

definiert auf I* (T) eine kommutative, assoziative Multiplikation. Damit wird
((T), #, |I-||;) kommutative Algebra mit Eins

) 1 fallsn=1,
s™):=10 falls nl.

Bemerkung. (I*(T), *1, |- Il,) ist sogar Banach-Algebra in der durch die
Norm ||-||, auf I'(T) induzierten Topologie.

Ubrigens 148t sich diese Banach-Algehra auch kanonisch aus der bekann-
ten Banach-Algebra I' (N) der absolutsummierbaren komplexen Folgen kon-
Struieren mittels des natiirlichen Banachraum-Isomorphismus’

NN/ (T) = F(T)

(siehe [7], Kapitel 1, §1). _ )
Wie stets in der Theorie der Banach-Algebren, stellt sich auch hier das
Problem der multiplikativen Invertierbarkeit:

Dermnimion. Eine zahlentheoretische Funktion f*™:= T —C heit jor-
males w,-Inverses der zahlentheoretischen Funktion f, wenn sie punktweise

fVT*Tf= €
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erfillt. Gilt dariiber hinaus sogar noch
freeriT);
so heiBt YT topologisches Inverses von f, und f ist invertierbar in I*(T).

Ein Kriterium fiir die Existenz eines formalen #,-Inversen 1dBt sich leicht
angeben:

LEMMA 4. Ein Element fel'(T) besitzt ein formales »,-Inverses f¥* genau
dann, wenn f (1) # 0 gilt.

ST ldpt sich sukzessive ausrechnen:
.
fay
1 Vr . E
fy (n) = _m-q Z f'7(d) f(d) ("ET\{I})

nd#n

frr(y =

=§(—l}'-(f(l})"'“’- Y ) ... -f(n).
r=1

mz..zn22
Ry‘cMe=n

Damit ist insbesondere jedes formale *,-Inverse im Falle seiner Existenz

_ eindeutig bestimmt. La. sind formale +-Inverse natiirlich keine topologischen
Inversen; es gilt aber das folgende algebraische Kriterium

LEMMA 5 (B. Saffari, 1976). Fiir die Banach-Algebra (1(T), *4, I - 1I,) sind
dquivalent: 3

(i) Jedes formale Inverse f¥7 ist auch topologisches Inverses.

(i1) Die teilerabgeschlossene Menge T < N enthiilt keine nichttriviale multi-
plikative Unterhalbgruppe.

Einen elementaren Beweis gibt B. Saffari in [8]; ein funktionalanalytischer
findet sich in [7], Kapitel I, §1 (unter Giiltigkeit der Bedingung (ii) aus
Lemma 5 ist I'(T) ein einfaches Beispiel einer Banach-Algebra mit einelemen-
tigem maximalem Idealraum).

4. Das Hauptergebnis. Wir verallgemeinern zunichst die bekannte Defini-
tion des direkten Produkts von Gruppen (siche z.B. B. L. van der Waerden,
Algebra 1, 8. Auflage, Springer Verlag, §53) auf kommutative multiplikative
Halbgruppen (o.E. in N) mit direkten Faktoren, die i.a. keine Halbgrup-
pen-Struktur mehr haben:

Dermuition. Gegeben seien Teilmengen der natiirlichen Zahlen T; M,,
M,. Dann heiBt T= M, x M, direktes Produkt, falls gilt

(a) Jedes t€T ist eindeutig darstellbar als Produkt t = m, -m, fiir geeig-
nete myeM,, myeM,.

(b) Fiir alle meM, myeM, gilt m, my,eT.

Beachte, daB die Faktoren M|, M, i.a. nicht teilerabgeschlossen sind.
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Im folgenden setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise fir die
charakteristischen Funktionen der direkten Faktoren M,, M,

Y, = X1 XMa =Xz

Wir werden nun zeigen, daB unter geeigneten Vorausse%zqngen an dif: Menge
T die asymptotischen Mittelwerte M (x,), M () stets ex:slleren. DaF)el werden
Wir die Beweisansitze, die B. Saffari in [8] sowie P. Erdds, B. Saffari und R. C.
Vaughan in [3] fiir den Spezialfall des direkten P.rodulfts _N = M’_1 xM,
angeben, mitbenutzen: Diese Beweisprinzipien lassen sn'ch r_lamllch pa_nl"tlcll auf
den teilerabgeschlossenen Fall verallgemeinern — sie snr§d insofern starker als
die “multiplikativen” von H. Daboussi, [2], die hier nicht mehr anwendbar
sind, -

Aus beweistechnischen Griinden unterscheiden wir nach_ (_i_cm Saffarischen
Ansatz [8] zwei Fille (id bezeichnet wie iiblich die Identitdt):

D X1 X244 (T)  (“divergenter Fall”),
id’ id

(K) lfdieﬂ (T) (“kanvergenter Fall”).
1

Der “divergente Fall” ist einfacher zu zeigen:

SATZ 1. Sei T < N teilerabgeschlossene Teilmenge. Fiir das direkte Pro-
dukt T = M, xM, gelte

21 X24p(T),
(D) id'idél()

Dann existiert die asymptotische Dichte von M,, M,:

MOD) o M) = MG _ o

4 i

Bemerkungen. (1) Speziell fiir 7= N ist dies wegen M(xy) =1 ein
"Ergebnis :on P. ]grdés,( I; Sgl?fari, R. C. Vaughan, [3]. Wir werden den Beweis
von Satz 1 in wesentlichen Teilen aus dieser Arbeit fllhertragen.

(2) Uber die Existenz des Mittelwerts M (x;) wird nichts vorausgesetzt. Es
18t nicht bekannt, ob unter den Bedingungen von Satz 1 die asymptotische
Dichte von T stets existiert.

M(XI]=.

1

Beweis (von Satz 1).

1. Schritt. Bezeichne t,(n) den groBten Teiler des Element‘s neT derin
M, liegt (1€ M,!). Wir fiihren damit mit ke N die folgenden Teilmengen von
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T ein: _
TM:i={neT| 1, <k} T, MP:=TO~AM,cT™.

Die Menge T ist teilerabgeschlossen, weil T teilerabgeschlossen ist. Wir
zeigen nun: Fir jedes ke N existiert der Mittelwert M (xrw), und dafiir gilt
M (xT{lc)) =0. -

Zunichst kénnen wir, da das Produkt T = M, x M, direkt ist, die Menge
T® als disjunkte Vereinigung geeigneter Teilmengen schreiben

(1) W= |J) myM, < JnM,.
szM;‘; nsk
myE

(Dabei ist n* M punktweise definiert: n- M := {n-meN| me M}.) Wegen Lem-
ma 2 und (1) folgt

2 M (x700) = 8 (tzw) < Y, n+6(x,)-

nsk

Da aber, wie wegen %é I' (T) leicht nachzurechnen ist, fiir den logarithmischen
!

Mittelwert d(x,) = 0 gilt, zeigt (2) die Behauptung des 1. Schritts.

2. Schritt. Jede zahlentheoretische Funktion fel'(T) ist kanonisch
auch [' (N)-Funktion (mit der trivialen Fortsetzung / = 0 auf T°). Damit gilt
offensichtlich fiir alle ne N die Aufspaltung

1

nEx

—l— (n)=:Z,(x, )+ Z,(x, k).
X )

1
;'g X1 (n) =

(k)
ASy (M1\M

Wir schitzen die beiden Teilsummen ab: Wir zeigen zunichst fiir die erste
Teilsumme

3) lim X, (x, k) =0 (unabhidngig von k):

X+
das folgt aber sofort aus dem 1. Schritt wegen

0 M(x, o) < M(x ) < M(trw) =0
M M

Wir zeigen nun fiir die zweite Teilsumme
(4) Z,(x, k)= 0(k™"') (unabhingig von x):
Mit m;, myeM,\ M, m, # m) erhalten wir

m, m

T3 (’_TIJ T,(m))
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(denn: T = M, x M,, direkt) und
m, g m, & X
,(m)  k+1 " k+1
(denn: 1,(m,) = k+1). Folglich besitzt Z, (x, k) héchstens x/(k+ 1) Summan-
den, und das bedeutet gerade

x 1
k+1 k+1
Aus (3) und (4) folgt damit schlieBlich durch Grenziibergang in x, unabhingig
von keN:

1
ngz(x» k)é;

M (x,) = lim (2, (x, k)+Z,(x, k) = 0+0(k™1),
und das ist die erste Behauptung des Satzes.
Analog folgt: M (x,) existiert mit M(y,) =0. =
Schwieriger zu beweisen ist der “konvergente Fall”, fir dt?sscn.For-
mulierung die Angabe einer zusitzlichen Voraussetzung (némlich die Existenz
des Mittelwerts M (x;) notwendig ist:

SATZ 2. Sei T < N teilerabgeschlossene Teilmenge. Fir das direkte Pro-
dukt T = M, x M, gelte

X2
(K) i—dEP(T)'

Existiert die asymptotische Dichte der Menge T, dann existiert auch die
asymptotische Dichte von M,, M,:

M (x7)
M) =T 52 >0, Mug=T§L=
zl, fal,

Bemerkungen. (1) Speziell fir T = N ist dies wegen M(xy) =1 ein
Ergebnis von B. Saffari, [8]. _ .

(2) Das Beispiel von A. S. Besicovitch, [1], zeigt, daB in Satz 2 die
Voraussetzung “M (y,) existiert” nicht weggelassen werden darf.

Beweis (von Satz 2).

x2(n)
n

1. Schritt. Unter der Voraussetzung des konvergenten Falls, 21:v
HE|
< o, folgt

1 . A
;an=ZL@G)

nsx nEx n

AL L) _ o - u_))
- g uin, 3 et_oemof 3k

Das liefert mit x — oo fiir den Mittelwert M (x,) = 0.
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2. Schritt. Wir zeigen: Fiir jedes de N existiert der Mittelwert

(5) M@ yamar) = M(d'“ = Xa-Nye) IT) <1

(dabei sind die Produkte punktweise definiert; die zahlentheoretische Funktion

1 ist (punktweise) definiert durch I(n):= 1 fiir alle ne N). Es existieren die
Mittelwerte

M) (< 1),
s

M (ta-mye) = M (1 —yan) (=1 1

ersterer nach Voraussetzung. Da die beiden Mengen T (nach Voraussetzung)
und (d“N)° teilerabgeschlossen sind, liefert Lemma 3 schlieBlich auch die
Existenz des Mittelwerts

M (xr xane) = M (Xa-nyent)-
Die Identitit in (5) ist damit klar,

3. Schritt. Wir betrachten hier zunichst Satz 2 fiir den Spezialfall des
direkten Produkts S = M, x M,, wobei die Menge S die Bedingung (ii) von
Lemma 5 erfiille (also: teilerabgeschlossen und ohne nichttriviale multiplikative
Unterhalbgruppe); d.h. wir haben unter diesen Voraussetzungen die Existenz
des Mittelwerts M (x,) zu zeigen: Offensichtlich gilt, da S = M, x M, direkt,
die Identitat

As = X1 *sX2»
und damit erhalten wir die formale Darstellung von yx,

X1 = X25*sXs-
Dieser Ansatz liefert nun

= ")s:x X1 (n) = E,x (X2* *sXs) (m)
-1 3 Zatr (3
= —Ex;x 25 (@) xs(n)
= ~‘§x 255 (d) 2 s

n=0(d)

= Z X25d) 3 X@-nyas ()

ds: n<x
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ZZZ [d)

d=N d

&Y 12°(d) {x Y d- xamas(n)—Md- xq "“"S}}

d<N d nEx

M- Kid- N)nb)

z X2 (d) : 2 d* Ya-myns(n)

N<d<x d n<x

fir beliebiges (fest gewihltes) N < x.
Diese drei Teilsummen lassen sich jetzt leicht berechnen: Nach Vorausse-

tzung st J_:—;ef'(S], so daB nach Lemma 5 gilt
1

¥s

12 X2 1
(6) o (:’d) el (S).
Fiir x & oo gelten die Abschitzungen (mit N < x, beliebig aber fest)
) | £, £ 2000 =0,

d<N

Vs Vs

®) 5- ¥ & “”-omzo(z (ﬁ) (n)).
N<d<x n>N

SchlieBlich besitzt %, die (nach (6) absolut konvergente) Majorante y _:;i_(n)

neN
und ist damit konvergent (mit dem Grenzwert M (x,) wegen (7) und (8)).

4. Schritt. Wir gehen nun wieder von den allgemeinen Voraussetzungen
in Satz 2 aus und definieren zunichst die teilerabgeschlossene Menge der
“k~(Potenz-) freien Zahlen” durch

N®.— {neN| p* ¥n fiir alle primen peN}.
Damit ist nach Definition von T die Schnittmenge
T®:= TAN®

ebenfalls teilerabgeschlossen. Die Menge T™® besitzt keine nichttriviale multi-
Plikative Unterhalbgruppe. Wir setzen noch zur Abkiirzung

xm:= Yoo
Zunichst existieren die Mittelwerte M (x,) (nach Voraussetzung) sowie

1 1
M (nw) = p];!m(l _?) = f:_(}f—)
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Damit liefert Lemma 3: .
9) M (¥™)  existiert fiir alle keN.
Weiter haben wir, da T = M, x M, direktes Produkt, die Zerlegung

(k) (k).

o _ =
X = AMinT *100 IMonT = X1 ¥ X2 s

und schlieBlich folgt aus der Voraussetzung %EI‘(T) erst recht
1

k)
%e 1 (T™),

Dies liefert zusammen mit (9) fiir beliebiges ke N die Existenz der asymptoti-
schen Mittelwerte M (y¥), M (x%) wie im 3. Schritt.

5. Schritt. Wir konnen nach diesen Vorbereitungen die Behauptung fiir
den allgemeinen Fall zeigen: Unter den Voraussetzungen des Satzes existiert
der Mittelwert M (y,), und dieser berechnet sich zu

(10) M (x,) = lim M (x{).

)
Denn: Offensichtlich gelten fiir jedes ke N die Inklusionen
M,AT® < M, = (M, n T®) U (N¥),
Damit folgt fiir die zugeordneten charakteristischen Funktionen
(11) M (¥ < M(x,) < M(y,)
< M (Xou s ooyuvooy)
< M (I0) + M (tnooye);
dabei berechnet sich der letzte Mittelwert zu
1
~F

Weil schlieBlich M () beschrinkte (< 1), nichtfallende Funktion in k und
zudem bekanntlich lim {(k) = 1 ist, haben wir aus (11) die Behauptung (10)

k-

M (xmmmr) =1

erhalten.

6. Schritt. Wir rechnen zum SchluB die Mittelwerte der direkten Fak-
toren aus: Nach dem eben Bewiesenen und der Voraussetzung existieren alle
(asymptotischen) Mittelwerte, und diese sind nach Lemma 1 identisch mit den

logarithmischen Mittelwerten. Da T = M, x M, direktes Produkt ist, gilt
zundchst fir x =2

1
log x

I 1 | 1 s Y,
id( he logx,,,,g;.l ,,,E‘,zmlm2 < {h:)gx,éx id(") Ex id( )

mymz <x

LEXY
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Mit dem Grenziilbergang x — oo erhalten wir daraus

1

(12) M (x7) < M(x,)

X2
id

Andererseits gilt fiir beliebiges 7> 0

1 (1 oy % 1 ' !
= 2 “2(n) <
1+n{!ogx..§xfd("’},.§ﬂfd{"’ T R
1 Xr
“g‘— -.—- k]
Tog (), 2t id "

$0 daB fiir x — oo daraus folgt
1
(13) —IHM(X.}

"= 0in (13) liefert jetzt zusammen mit (12) die im Satz angegebene Darstellung
des Mittelwerts M (y)

Ei <M
id 1*- (Z'r)-

7. Schritt. Falls auch %E!‘ (T) gilt, so erhalten wir die Darstellung fiir
i

den anderen Mittelwert M (z,) analog dem Vorhergehenden (und damit ist
Zugleich M (yx,) = 0, was auch leicht durch direkte Rechnung folgt). Falls

X

I&lﬂl(T), ist evident M(h)/{%l =0
1

5. Eine Folgerung aus Satz 2. Mit Hilfe eines bekannten Ergebnisses von

F, Mertens iiber die Konvergenz von Doppelreihen (siehe [5], Kapitel 10)
®rhalten wir aus Satz 2 schlieBlich das

KOROLLAR. Sei T < N teilerabgeschlossene Teilmenge. Fiir das direkte
Produky T = M, x M, gelte

(K X2 _n
) idEf (T).

Dann erfullen die asymptotischen Dichten
M (yx;) existiert < M(x,) existiert.
Existieren die Dichten, so gilt ferner
M(xr) #0 < M(yy) #0.
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