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1. Introduction

1.1. Soit une suite infinie X = (x;);>, 4 valeurs dans [0, 1]. Pour un entier
N =1 et pour a«€[0, 1], on désigne par 4(x, N, X) le nombre d’indices i < N
tels que x;€[0,«f; on définit le reste ou écart de la suite par
E(ox, N, X) = A(x, N, X)—aN.

La discrépance quadratique de la suite X est alors

T(N, X) = (i(E(a, N, X))*da)'”.

D’apres le théoréme de Roth [9], on montre [4] qu'il existe une constante
d (d > (2'%Log2)™") telle que pour toute suite infinie X on ait, pour une
infinit¢ de N, T*(N, X)>dLogN. Si on pose t(X)=limsup(T?(N, X)

N—=wo

/LogN), on a donc ¢(X) >d pour toute suite X.
Pour la suite @ de van der Corput (voir 3 ci-aprés), on sait depuis Haber

[3] que ‘
limsup (T (N, w)/Log N) = 1/(6 Log?2).

N— &

Mais c’est Proinov [5, 6] qui a récemment obtenu I'ordre exact de
croissance pour la discrépance quadratique: Soit « 4 quotients partiels bornés;
alors la suite 6, = ({o}, {—a}, {22}, {—2a}, ...), suite symétrique déduite de Ja
suite o, = ({na}),>, verifie

T*(N,d)<C,LogN pour tout N
({x} désigne la partie fractionnaire de ). Clest avec a, =(ﬁ—-l]/2 que

Proinov obtient les meilleures estimations: TZ(N, d.,) < 100LogN, ce qui
revient a t(d,,) < 100 dans [S5), amélioré en t(G,,) <9.152 dans [7].

1.2. L’objet de ce travail est I'étude précise de la discrépance quadratique

de la suite de van der Corput w et de la suite symétrique associée @, Nous
obtenons ainsi:
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— Pour la suite de van der Corput, une formule originale reliant
discrépance quadratique et discrépance extréme (Théoréme 1), ce qui permet
d'affiner le résultat de Haber (Théoréme 2).

— Pour la suite symétrique @, une formule exacte pour la discrépance
quadratique sous forme de série (Théoréme 3). Nous en déduisons son
comportement asymptotique preécis:

0.089 < t(@) < 0.103.

On voit que la majoration est prés de cent fois plus faible que celle de

421
6750Log2
conjecturons étre la valeur exacte de ¢(c). Ainsi de nouveau, on retrouve la
parenté¢ entre les suites (nx) et les suites de van der Corput, avec un
comportement meilleur et plus précis pour ces derniéres. En dimension
supérieure a un, nous n'avons pour l'instant aucun résultat, de méme qu’en
dimension un pour les suites de van der Corput généralisées [2].

Signalons pour terminer le travail récent [8] de Proinov et Grozdanov sur
@, qui leur permet d’obtenir la majoration t (@) < 1.443, mais aucune minora-
tion spécifique (hormis celle de Roth).

Proinov. De plus nous avons la minoration 089..., que nous

1.3. Enoncé des théorémes. La suite w de van der Corput est définie par

o)=Y 4027 avec i~1= Y 02,
j=0 e

développement en base 2 de i—1 (a;({) = 0 ou 1). La suite & symétrique est
définie par @ (i) = o ((i+1)/2) si i est impair, et & () = 1 —w(i/2) si i est pair.
Soit ¢ la fonction de période 1 définie sur [0, 1] par ¢(x) = min(x, 1—x).

TutorREME 1. Pour tout N = 1, on a la formule
o o
AT (N, 0) = (Y, @(N/2)P+ ) ¢*(N/2).
i=1 i=1

On sait que la discrépance extréme de o est D(N, w) = Y ¢(N/2) [1],
=1

d’oi en posant

AN, w)= ) ¢*(N/2)),
j=1
on obtient le corollaire:
COROLLAIRE. Pour tout N = 1, on a
4T?*(N, w) = D*(N, )+ 4(N, w).
On en déduit le comportement asymptotique de T?(N, w):
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THEOREME 2. (i) Pour tout N>1, on a

2
T, w]g(LogN) +(£ 2L0g3) LogN +1'

6Log2) T\3 " Log2 )3%6Leg2 3
- LogN\?> (11 2Log3\ LogN
i) limsup| T*(N, w)— - =
(i) Nﬂ,p( (N, @) (6L032) (3+L0g2)36[,0g2)
_1+1L0g3+ Log3\?
81 108Log2 \6Log2/’

Ce qui redonne évidemment le résultat de Haber [3].
Au passage, on est amené a montrer que 4(2N)=A4(N) et A(2N+1)
= 4(4(N)+ 4 (N + 1)+13), relations analogues a celles montrées pour D dans [1].

THEOREME 3. Pour tout N = 1, on a la formule

T*(N, @) = 3 @* (N/2)(1-2¢ (P o(N +1))).
j=1

1
COROLLAIRE. Si n et N vérifient N <2" on a

n 2
T*(N,®)= Y q;’(N/ZJ)(l—2qo(21w(N+l)))+N—,,.
= 3x4

Remarque. Si N = Y N,2'est le développement en base 2 de N, on a,
i=0
pour tout j =1,

l—2rp(2—"w(N+'l))=(—l)”a‘ fj (= 1)Nsenjoh+1
h=0

quantité notée 0;(N) dans la suite pour simplifier les écritures; cette formule
facilite I’étude asymptotique conduisant au théoréme 4.

THEOREME 4. On d la formule et l'encadrement:

t(@) = inf max (1 Z tpz(;)(l-—2¢(2jw(N+l})))/Log2,

nz1 1<N<an \Bj=1

421

-089--- Zm

< t(@) < .103.

Les formules des théorémes 1 et 3 permettent le calcul rapide 4 la
machine des discrépances; cest grice a ces possibilités numériques que
nous avons obtenu I’encadrement ci-dessus €t que nous conjecturons la
valeur .089... pour t(@). Néanmoins I'étude asymptotique exacte de
T2(N, @) semble assez compliquée en raison de la complexité des quantités
mises en jeu.
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2. Démonstration du théoréme 1. La démonstration est préparée par
quatre lemmes qui serviront aussi a la démonstration du théoréme 3.

2.1. LEMME. Soient n et N des entiers tels que 1 < N < 2", et a€[0, 1];
alors

E(@, N, w) = E(x(a), N, o) +(x(0)-) N
ou x(&) = k/2" avec k entier tel que (k—1)/2" < a < k/2".

Preuve. Les 2" points de la suite de van der Corput sont répartis sur les
2" subdivisions diadiques de [0, 1]; d’ou 4 (2, N, w) = A(x (), N, w), d’ou ce
lemme qui permet de discrétiser I'écart.

2.2. LeMME. Les nombres n, N, a, x (&) et k sont définis comme au lemme 2.1;
considérons les développements en base 2 (N;=0 ou 1, k;=0 ou 1):

N=Y N2, k=Y k2"

i=0 i=0
puis 6,(n, a, N) =¢,(n, o, N)=k,, et pour 1 <j<n:
8,(n, a, N) = k;+8;41(n, &, N)/2+(=1)" g4y (n, ¢, N)/2,
&;(n, &, N) = 6;(n, a, N) (mod 2).

Alors E(x(a), N, w) = Y &(n, o, N)@(N/2)).
=1

Remarques. 1) Les fonctions a— d;(n, @, N) et g;(n, @, N) sont cons-
tantes sur J(k—1)/2" k/2"]; elles seront notées d;(n, k, N) et &;(n, k, N) ou
simplement §; et ¢; si aucune confusion nest a craindre.

2) Ce lemme est la partie fondamentale de ce paragraphe, conduisant 4 la
formule du théoréme 1; il est inspiré de la méthode de descente utilisée dans [1]
et [2].

Preuve. La formule est évidente pour N = 2" et pour k = 2" (en ce cas,
comme on le voit facilement, tous les ¢; sont nuls). La démonstration se fait de
proche en proche pour j allant de n 4 1: on remplace progressivement
E(k/2", N) par des écarts portant sur des intervalles de plus en plus grossiers et
sur des nombres de points de plus en plus petits, les défauts étant mesurés par
;@ (N/2).

Premiére étape: On pose k' = (k+(—1)"""1g)2 et N =N—N,, 2",
moyennant quoi :

E(k/2", N)= E(K'/2""*, N)+&,0(N/2";

en effet, si k est pair, ¢, est nul et on a bien E(k/2", N)= E(k/2""", N'),
¢galité évidente si N' = N et résultant de E(k/2",2""') = 0si N' = N—2""" (cf.
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lemme 3.3.3 [2]). Si k est impair, ¢, =1, et on a ici
E(k/2", Ny = E(k'/2""', N')+ N/2" si N=N<2"!,
E(k/2", N)=E(k'/2" ', N)+1—-N/2" si NN=N-2""!
(carE(k/2",2""') =1/2 et N/2" = N'/2"+1)2).
Deuxiéme étape: On fait le raisonnement précédent avec k' et N':
Ko=ko2" '+ L kg 4k, (14 (= 1)Y¥-1)2
=ko2" '+ ... +2ky-2+6,-1;
on pose k" = (k'+(—1)"-2¢,_,)/2 et N"=N'—N,_,2""2,
Si k' est pair, c'est-a-dire si §,_, vaut 0 ou 2, on a
E(k'/2"~1, N) = E(k"/2""2, N");
si k' est impair, cest-a-dire si §,_, =1, on a
E(k'/2"" !, N)= E(k"/2""2, N")+ N'/2" ! si N" =N <2"2
E(k'/2"~', N) = E(K"/2""2, N")+1=N'"/2""! i N' > 2"~ 2,
dans les deux cas on a donc
E(k'/2"" ', N)=E(K'/2" %, N")+ &, @(N/2"" ")

(on a @(N'/2""") = ¢(N/2""") car ¢ est périodique de période 1).
(n—j)-iéme étape: Supposons étre arrivé a
2=ko2" 4 42k Ky (G H(— 1)V g 0)2 et
n—1 )
M=N- Y N2
i=j+1

avec

ER2.N) =BG, M)+ S e o(N/2);

i=j+2

on passe a I'étape suivante en posant z’ = (z+(—1)Y¢;,,)2et M' = M —N;2/,
et en vérifiant (toujours par le méme raisonnement) que

E(z/2*), M) = E(2//2, M')+¢;., o (N/2D*)).
Finalement, a la n-iéme étape on arrive a

E(z/2, No) = E(2, 0)+&, ¢ (N/2) = &, @ (N/2),
d’'ou le lemme 2.2,

2.3. LEMME. Avec les notations du lemme 2.2, posons, pour 0 <j < n,
n-1

n
ny= 3 Ny2"*=1, K,= ¥ k2=
h=j h=j+1
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Alors, pour 1 <j<n, on a

k; si0<K.<n,

J’
Byl M= {I+k si nj<K}42"
0 siO<K;.,<n;,
gin, k, N)=41 sim;<K; <n+2"77,
0 sin+2"7<K;oy<2v7h

Remarque. Les formules restent vraies pour j=n avec la convention

Preuve. Montrons d’abord la formule pour 4;.
Elle est vraie pour j = n—1 car 8,—; = ko1 +k/2+(=1)""""k,/2 et ici
K,-1 =k, et n,—y = N,—,. Supposons-la vraie pour l'indice j; par définition:

6j_1 = kj_l +5/2+(_1)N" IEJ/Z.

Soient k et N tels que 0 < K;_, < nj-,; distinguons quatre cas:
— si k;=N;-, =0, alors on a K;<n; dou 9; =k;=0, d’ou
8j-1=kj-13 .
— si k;=0et Nj_, =1, alors si §,=k; =0 on a Oj—y =kj—, et si
0;=1+k; ~lona 0j—1 =kj— 1 (1+(=1)"" ‘s)—‘kj i
—sak— 1—1onaK_i,smj,dcoucs—Jc—lclou5l—kJ 1
— enﬁn k;= 1 et Nj_; =0 est impossible car K;_ ; <n;_;.
Soient maintenant k et N tels quen;_; <kj—y <2"1'en dlstmguanl encore
les quatre cas ci-dessus, on vérifie sans peine que 9;=1+K;-;.
Conséquence pour les &;
— siK;- <y, alors k; —0 dot K;—, =K, dou d;=k;=0,ete;=0;
— si n;<K;-; <n;+ 2" i: ou bien k; —1 auquel cas KJSnJ, d’ou
d;=k;=1 et g;=1; ou bien k;=0, auquel cas K;_; =K;>n; dou
6 kj-vl et encore g;=1; )
— s nm+2" T<Kjy <2 -'” alors k;=1 et ?EJ{KJ-, d’ou
§;=1+k;=2cet g;=0, ce quil fallalt démontrer.

2.4. LEMME. Pour 1S N<2" 1<i<net1<j<n, on a les formules

1 1
[e;(n,a, Nyde =1/2, [&(n, o, N)g;(n, «, N)do = 1/4 sii#j.
0 0

Preuve. Les fonctions &; étant constantes sur les intervalles J(k—1)/2",

k/2"], ces intégrales se raménent au calcul de

2n an

Y g(n, k,N) et Y &(n, k, N)g;(n, k, N).
k=1 k=1

Bien noter pour ce qui suit que n, N et j sont fixés.
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L’ensemble des k entre 1 et 2" est partagé en 2"~ /* ! classes, de 27! termes
chacune, ou K;_; est un entier entre 0 et 2""' *1et ¢; vaut 1 sur la moitié de
ces classes: cellcs pour lesquelles n; < K;_; < n;+2"~/ d’aprés le lemme 2.3;

d’ou 2""' valeurs de k pour lesquelles &= 1, ce qui montre la premiére
formule.

Supposons que i < j. On a 2"~ **! classes, avec ¢ = 1 pour les 2" classes
consécutives correspondant a n; < K;_; < n;+2"", toujours d’aprés le lemme
23. Les 2" #*! classes éclatent en 2/7' classes du type précédent, ou se
reproduit I'égale répartition des ¢; entre O et 1:

g=1 sin<K;j—;<n+2"7,
g =0 sinon.
1l résulte de ces deux remarques qu’on a exactement un cas sur deux pour

lequel ¢; =1 quand ¢ = 1, ce qui entraine

2“
Y eg=2""2,

k=1

et la deuxiéme formule du lemme 2.4.

2.5. Démonstration du théoréme 1. D’aprés les lemmes 2.1 et 2.2, on a

_[(E(tx N, w))?de = _[[): &; () @ (N/29))* do

(j] i aj_(a) (p(N!Z‘)(x (@) — o) doe+ N? § (x (@) —)? da.

i=1

Il en résulte que

T*(N, )=} @ (N/2) ¢ (N/2) [ &: (@) ;(e) da
4iJ 0

+2NY fp(N/F)_‘[ &; () (x (o) — o) da + (N?/4")/3.
i 0

Or d’aprés le lemme 2.4 _[(llej(ot)drx =1/2, j:,a‘-(a)aj(a)da =1/4sii+#]j, et
un calcul élémentaire montre que

2n

§ (x (@) — ) &; (o) dox = E g;(k)y2*"*t = 1/2"2

k=
d’ou

T*(N, 0) = _gl o* (N/2))2+ ;_ o (N/2) o (N/2)/4

FN'S o (N2 L+ (N2)3;
j=1
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ou encore
T%(N, w)= (Y, (N/2))*/4+ Y o*(N/2)/4
J=1 j=1
+N i @ (N/29)/2"* 1 +(N%/4")/3.
ji=1
Enfin

(£ o2 =(3 o)+ N2

= (T ORI +N 3 o2 N,

T Q2(N/2) = T o (N/2)+(N?/4")3;

=1 i=1

en ajoutant on obtient bien
(X o(N/2))*+ ¥ ¢*(N/2)=4T*(N, w),
i=1 i=1

car (N?/4")/3+ N?/4" = 4(N?/4")/3, d’ou le théoréme 1.

Remarque. D'aprés le lemme 2.1, on a

T*(N, w) = _lf(E(x(a), N, o)’ drz+2NiE(x(a), N, o)(x(0)—a)do
o V]

+N? ]1‘ (x () — )* dar.
0

Les deux derniéres expressions sont majorées respectivement par 2ND (N)/2" et
N2/4" et donc tendent vers 0 quand n tend vers I'infini; on peut donc evnter le
calcul des deux derniéres intégrales par passage a la limite.

3. Démonstration du théoréme 3. La démonstration est décomposée en
plusieurs lemmes; la plupart des calculs, assez voisins de ceux du paragraphe 2,
ne sont pas détailles.

3.1. LemME (relation entre écarts sur w et 1—w). Soient n, M et k des
entiers tels que 1 < M <2"" ' et 1 <k <2"*; posons ' (i) = 1—w(i); alors

Ek/2'\, M, w)= —E(1—(k—1)/2""', M, 0)—M/2""!.
Preuve. Posons x = k/2""!; on a
E(x, M, 0)= —E([x, 1]} M, o)
car0=E(1,M,w)=E(x, M, w)+E([x, 1]; M, w') (avec la convention que
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E([a, f]; M, X) représente I'écart de la suite X sur lintervalle [e, £]). Mais
A([x, 11; M, o) = A([0, 1 —x]; M, w)

car w(i)e[0, 1 —x] équivaut 4 0 < w(i) < 1 —x, cest-a-dire x < 1 —w(i) <
donc a w'(i)e[x, 1]; il en résulte que E([x, 1]; M, o) = E([0, 1 —x]; M, w)
Or

E([0,1-x]; M, w) = E([0, 1 —x+1/2""'[; M, w)+ M/2" "}

puisque les points de w jusqu’a 2"~ ' sont sur les 2"~ ! subdivisions diadiques de
[0, 1]; d’ou ce premier lemme.

3.2. Lemme (formule de descente pour lécart). Soient n et N tels que
1 < N<2"et ae[0, 1]; posons x(a) = k/2"~ ! avec k entier tel que (k— 1)/2" 1
<a<k/2""' Pour 1<SM<2""' et 1<j<n—1, posons &j(n—1, 0, M)
=¢;(n—1, k', M) avec k' = 2""'—k+1. Alors on a les formules suivantes pour
la suite de van der Corput symétrique @: Si N est pair,
n—1

E(x(@), N, @)= Y ¢(n—1,a, N2)o(N/2*Y)

ji=1
n—1
- ) =1, a, N/2)o(N/2'" )= N/2";
i=1
si N est impair,

.95 oot V2o (1
& 2 P
o N-1\ (N-1) N-1
gy ( ~L&=5 )‘P(zf“)‘ e

Preuve. Résulte. du lemme 2.2 appliqué a E(k/2" ', M+1,w) et a
EK/2""Y, M, ) oi M =[N/2].

3.3. LEMME (calcul d’intégrales). Soient n et N tels que 1 < N <2 et
soient i et j tels que 1 <i<n, 1 <j<n; on a les formules suivantes:

Ie (n,a, Nyde =4,  [ei(n, o, N)éj(n, o, N)do = 1,
I\

fsi(u, o, N)ej(n, a, Nyda =% sii#] et
0

y _
. _[o(Zw(N+1) pour N <2,
gs,-(n, o, N)&j(n, a, N)da = {0 pour N = 2"

Remarque. Les valeurs obtenues pour ces intégrales ne dépendent pas
de n, pour n > [Log, N].
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Preuve. D’aprés le lemme 2.4, les trois premiéres formules sont évidentes.
Pour la derniére formule, noter d’aprés le lemme 2.3 que pour k tel que
K;—-,#0et 1, 0n a

0 sil<K;-y<2"i—n,
g;(m,2"—k+1, N)=<1 si 2 l—p, < Kj_; 2" —n,
0 & 27 —n <Ky <2V

pour K;_; = 1, 0n a g;(n, 2"—k+1, N) = 0 quel que soit N; et pour K;_; =0,
on a gi(n, 2"—k+1, N)=1si n;=0 et 0 si n;#0.

Il en résulte que lintégrale vaut min(n;2/~", 1—n;2/7"), Cest-d-dire
@(2’@(N+1)) pour N <2" et 0 pour N = 2"

PROPRIETE 1. Pour tout N =1, on a
e o(N+1) = @(2@([N/2]+1)) pour j>1,
¢(2w(N+1))=0 pour j> [Log, N],
p(Pw(N+1)=1/2 pour j=[Log,N].

3.4. Démonstration du théoréme 3 dans le cas N pair. Quand on calcule
Pintégrale de (E(«, N, @))%, on voit que les termes non diagonaux s'éliminent;
c’est la raison fondamentale de I'obtention du logarithme pour I'ordre de
croissance de T2(N, @). Les termes restant conduisent bien a la formule du
théoréme 3 en notant que @(N/2) =0 car N est pair.

3.5. Démonstration du théoréme 3 dans le cas N impair. Quelques proprié-
tés supplémentaires sont nécessaires du fait de la disymétrie introduite par
M+1=(N+1)2 et M =(N—1)/2 dans la formule du lemme 3.2.

PRrOPRIETE 2 (sur la fonction ¢). On g les relations suivantes pour j = 1

et N=2M+1:
M+1 N\ (—1M
@ 2 =@ 2i+1 i 2i+1
M N\ (=™
P\ =0\t T
CONSEQUENCE:
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PROPRIETE 3 (sur lintégrale de &;(M + 1)&;(M)). Soit | > 1, le plus petit
indice tel que N,=0; alors

1 1
fe;(M+1, 0);(M, a)da = [;(M, 0)&j(M, a)da
4] ]

pour j = 1.
CONSEQUENCE:

n=1 /A M\ L
T AR—

=1
n—1 M4+1 M 1
) m(—f)w(;)Isj(M,a)a;(M,a)da.
(]

i=1
Tous calculs faits, a I'aide des propriétés ci-dessus, on aboutit a
T2(N, @)= Y, @*(N/2)0,(N)+reste, ou 6;(N)=1-2¢(2'w(N+1)).
=2

On vérifie alors par récurrence que le reste dans la formule ci-dessus est égal
a @2(N/2)0,(N), ce qui achéve la démonstration du théoréme 3.

4. Etude asymptotique de T?(N, w). Ce paragraphe est consacré a la
démonstration du théoréme 2.

Notations. On pose J(N,w)=4T*(N,w) de sorte que J(N,w)
= D?*(N, w)+4(N, w); pour n =1 et N <2" on pose

n

DN =3 olN2), 4,(N) =3 o*(N/2),
j=1

j=1
IL,=[2"12", a=[@2""+(- 1)")/3.

Le premier lemme qui suit est un rappel des principales propriétés de D et
de D,.

4.1. LEMME (cf. [1]). Pour tout N> 1, on a
D(2N)=D(N), D@N+1)=(D(N)+D(N+1)+1)12,
D(a) = n3+7/9+((=17/9)/2"*,
D,(a,) = n/3+1/9+((—1y"*1/9)/2";
D et D, atteignent leur maximum sur I, pour a,.
Les deux lemmes suivants montrent les propriétés analogues pour 4.
4.2. LEMME (relations de récurrence sur A). Pour tout N> 1, on a
A(1)=1/3, 4(2N)=4(N),
AQ@RN+1) = (4(N)+4(N+1))/2+1/6.
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Preuve. La formule 4(2N) = A(N) est immédiate d’aprés les propriétés
de o.
Pour N et n tels que N < 2%, montrons que

Ans1 PN +1) = (4,(N)+4,(N+1))/2+1/6+(1/3)/4"+ .

Pour cela, posons

n=1

@, (x) = Z @*(x2%

de sorte que 4,(N) = &,(N/2".

La fonction @, est périodique de période 1, et on passe de ¢, a &,., en
ajoutant @* (x2") = min (x* 4", (1—x)*4"); on voit donc que sur tout intervalle
[k/2", (k+1)/2"], @, est un trindbme du second degré dont le coefficient
dominant est o, = 14+4%+ ... +4""! = (4"—1)/3; or

@, (CN+1)/2Y) = &, (N +1)/2"* 1)+ 1/4

et pour obtenir cette derniére valeur, il suffit de calculer les deux autres
coefficients de @, sur I'intervalle [N/2", (N + 1)/2"], ce que I'on fait en résolvant
le systéme

@, (N/2") = o, (N/2") + BN/2" +7,
@, (N +1)/2%) = a, (N +1)/2"2 + B(N +1)/2"+7;

tous calculs faits, on aboutit bien a la formule annoncée.
Le passage 4 4 se fait grice a la relation 4(N) = 4,(N)+(N?/3)/4" qui
résulte de @?(N/2/) = N%/4’ pour j > n:

AQRN+1)=4,,; 2N+ 1)+(2N+1)?/3)/4"*!, dou
AQRN+1) = (4,(N)+4,(N+1))/2+1/6+((2+4N +4N?)/3)/4"**, d'ou
AQRN+1)=(4(N)+A(N+1))/2+1/6,
d’ou le lemme 4.2.
43. LeMMe (maximum de 4 et 4, sur I). Pour tout n>1, on a
A(a,) = n/9+7/27+((—1y/27)/2"~*,
4,(a,) = nf9+3/27 +((— 1)~ 1/27)/2" " —(1/27)/4";
A et A, atteignent leur maximum sur I, pour a,.

Preuve. La premiére formule se montre par récurrence en remarquant

que a,, impair, est intercalé entre les deux nombres pairs 2a,-, et 4a,_,; la
deuxiéme en résulte par

4,(a,) = 4(a,)~(az/3)/4".
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Pour montrer la derniére assertion, on procéde encore par récurrence. Soit
x€l,; si x est pair, on a 4(x) = 4(x/2) < A(a,-y) < 4(a,); si x est impair, il
s’encadre entre un multiple de 4, noté z, et un multiple de 2, non multiple de 4,
noté y; alors

4(x) = (4(y)+4(2)))2+1/6 < (4(ay-1)+4(an-2))/2+1/6 = A(a,);

d’oul la propriété annoncée pour A; celle sur 4, se montre de la méme fagon
avec la formule du lemme 4.2, 2éme alinéa et A4,(2N) = 4,-{(N).

COROLLAIRE. Pour tout Nel,, on a
A(N) < min(4(a,), 4,(a,)+(N?/3)/4"),
D(N) < min(D(a,), D,(a,)+ N?/2").

4.4. Démonstration du théoréme 2. Posons

LogN\> (11 2Log3\ LogN
K(N]_(3L0g2) +(?+- Log2 )9Logz

et montrons d’abord que pour tout Nel, on a
J(N)-K(N) < J(a,)—K(a,).

Si N > a,, la majoration résulte des lemmes 4.1 et 4.3 puisque K(N)
> K(a,).
Si N <a,, en vertu du corollaire 4.3 on a

J(N)—K (N) < (D, (a,)+ N/2"}* + 4,(a,) +(N?/3)/4"— K (N);
notons ¢ cette derniére fonction de N et calculons sa dérivée:

ven Dala) 2 2 Logx (11 2Log3 1
¢ ==t (3+Log2 9xLog2’

21 T3 1 T 9(Log2)?  x

o' (x) est de la forme ax—b(Logx)/x—c/x+d, ¢"(x) = a+(c—b+bLogx)/x?
> 0 pour xe[1, oo[, compte tenu des valeurs de a, b = 462...et c = 1.095...;
¢’ est croissante, et elle s’annule donc une fois au plus sur [1, oo[; il suffit donc
de vérifier que ¢'(2"~') > 0 pour étre assuré que ¢ est positive sur I,, ce qui
montre que ¢(N) < ¢(a,), c’est-a-dire J(N)— K (N) < J(a,)— K (a,) dans le cas
N<a, or

it 2 \ 7 5  2Log3 (—1p+!
n=1 ¢ (yn—1 B,
e )“"(3 9L032) t5~ 27Log? To(Log2?  ox2

le coefficient de n vaut .0127... et le terme constant vaut .0024...; on vérifie
donc que ¢'(2""') >0, méme pour n = 2.
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Nous sommes maintenant en mesure de conclure:

28 11Log3 [ Log3\?
e L R
J@)—K(@)=g7+5 L032+(3 Log2) +oll),

d’oti la deuxiéme partie du théoréme 2, (J (N)— K (N))/4 étant la quantité dont
on cherchait la limite supérieure.

On vérifie ensuite que J (1)—K (1) = J(1) = 4/3 et que J(a,)— K (a,) < 4/3
pour tout n (le o(1) ci-dessus est assez compliqué, mais on peut facilement
calculer J (a,)— K (a,) 4 la machine pour vérifier cette derniére inégalité pour les
premiéres valeurs de n); on a donc aussi la premiére partie du théoréme 2.

5. Etude asymptotique de T2 (N, &). Contrairement au cas de la suite w de
van der Corput, nous n’avons pas obtenu le comportement asymptotique exact
de T%(N, @); cela en raison de la complication introduite par le terme correctif
0;(N)=1-2¢(2w(N+ 1)). Néanmoins nous avons un encadrement prec:s de
t(w), qu'il serait possible d’améliorer en poussant plus loin les calculs a la
machine.

Pour obtenir la formule du théoréme 4, il nous faut d’abord montrer
quelques propriétés de la fonction 0;; c'est I'objet du lemme 5.1; nous
énoncerons ensuite une proposition (5.2) qui permet de démontrer la formule
(5.3); la majoration du théoréme 4 en découle; la minoration est traitée en 5.4.
Enfin, nous établirons (5.5) des relations de récurrence pour T2(N, @), comme
nous P'avons fait pour A(N, w) (en 4.2), relations ici trop complexes pour
déboucher simplement, comme au paragraphe 4, sur un résultat exact.

Un dernier point: Pétude de 4 (4.3) et la majoration T?(N, @) < 4(N, w),
die a 0;(N) < 1, montrent immédiatement que

t(@) < <0.161.

1
9Log2

5.1. LemME (fgrmules pour 6;(N)). Soient n>0 et N impair tel que
2" < N < 2" alors

291(N)=BJ(N—Z"}+GJ(2”+1—N) pour 1 <j<n-—1,
0,(N)=0, 6,(N—2)=1, 6,2 —N)=1,
0,(N)=0;(N=2")=0,2"*"*'=N)=1  pour j>n.
D’autre part, pour tout entier M, on a
20, M +1) = 1 +e(M)0, (M)

ou e est défini par

e(M)=1 si M=0 ou 3 (mod 4),

e(M)=—1 si M=1 ou 2 (mod 4).
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Remarque. La définition de 6,(N) implique 6;(2M +1) = 6;(2M) pour
tout entier M; on a aussi 0,(N) =0, ([N/2’~']) pour tout j > L.

Preuve. Résulte simplement de I'écriture du développement de N —2" et
2"*!_ N en fonction de celui de N (respectivement du développement de M en
fonction de celui de 2M +1), avec la formule annoncée en remarque au
théoréme 3.

5.2. PROPOSITION, Pour q et N entiers, ¢ =1, N = 1, posons

V(N = Y Q*(NON),  t,= max ¥ (N).

1=N=29
On a la propriété suivante:

max y,(N) = t,.

NeN

Preuve. On montre d’abord que pour n>gq on a

max Y, (N)< max ¢, (N),

2ncyg2nt] 1sN=2n

en utilisant la premiére partie du lemme 5.1. La propriété annoncée en résulte
par récurrence sur n = gq.

5.3. Démonstration de la formule du théoréme 4. On scinde la somme
exprimant T2 (N, @) (théoréme 3) en blocs de g termes en divisant n+1 par
g (n+1=aq+r, 0 <r<gq). Par application de 5.2 on obtient alors

T*(N, @) <at,+q+1/3 pour tout g > 1
d’ou

t‘ (@) < inf (t,/(q Log2)).

g1

D’autre part, soit A e[1, 27] tel que t, = Y (A,); d’aprés le théoréme de
Roth, on sait que ¢ (&) = d > 0 (voir le paragraphe 1), d’ou la suite (4,), est non
bornée (notons que la minoration établie en 5.4 montre aussi que t(&) > d = 0,
avec d > .089); il en résulte que

lim sup (T2 (N, @)/Log N) > limsup (y,(4,)/Log 4,) > inf (t,/(q Log 2));
N-wx g= o q21
d’ou la formule du théoreme 4.

Le calcul 4 la machine de t, pour diverses valeurs de ¢ permet de majorer
t (®); le majorant annoncé (0.103) correspond au minimum de t,/q pour q allant
de 1 a 20 (cf. La table en annexe).
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Une remarque pour terminer ce paragraphe 5.3: la démonstration de la
formule du théoréme 4 montre que t,, < at,+t,sim=aq+ravec0<r<g,et
par suite on a

inf (t,/g) = lim (t,/q).

g=1 g—t oo

5.4. Minoration de t(®). La table en annexe suggére des sous-suites pour
minorer ¢(d):
la suite b, = (16™—1)/15 qui donne 1, 17, 273, 4369, 69905, ...;
_ la suite ¢, =(8x16™+7)/15 qui donne 9, 137, 2185, 34953, ...
Prenons par exemple b,; le calcul de

4m—3

Yam-3(b,) = z ‘pz(bm/zj)ej(bm)
j=1

aboutit a la formule
Yam-3(by) = m(({5)? B+’ B+ &)’ 5+H%)°)+0 (),
d’ou

im (Y am-3 (b,)/m) = 842/3375,

-

1
m
ce qui donne bien la minoration annoncée pour t(d).

Notons pour terminer que la suite ¢,, donne la méme minoration, ce qui
renforce I'hypothése que .089... est la vraie valeur de t(d).

5.5. Formules génératrices pour T*(N, @).
PROPOSITION, Pour tout entier N =1, on a
T?*(1,®) = 1/3, TZ*(@2N, @) = T*(N, @),
T?!(2N+1, &) = (T*(N, @)+ T*(N+1, @))/2+5/48
—03(N)/16+e(N)0, (N)/8
(la fonction e(N) a été définie au lemme 5.1),

Preuve. La formule T?(2N, @) = T?(N, @) est évidente. Pour l'autre
formule, nous procédons comme au lemme 4.2 pour 4(N, w): pour n tel que
N < 2", posons

0= Y 0220, (2 x)
k=0

de sorte que ¥, (N) = ¥,(N/2").
On passe de ¥, & ¥,+, en ajoutant ¢*(2"x)6,([2""* x]) et ici, sur un
intervalle [k/2", (k+1)/2"], ¥, est un trindbme de second degré dont le
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coefficient dominant est

a, (k)= 4"796,(k)

i=1

(contrairement au cas de 4, ce coefficient dépend de k).

Les calculs sont en tout point semblables, la seule nouvelle difficulté étant
le calcul effectif de a, (N); il ne reste plus alors qu’a reporter dans T>(2N + 1, @)
pour avoir la formule annoncée avec la deuxiéme partie du lemme 5.1.

Noter qu'avec 8,(N) =1 pour tout N, on retrouve la formule pour
A (lemme 4.2).

Annexe: Valeurs approchées de (@) = inf(z,/(q Log2)). Pour N < 2% on

a T?(N, @) = Y, (N)+(N?/3)/4% avec Y, (N) = }, ¢*(N/2))0;(N); on pose

i=1
o= max YN =¥, (d) = max  y,(N) =y, (4).
1sN=29 29-1=N=€29

Les valeurs dans la table 1 sont données avec les quatre premiéres décimales.

Table 1
q A, t A, Fi t,/lgLlog2)
1 1 25 1 3606
2 1 3125 2 25 2254
3 1 3281 5 2656 1577
4 9 4101 9 1479
5 17 4931 17 1422
6 17 .5637 33 5373 1355
T 33 6038 73 5767 1244
8 137 6666 137 1202
9 273 7421 273 1189
10 273 8132 529 .7886 1173
11 529 8554 1097 8355 1121
12 2185 9166 2185 .1101
13 4369 9916 4369 1100
14 4369  1.062 8465 1.038 1095
15 8721  1.105 17545  1.087 .1063
16 34953 1166 34953 1051
17 69905  1.241 69905 .1053
18 69905 1.312 135441  1.287 .1051
19 139537 1355 279689  1.337 1028
20 559241 1415 559241 .1021
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An alternative approach to a theorem of Tom Meurman
by

R. BALASUBRAMANIAN and K. RAMACHANDRA (Bombay)

§ 1. Introduction. Tom Meurman proved the following theorem which is
Corollary 2 on page 352 of his paper [3].

THeOREM 1. For 3<H< T and any ¢ >0,

T+H

Y ILG+it, 0P dt < (gH+(@T)"?)(q(T+H)
xmodgq T

where g = 1 is any integer and y runs over all residue class characters mod q and
the constant implied by the Vinogradov symbol < depends only on e.

Remark. We have stated the condition 3 €< H < T which is not different
from his conditions.

The history of this theorem is as follows. By Balasubramanian’s result [1]
the special case g =1 of this ‘theorem follows as an immediate corollary.
A somewhat simpler proof in the case ¢ = 1 was given by P. N. Ramachandran
in his M. Phil. thesis [7]. The object of this paper is to give a simple proof of
this theorem in fact with (g (T+ H))* replaced by more precise functions on the
lines of [5] (see the appendix therein). Our proof resembles to some extent the
method of an earlier draft of [6]. The only serious estimate which we use is
Theorem 5.9 of [8] due to van der Corput. We also use the functional equation

for L(s, y) (x proper) to get an approximate functional equation. Accordingly
we prove the following theorem.

THEOREM 2. Let Z* denote the sum over all proper characters y modg,
ol@)=ql]1-1/p), d:(q) =[1(2—2/p), and T > T,, a large positive constant.

rla pla
Then the following statements hold.
(a) Let g = 108T Then if 0< |t| < T, we have

(1 S*ILG+it, Y1? < ¢(g)logg.
¥ 4

(b) Let 108 T > q. Then for Clog T < H < T where C is a large positive
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