110 Paula Cohen and J. Wolfart

[La] S. Lang, Introduction to Transcendental Numbers, Addison-Wesley, New York 1966.

[Le] J. Lehner, Automorphic forms, in Discrete Groups and Automorphic Functions (W. J.
Harvey ed.), Academic Press, London-New York-San Francisco 1977, pp. 73-120.

[Ma] A. M. Macbeath, Generators of the Linear Fractional Groups, Proc. Amer. Math. Soc.
12 (1968), 14-32.

[Shi1] G.Shimura, On analytic families of polarized abelian varieties and automorphic functions,
Ann, Math. 78 (1967), 149-192,

[Shi2] — Automorphic forms and the periods of abelian varieties, J. Math. Soc. Japan 31 (1979),
561-592.

[Siel] C. L. Siegel, Lectures on Riemann Matrices, Tata Institute, Bombay 1963.

[Sie2] — Bestimmung der elliptischen Modulfunktion durch eine Transformationsgleichung, Abh.
Math. Sem. Hamburg 27 (1964), 32-38.

[Tal] K. Takeuchi, Arithmetic triangle groups, J. Math. Soc. Japan 29 (1977), 91-106.

[Ta2] — Cc ability cl of arithmetic triangle groups, J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sec.
1 A, 24 (1977), 201-212.

[Wol] J. Wolfart, Eine arithmetische Eigenschaft automorpher Formen zu gewissen
nicht-arithmetischen Gruppen, Math. Ann. 262 (1983), 1-21.

[Wo2] - Taylorentwicklungen automorpher Formen und ein Transzendenzproblem aus der
Uniformisierungstheorie, Abh. Math, Sem. Univ. Hamburg 54 (1984), 25-33.

[Wo3] — Werte hypergeometrischer Funktionen, Invent. Math. 92 (1988), 187-216.

[Wod4] — Fonctions hypergéométriques, arguments exceptionnels et groupes de monodromie, Publ.
Math. de 'Université P. et M. Curie, Problémes Diophantiens 1985-1986, 1X.1-1X.24.

[WW] J. Wolfart und G. Wiistholz, Der Uberlagerungsradius gewisser algebraischer Kurven
und die Werte der Betafunktion an rationalen Stellen, Math. Ann. 273 (1985), 1-15.

r
LABORATOIRE DE MATH. FONDAMENTALES
UER 48, UNIVERSITE P. ET M. CURIE
4 place Jussien
F-75230 Paris Cédex 05
France
FACHBEREICH MATHEMATIK
UNIVERSITAT FRANKFURT

Robert-Mayer-Strasse 6-10
D-6000 Frankfurt 1, BRD

Received on 3.3.1989 (1911)

ACTA ARITHMETICA
LVI (1990)

Mesures de transcendance pour les quotients
de périodes d’integrales elliptiques
par
NORIKO HIRATA-KOHNO* (Nara)

1. Introduction et résultats. Soient g, @* deux fonctions elliptiques de
Weierstrass d’invariants algébriques, associées @ deux réseaux Q, Q* de
C respectivement. Soit ¢ l'anneau d’endomorphismes de g, c'est-d-dire
'anneau des nombres complexes ¢ tels que o2 soit contenu dans Q. On sait
que @ est ou bien 'anneau des entiers rationnels Z, ou bien un sous-anneau
d’indice fini de l'anneau des entiers algébriques d’un corps quadratique
imaginaire k. Si @ # Z, on dit que @ admet des multiplications complexes.
Soient w € 2, w* € 2*, des périodes non nulles de g et de @* respectivement, et
w,, w, €8 deux périodes de g, linéairement indépendantes sur le corps des
nombres réels R.

Dans ce papier, on donne des minorations des formes linéaires a co-
efficients algébriques, ou bien de deux périodes de g, ou bien d’une période de
¢ et de 2mi, ou bien d’une période de p et d’une période de p*. Ces
minorations améliorent les résultats antérieurs. Une minoration de formes
linéaires beaucoup plus générales de points algébriques de I'application
exponentielle de groupes algébriques commutatifs sera traitée dans un autre
article de l'auteur [H 2], qui permettra de raffiner I'estimation de P. Philippon
et M. Waldschmidt [P-W 1].

1.1. Les deux théorémes principaux. Pour énoncer les résultats précis,
rappelons la définition de la hauteur h de Weil logarithmique absolue: pour
o = (&, ..., ty) € Py(Q), si K est un corps de nombres contenant a, ..., &y, on
définit h par

o) = i S IK.:0.Jlog Max {ay: 0 < < N}

ot v décrit I'ensemble des places de K et [K,:Q,] est le degré local de telle sorte
que la formule du produit s’écrive pour yekK, y # 0,

Y [K,:Q,]loglyl, = 0.

* Ces recherches sont subventionnées par une bourse du gouvernement frangais.
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Pour feQ, on note aussi h(f) la hauteur de Weil du point (1, f)e P,(Q).
Le lien entre h(fB) et H(f) la hauteur usuelle, est expliqué dans le chapitre 1 de
[W1]. Par exemple, on a

(1.1) h(B) < (log H(B)+logD)/D  pourfeQ

en notant D le degre de f sur Q.
Voici les résultats précis,

THEOREME 1.2. Soit g une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants g,,
g5 algébriques. Soit @ une période non nulle de (. Il existe une constante ¢ > 0 ne
dépendant que des hauteurs de g,, g, des degrés de g,, g,, et du nombre || ayant
la propriété suivante. Soient f,, B, des nombres algébriques non tous deux nuls
tels que [Q(B,, B,):Q] <D et B un nombre réel vérifiant

logB > Max(e, h(B,), h(B,)).
On note A = f,-2ni+f,w. Alors on a
(1.3) log|A| > —c:D?*(log B+log D)(loglog B +log D).

THEOREME 1.4. Soit (@, (resp. g,) une fonction elliptique de Weierstrass
d'invariants g,,, gs, (resp. g»2, gs2) algébriques. Soit w, (resp. w,) une période
non nulle de @ (resp. ,). Il existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que des
hauteurs de ga1, g1, G22, 32, des degrés de 11, Gs1, Y22, 932, €t des nombres
||, lw,| ayant la propriété suivante. Soient f,, B, des nombres algébriques non
tous deux nuls tels que [Q(B,, B,):Q) < D et B un nombre réel vérifiant

log B = Max (e, h(B,), h(B,)).
On note A=B,w,+p,w,. Si A#0, alors on a
(1.5) log|A| > —c-D’_{lpgB+logD)(loglogB+logD)‘.

1.2. Un corollaire. On peut appliquer le théoréme 1.4 au quotient de deux
périodes d’'une méme fonction elliptique.

COROLLAIRE 1.6. Soit g une fonction elliptique de Weierstrass, d'invariants
g, g3 algébriques. Soient w,, w, deux périodes de § qui sont linéairement
indépendantes sur R. Supposons que ¢ n'a pas de multiplications complexes. Il
existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que des hauteurs de g,, g, des degrés de
3, g3, et des valeurs absolues |w,|, |w,| ayant la propriété suivante. Soient B, B,
des nombres algébriques non tous deux nuls tels que [Q(B,, B,): @] < D et B un
nombre réel vérifiant

logB ; Max (8, h(ﬂl)) h(ﬁz))-
On note A=p,w,+p,w, Alors on a

(L.7) log|A| > —c-D*(log B+log D)(loglog B +log D)*.
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1.3. Trois mesures de transcendance. Les trois énoncés précédents peuvent
étre formulés avec la hauteur usuelle. Ils donnent alors des mesures de
transcendance. Rappelons que la hauteur d'un polyndéme est le maximum des
valeurs absolues de ses coefficients.

COROLLAIRE 1.8. Soit g une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants
g, g algébriques. Soient w,, w, deux périodes de ¢ qui sont linéairement
indépendantes sur R. Supposons que g n'a pas de multiplications complexes. Il
existe une constante ¢ > 0 ne dépendant que des hauteurs de g,, g, des degrés de
g5, g5 et des valeurs absolues |w,|, |w,| ayant la propriété suivante. Soit Pe Z[ X]
un polynéme non nul de degré < D et de hauteur < H, avec H = €°.

Alors on a
pl &2
@,

Remarque. On remarque que lorsque g admet des multiplications
complexes, le nombre w,/w, est algébrique, donc les inégalités (1.7) et (1.9) sont
banales a cause de l'inégalité de Liouville (voir par exemple le lemme 3 de
[M-W1]). De méme, dans le théoréme 1.4, quand les deux fonctions g, (w, z) et
@,(w,z) sont algébriquement dépendantes, alors le quotient w,/w, est
algébrique et l'inégalité (1.5) est banale.

(1.9) log > —c(D*log H(loglog H)* + D*(log D)®).

Démonstration du corollaire 1.8. Soit § un nombre algébrique de
degré D et de hauteur usuelle < H. Dans le corollaire 1.6, on choisit
B, = —B,B, =1, on définit un nombre réel B par

log B = (log H)/D +e.

D’aprés (1.1), on a log B > Max (e, h(B)). Comme le nombre w, — fw, n'est pas
nul (cf. [S]), donc le corollaire 1.6 implique que
loglw,—Bw,| > —¢'D*(log H + D log D) (loglog H +log D)*.
On remarque qu’il existe une constante ¢” > 0 telle que pour tout D'> 1,
H = €, on ait
(log H + D log D) (loglog H +log D)* < c¢”(log H(loglog H)> + D(log D)?).

11 suffit pour cela de distinguer les deux cas log H > DlogD et log H < DlogD.
Dans le premier cas on majore loglog H +log D par 2 loglog H, dans le seconde
cas loglog H < 2logD et ainsi loglog H +logD < 3logD. Le corollaire 1.6
entraine donc ’

W,
log s -8
On en déduit le corollaire 1.8 en considérant f une des racines de P =0 et en

utilisant le lien bien connu entre mesures d’approximations et mesures de
transcendance (cf. par exemple (F1], lemme 5). =

> —c"(D*log H(loglog H)? + D3(log D)3).
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La meilleure estimation connue jusqu'a présent était celle de Fel'dman
[F2]:

log

%—ﬁ' > —c(D(log H)* + D*(log D)*).

La minoration (1.9) I'améliore, et améliore aussi celle de [H1].

COROLLAIRE 1.10. Soit g une fonction elliptiqgue de Weierstrass d’invariants
g2, g3 algébriques. Soit w une période non nulle de . Il existe une constante
¢ > 0 ne dépendant que des hauteurs de g,, g, des degrés de g,, g5 et de la valeur
absolue |w|, ayant la propriété suivante. Soit Pe Z[X] un polynéme non nul de
degré < D et de hauteur < H, avec H = €*.

Alors on a

(1.11) log|P(n/w)| > —c(Dlog H-loglog H + D? (log D)?).

Démonstration du corollaire 1.10. On utilise le théoréme 1.2. Soit
B un nombre algébrique de degré D et de hauteur usuelle < H. On choisit
B, = 1)2i), B = —p, on définit B par logB = (logH)/D+e ainsi on
a log B > Max (e, h(B)). Le théoréme 1.2 donne

log|n/w—B| > —c' D(log H+ Dlog D) (loglog H +log D).
Le méme argument que celui de la démonstration du corollaire 1.8 permet
d'avoir linégalité
(log H+ D log D)(loglog H +log D) < ¢” (log H-loglog H + D(log D)?)

qui implique la minoration (1.11). =
L’estimation (1.11) est meilleure que celle de Reyssat [R]:

log [n/w— Bl > —c((log H)* + D*(log D)),
car on vérifie facilement Dlog H-loglog H < ¢’ ((log H)* + D*(log D)?).

CoRrOLLAIRE 1.12. Soit @, (resp. ,) une fonction elliptique de Weierstrass
d’invariants g;,, gs1 (resp. gaa, gi2) algébriques. Soit w, (resp. w,) une période
non nulle de p, (resp. §,). On suppose que les deux fonctions §,(w,z) et
#0,(w, z) sont algébriqguement indépendantes. Il existe une constante ¢ >0 ne
dépendant que des hauteurs de g,1, g3y, 22, 932, des degrés de g,y, gi1, 22, 932,
des valeurs absolues |w,|, |w,| ayant la propriété suivante. Soit Pe Z[X] un
polynome non nul de degré < D et de hauteur < H, avec H = e°.

Alors on a

(1.13) log|P (w,/w,)| > —c(D*log H(loglog H)* + D3(log D)?).

Démonstration du corollaire 1.12. Clest exactement le méme calcul
que celui de la démonstration du corollaire 1.8. =
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La minoration (1.13) est meilleure que celle de Brownawell et de Masser

[B-M]:
loglw,/w, — f| > —c((log H)’+ D*(log D)*).

L’idée nouvelle essentielle qui permet d’améliorer les résultats antérieurs
est une généralisation et une modification d’une astuce due 4 N. I. Fel'dman,
D. W. Masser et E. Reyssat. Cette astuce repose sur le fait que toute dérivée
d’un polynéme en z, par rapport & z, d'ordre supérieur au degré de ce
polyndme est nulle (par exemple, dans la démonstration de notre théoréme 1.2,
on a des majorations analytiques et une minoration arithmétique faisant
intervenir Ly, Dlog B au lieu de TD log B). Fel’dman a utilisé cet argument dans
[F 1] pour obtenir des mesures de transcendance des nombres loga, &, w et u,
en notant & un nombre algébrique # 0, # 1 et u un point algébrique de g (voir
par exemple la définition dans [A]). Masser I'a appliqué dans [M] & une
minoration de f,+ B, w+ f,'2ni quand i, # 0. Le raffinement par Reyssat des
mesures de transcendance de w et de u utilise aussi cet astuce [R]. Les auteurs
précédents devaient supposer f§, # 0 pour estimer f,+ 8, w+ f,-2ni. Ici, pour
traiter le cas i, = 0 nous écrivons B, w+ B, 2ni = f-0+f, w+f, 2ni avec
Bo # 0, et cela nous permettra d’utiliser 'argument ci-dessus.

La difficulté par rapport aux travaux précédents est alors la suivante:
notre fonction auxiliaire F est un polyndme en z,, exp(z,), £(z,+ w/2) (pour
démontrer le premier théoréme), on estime ses valeurs en les points
(0, 2sim, sw) pour s entier, et ces points sont des périodes de F. La méthode de
Baker permet traditionnellement d’extrapoler sur les points, ce qui est inutile
dans le cas d’une période. Il nous faut ici extrapoler sur les dérivées, ce qui est
maintenant possible grice a la méthode de [W 3].

Je remercie profondément Michel Waldschmidt qui est le directeur de ma
thése de doctorat, pour ses enseignements divers et son aide de grande
amabilité pour la rédaction de cet article. Mes gratitudes vont aussi & Daniel
Bertrand, a Patrice Philippon, a Eric Reyssat et aux gens de I'’équipe
“Problémes Diophantiens” a IInstitut Henri Poincar¢ a Paris, pour les
discussions fructueuses.

2. Lemmes auxiliaires. Soit  une fonction elliptique de Weierstrass
associée au réseau Q. Prenons la fonction sigma ¢ de Weierstrass associ¢e au
méme réseau Q définie par

z z z*
= I — —
o zaﬂen( w) exp(w—kzwz)

(voir par exemple [W-W], p. 447). L’ensemble des zéros de ¢ est 2. En
particulier, on a

2.1) o(w/2) #0 pour we tel que 2w¢ Q.
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Pour n un entier positif, on désigne par | || 1a norme dans C”, définie par
Izl = Max{lzJ; 1<i<n} pour z=(zy,..., 2,)
Lorsque f est une fonction entiére dans C", on pose pour R >0,

Iflr = sup |f (@)l

izl <R

Nous notons ¢,, ¢,, ... des nombres réels positifs que I'on peut expliciter
en fonction des donnés dans chacun des paragraphes correspondants.

LEMME 2.2. Les fonctions o(z) et (a(2))* g(z) sont entieres et il existe une
constante positive ¢, ne dépendant que de g,, g, telle que pour tout nombre réel
R=1, on ait

loglo(2)lg < ¢, R* et logl(a(z)) 9(Z)|n ¢ 'R
Démonstration du lemme 2.2. Voir par exemple p. 78 de [M]. »

2.1. Equations différentielles

LEMME 2.3. Soient f,, ..., f, des fonctions analytiques dans un ouvert U de
C" (n = 1). Il existe un entier rationnel ¢, > 0 ayant la propriété suivante. Soient
K, un corps de nombres et Ly, ..., Ly, ty, ..., t, des entiers positifs ou nuls avec
|t| =t,+ ... +t,> 0. On suppose que les dérivations 0/0z; (1 <j < n) laissent
stable Iaigébre | i P, g A

Il existe _alors un polynome Qe K,[X,, ..., X,] tel que

@ (“a_) (aiz) ol ) S ¢ () A R

(ii) degx Q< Li+elf A<sj< h).
(iii) Les coeﬁ‘ icients du polynéme cl§!Q sont des entiers algébriques de K,
dont les valeurs absolues des conjugués sant majorées par

Ly + ... + L+
Démonstration du lemme 23. Clest le lemme 542 de [W1] =

2.2. Dérivations. On donne une estimation des dérivées d’une fonction
en un point de C? aprés un changement de variable ({,, {,)—(a,{,+a, {5,
by L +b,0,)

Lemme 24. Soient a,, a,, b,, b, des nombres complexes tels que
a, b, # ayb,. Il existe une constante c; > 0 ayant la propriété suivante. Soit
T un entier positif. Soit {° = ({3, (3) un point de C?; posons

31=01C:l'+31C2a zz=b1§?+sz2,
soit f(z) une fonction analytique au voisinage de z° = (23, 23); enfin, considérons

la fonction .
g)=f(a,{y+a,05, b, {;+b,05)
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qui est analytique au voisinage de {°. Alors on a

(2.5) log Max

a 1 a T2
(éa) (@) 9@

tr+2=T
a I a iz 5
<tog Max ()" (2] reofres
et
26) 1 ¢y
: og Max |{— v
26) gn+n=7 (5"-1) (623) 1)
a 151 a T2
< log Max || — — Nte. T
e T(ac.) (acz) g ) ¥y

Démonstration du lemme 2.4, Grace aux relations z, = a,{;+a,{,

et z,=b,{;+b,{,, ona

6 T o0 \*2 . a a 11 a 3\
(a_cl) (&;) g(C )=(a13—z,+b‘5z:) (aza—Zlq.bzgz) f(zn)-

Ainsi on a linégalité (2.5).
D’autre part, comme

byz,—a,z,

C1=

on a aussi

(@) () 70

albz"azbl’

( o, =b 0 )"
azb 6§, a, b,—a,b, d,

—a
X =
a b,

e '-i) o)
—a, by 0{, a,b,—a,b, 3, gl

On en déduit l'inégalité (2.6). =
2.3. Lemme de Siegel

LEMME 2.7. Soient a;; (1 <i<v, 1 <j< p)des nombres complexes, et 5, m,

p des nombres réels positifs tels que

(2y’ed+m+p+ 1)23 < er&

et

v
Max (Z laul) < em.
1€jsu i=1
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Alors il existe (¢, ..., E)EZ” tel que
v
0< Max [§]<e® et Max|) ;& <e™.
1<isv 1<j<p i=1

Démonstration du lemme 2.7. On utilise le principe de tiroir (C'est le
lemme 6.1 dans [P-W1]). =

2.4. Extrapolation

LeMME 2.8. Soit f une fonction analytique dans le disque |z] < R du plan
complexe. Soient T, S deux entiers positifsavec S > 2 et S <r < R/2. Alors on a

4\ (180T |1 d
|f|2r"-2|f|j{( ) +5(T)
0€l<‘r

t!dz!
Démonstration du lemme 2.8. Clest le lemme 2.3 dans [W2]. =

—=J6)-

2.5. Deux lemmes de zéros. Un des outils essentiels pour démontrer nos
théorémes est le lemme de zéros. Le théoréme de P. Philippon [P] implique les
deux lemmes suivants; le premier intervient dans la. démonstration du
théoréme 1.2, et le suivant dans la démonstration du théoréme 14.

LEMME 2.9. Soit g une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants g,, g,
complexes. Soit w une période fondamentale de g. Soient My, M, M,, T des
entiers positifs tels que T> STMax{My, M, M,} et T? >T22M M, M,.
Soient B,, B, deux nombres complexes non nuls, P un polynéme non iden-
tiquement nul en 3 variables Xy, X ,, X, dont le degré en X est inférieur ou égal
a M; (i=0, 1, 2 resp.). Alors l'ordre du point (z,, z,) = (0, 0) comme zéro de la
fonction F, = P(Byz,+ By, exp(zy), 9(z, +0[2)) est inférieur ou égal & T.

Démonstration du lemme 2.9. Soit E la courbe elliptique associée
4 . On identifie I'espace tangent de E a C, et la courbe elliptique E a

{(¢, x, Y)eP,(C); y*t = 4x>—g, xt*—g, t°},

Papplication exponentielle étant réprésentée par (1, p(2), ©'(2)-

On utilise le théoréme 2.1 dans [P] pour G = G,x G,, x E avec Z = {0} et
A =expe Wou W= {(z, 2y, 2,)€C?; z, = B, 2, + B, 2,}. On plonge G, et G,
dans P, de maniére naturelle. On démontre-le lemme 2.9 par I'absurde. En
notant T, = [7/3], on suppose F, s'annule 4 l'origine avec un ordre supéricur
a T donc a 3T,. Notons G, = G,, G, = G, G, = Eet n;: G— G, la projection
de G sur G, (i = 0, 1, 2). Alors selon les notations dans [P], le théoréme 2.1 de
[P] montre qu'il existe un sous-groupe algébrique connexe G' de G, distinct de
G, verifiant

T
(‘*")H(G’ My, My, M,) < H(G; Mg, My, 2M)),

a
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avec
o = 0d(G') = dim(WWn Tg),

cest-d-dire 0 =2—dim Wn Tg..
On peut écrire G' = G, x Gy x G, avec

v=G, ou {0},
Gy=G, ou {1},
2=G, ou {0}.
D’aprés le lemme 3.4 de [P], on a
H(G'; My, M,, M)
= (dim G')! x deg Gy x deg Gy x deg G x MEm00 x MéimGi » pfdimG:
et '
H(G; Mo, M,, 2M,) = (dim G)! x deg G, x degG, x degG, x Myx M, x2M,
=36M,M, M,,
car on a degG, = degG, =1 et degG, = 3.

D’autre part, par hypothéses, on a T> 57 donc T, > (18/57)T
Par conséquent, en remarquant que

()T (9.

18
(ﬁ) —(dim G')! x degG x deg G x degG, < 36[[ M,,
ieJ

on obtient

ol
J=J(G)= {iE{O, 1, 2}; n(G') =0}.

Notons que, pour G’ # {0}, l'espace tangent T; n’est pas contenu dans
I'hyperplan W, donc dim Wn T = dimG'—1 et ainsi ¢ = 3—dim G'. Pour
G' = {0} on a évidemment o = 2,

1) Si G’ est {0}, G,, G, ou G,, on a ¢ =2 et on en déduit I'inégalité
T? < 722M M, M, qui est incompatible avec nos hypothéses.

2) Si G’ est Go x Gy, Gy x G,, Gy x Gy, 0ona g =1,cardJ = 1 et on obtient

Iinégalite T< 57Max {M{,, M, M 2} qui est incompatible avec nos hypothé-
S€s. m

LEMME 2.10. Soient 69'1 (resp. §o,) une fonction elliptique de' Weierstrass
d’invariants gy, g1 (resp. g2z, g32) complexes, et w, (resp. w,;) une période
fondameuta!e de @, (resp. go;). Soient My, M, M,, T des entiers positifs vérifiant

'T> 111 Max{M,, M,, M,} et T?>> 4107M0M M,. Soient B,, B, deux
nombres complexes non nuls, P un polynéme non rdent;quemem nul en 3 variables
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X,, X,, X, dont le degré en X, est inférieur ou égal a M; (i=0, 1, 2 resp.). On
suppose de plus, dans le cas ou les deux courbes elliptiques associées a , et §,
sont isogénes, que le nombre fB,/B, n'appartient pas au corps des endomorphismes
de ces courbes. Alors l'ordre du point (z,, z,) = (0, 0) comme zéro de la fonction

F,= P(ﬁ1zl +B,2,, f4(zy +@,/2), Pz(zz‘!’wzfz))
est inférieur ou égal a T.

Démonstration du lemme 2.10. Soit E; la courbe elliptique associée
a p, (i =1, 2). On identifie I'espace tangent de E; a C (i = 1, 2), et la courbe
elliptique E, pour i=1, 2, &

{(t, x, )€ P,(C); y*t = 4x®— gy xt* — g3 t?},

I'application exponentielle étant réprésentée par (1, @,(z), £i(2)). On plonge G,
dans P, de maniére naturelle. On utilise le théoréme 2.1 dans [P] pour
G=G,xE,xE, avec £=1{0} et A=expsW ou W= {(zy, 2, 2,)€C;
zo = Bz, +B,2,}. On démontre le lemme 2.10 par Pabsurde. En notant
T, = [T/3], on suppose que F, s'annule a Porigine avec un ordre supérieur
a T donc 4 3T,. On remarque ici que par hypothéses on a T> 111 donc
T, > (12/37) T Notons G, = G,, G, = E,, G, = E, et n;: G—G; la projection
de G sur G, (i=0, 1, 2). On va considérer les deux cas suivants.

(I) Lorsque E, et E, ne sont pas isogénes: Le théoréme 2.1 de [P] montre
qu'il existe un sous-groupe algébrique connexe G’ de G, distinct de G, vérifiant

(;%) ;(dim G')! x deg G, x deg G} x deg G5 < 216 [ M,,
. . ie

avec
Go=G, ou {0},
Gy=G, ou {0},
G,=G, ou {0},
J=J(G)={ie{0,1,2}; n(G)=0} et o=0(G)=dim(WWnTg)

C’est-a-dire o = 2—dim Wn Ty.. Les sous-groupes algébriques connexes de
G sont 0, G,, G,, G,, GoxG,, GoxG,, G,xG, et G. Notons que, pour
G' # {0}, 'espace tangent T, n'est pas contenu dans I'hyperplan W, donc
dimWn T; =dimG'—1 et ¢ =3—dimG". Pour G'={0}, on a 0 =2.

1) Si G’ est {0}, Go, G, ou G,, on a ¢ = 2 et donc on obtient I'inégalité
T? < 4107My M, M, qui est incompatible avec nos hypothéses.

2) Si G’ est GoxG,, GoxG,, Gy xG,,onac=1,cardJ =1 et on en
déduit l'inégalité T< 111Max{M,, M,, M,} qui est incompatible avec nos
hypothéses.

(1) Supposons que E, et E, sont isogénes.
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1) Soit H un sous-groupe algébrique connexe de E, x E, de dimension 1 tel
que HNE, =0 et HnE, =0. L'espace tangent i l'origine T, de H est un
sous-espace vectoriel de C? défini sur le corps des endomorphismes k de E,,
c’est-a-dire

Ty = {(2o, 215 23): 2 =0, by 2, + b, 2, = 0}
ou b, et b, sont deux éléments non nuls de k. Comme f,/8, ¢k, il en résulte
Tyn W= {0}. '
Si le sous-groupe G’ obtenu dans le théoréme 2.1 de [P] est H ou G, x H,
on a 0 =2 et on obtient

, _ [4107TM,-Max{M,, M,} si G'=H,
s i
(4107/2)-Max{M,, M,} si G’ =GyxH

qui est incompatible avec nos hypothéses.

2) Si G’ est un autre sous-groupe algébrique connexe de G, distinct de G,
on reprend l'argument du cas (I) pour obtenir une contradiction. m

3. Démonstration du théoréme 1.2. Soit g une fonction elliptique de
Weierstrass d’invariants g,, g5 algébriques associée au réseau £. Soit ¢ la
fonction sigma de Weierstrass associée au méme réseau £.

On prend deux périodes w,, wp telles que Q@ = Zw, P Zwy.

Soit w un élément non nul de Q. Soient f,, f, des nombres algébriques
non tous deux nuls. On suppose que [Q(f,, f,):Q] = D.

On va démontrer que pour

A= B 2ni+f, w,
on a
log|A| > —c-D?*(log B+log D)(loglog B + log D),
avec
log B > Max (e, h(B}).

i=1,2

Soit K, un corps de nombres tel que

Ky = Q(@z- 43» &"(“’0/2)]—

On choisit un nombre réel ¢, > 0 assez grand (dépendant seulement de g,,
g3 et de |w|), beaucoup plus grand .que tous les autres nombres réels c,,
C,, ..., €26 Qui sont intervenus et vont intervenir, mais indépendant des
nombres D et de B, et on démontrera l'inégalité annoncée avec ¢ = c}’.

Cuoix 3.1, Nous posons

S = [c3 D(loglog B +1log D)1,

U = c4* D*(log B +log D)(loglog B+log D),

Lo, = [U/(c} D(log B+log D))],

=[U/S], L,=I[U/$*],
T=[U/(c, D(loglog B+log D))],
T, = [T/c3).
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PROPRIETE 3.2. On a
coLoLy Ly/2 < T? < 24 Lo Ly Ly,
U2 T,S<23U,
E3l, Bl 15l Teals Tély T8iéls
PROPRIETE 3.3. On a
DLylogB<cy'U, DLglogL,<c5'U,
DLylogS <c¢5'U, DTlogT<c;**U,
L,S<U, L,S*<U.

Lorsque PeC[X,, X,, X,] est un polynéme de degré partiel < L; en X,
(pour i =0, 1, 2), on pose

¢(zy, 25) = P(By 2, +B, 2,5, €xp(zy), 9(25+0/2))
et
D(zy, z,) = d(zy, 22)(0(224‘(”0/2))2['2,

de sorte que & soit une fonction entiére. Il sera aussi utile d’effectuer un
changement de variables, en remplagant la base canonique (e, e,) de C? par la
base (w, e,) avec w = (2i, w). C’est pourquoi on pose z, = 2nil,, z, = of, +{,
et on définit

U(is §o) = d2mily, wfy+8) et ¥(Ey, {5) = PQ2mil,, wf; +{;).

3.1. Base de K. Soit K = K,(B,, B,). Le degré d de K sur Q est c,*D. Soit
o un générateur de K, sur Q et soit {&, =1, &,, ..., §,} une base de K sur
Q formée d’éléments de I'ensemble

([T 5 0< 6, < D, 0 < k < [Ko: Q] k+8,+6; < [K:Ql}.
i=1

Alors on a pour 1 <i<d
(34 h(£) < ¢, DlogB.
3.2. Construction de la fonction auxiliaire
HyPOTHESE 3.5. Pour démontrer le théoréme 1.2 par I'absurde, on suppose

|4] < exp(—c3 U).

On cherche a construire un polynéme Pe K[X,, X,, X,] de degré en X
inférieur a L, (i=0, 1, 2). On considére les coefficients de P comme des
inconnues. On note

I={(t,,t,); 0<t, <T,,0<¢t, < T, t,, t,€Z}.
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Si py, ..., py €K désignent tous les coefficients non nuls de P, alors on définit
h(P) comme la hauteur de Weil logarithmique absolue du point
(L, pys o5 Pr) € Py(K).

PROPOSITION 3.6. I existe une constante c¢s > 0 indépendante des paramet-
res B, D et il existe un polynéme non nul Pe K[X,, X,, X,] de degré en X,
inférieur a L, (i =0, 1, 2) vérifiant

3.7 h(P) < c5°c2 U/D

et
9 V' (L) v, 0)| < - e
a, acz &

Démonstration de la proposition 3.6. On écrit les coefficients de
Pdanslabase ¢, ..., & de K sur Q définie dans le § 3.1. Par la propriété 3.2 et
le choix 3.1, on a avec les notations du lemme 2.7

v=c4DL,L,L, > ¢,DT?*/(2c;) et pu<(Ty+1)(T+1)<4T?/c}
donc

(3.8) log

pour (t,, ty)el.

v/2u > c,c,D/16.

Nous allons considérer le systéme d’inégalités

2\
(ac) (acz) ik &

On va majorer les coefficients. Pour i = 0, 1 et 2, soit 4, un entier tel que
0 < 4; < L; posons aussi

log —cg/? Ufes pour (ty,t)el,cs = Max(2, (64/cy)).

zy =2mily, zy=owl,+{, et zo=p,2,+p,2,,

Ji(zy, z)) = explzy),  fo(zy, 2,) = Pz, +w,/2).

On remarque ici que dans la propriété 3.2, on a L, < T. Ainsi on a, comme
dans la démonstration du lemme 2.4, mais en explicitant la dépendance en f, et
en utilisant l'inégalité |B,| < B® (cf. p. 20 de [W1]),

(agl) (a) (AL + B, L)Y e ™At (ol |+, +wo/2)R

Ez=0

a o a \2
() ) f e

ou le maximum est étendu aux entiers 7o, 7,, 7, >0 avec 0 <1, < L,
To +7; + 17, < 2T; en effet, toute dérivée par rapport a z, d’ordre supérieur a i,
est nulle.

< Max c¥ BPLe

zo=z1=2z3=0
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On utilise les inégalités de Cauchy en remarquant que L, < T pour en
déduire

(%) (6‘2 ) (AL, +By L) 4 (@l + 0+ 0o/

=8
< exp(cg(DLylog B+ Tlog T)).

On utilise aussi (3.4) et la propriété 3.3 pour majorer le module des coefficients
de notre systéme d’inégalités par exp(U). On applique le lemme 2.7 avec

m=p=c§*Ujcs et d=c3?UD °
pour résoudre (3.8) et avoir
h(P) < cscd*U/D.m

PROPOSITION 3.9. On a pour t,+t, <2T, 0<s< S, t,,1,,5€Z,

Ja\" a\ 3 Su
l(ag,) ( 2) ¥(0, (?'C) ("“C;) ¥(s, 0)'cexp( ¢orcS? U).

Démonstration de la proposition 3.9. Fixons deux entiers ¢,,
t, >0 avec t, +1, < 2T, et considérons la fonction d'une variable complexe

a n 12
o (3] (& e

P(XO‘ Xp Xz}= ZZZP,}(%"X'}’X%‘
Ao Ay 42

On note

ol Ay, 4,, A, décrivent les entiers tels que 0 < 4, < L, (i =0, 1, 2). Effectuons le
changement de variables z, = Al, +8,{,, z; = 2mi{; et z, = w{;+{,. On
a donc en posant 4 = (4, 4;, 4;)

d ) 8 \n a\"
f(O)—):ZZm( +2’“az,+ .az) (’82620 322)

Ag Ay Az
X zéoell” (Q(Zz + woa"{z”izlm=zl=z:=0

et grice 4 la périodicité de la fonction exponentielle et de la fonction elliptique,
on a

I TR
1= 550 (20 L0 ) (ot )

zp=54
z1=z2=0

x 280 €417 (0 (2, + 0o 2))M
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On pose

d d ad \1 Fil 2 \2
Q{ls tl’ tz)—( a +2“la+wa 2) (ﬁza—zo+a_zz)

x 26" M (9 (25 + 0o/2)) 0 =2, =22=0

7 d a a\"
rd, ty, t) = ( E1‘0+21t1621+ 62) (ﬂza% 022)

x 24° €% (2 (25 + wg/2))?| 0 =34

F41 =2:=0

et

On peut considérer que r(4, t,, t,)—q(4, t,, t,) est un polynéme en sA. Le
terme constant de ce polynome est nul. Par hypothése 3.5, on a |[4] < 1. On
calcule les dérivées comme dans la démonstration du lemme 3.5 de [W 4] mais
en explicitant la dépendance en fi, et en s4 dans la majoration des dérivées, en
remarquant la propriété 3.2 et enfin em utilisant I'inégalité |8,| < B®, pour
obtenir

lf ©)—f ()] < Lo L, L, Max|p,| cio B*" T*1:7 | A| S™.
A

Par ’hypothése 3.5, les propriétés 3.2 et 3.3, et 'estimation (3.7), la proposition
3.9 en résulte. m
3.3. Extrapolation

ProrosiTION 3.10. Il existe un nombre réel c;, > 0 tel que

a 1 a 12
CICARGE

Démonstration de la proposition 3.10. D’abord on déduit de (3.8),
de la proposition 3.9 et du lemme 2.2 avec la propriété 3.3,

L CANCARCLE

On fixe t, avec 0<t, < T, et on pose

2\
N=—] ¥(z, 0).
1@ (acz) 2, 0)

log < —c¢y2cdU  pour t,+t, < T, t,,t,eZ.

—¢y3cy* U pour (t,,t,)el,0<s5< 8§, s5€eZ.

Ainsi on a
(3.11)  log|f*)(s)| € —cy3'cd*U  pour 0<t, < Ty, 0<s5<8.

Nous allons appliquer le lemme 2.8 avec r =S, R = 16r. On a par la pro-
priete 3.2,

3 — Acta Arithmetica 56.2
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(3.12) (c3/2)U < (T,+1)S <4c3U.
D’abord on a l'estimation avec (3.7):
log|flg < ¢14(ca”* U+ DLylog B+ Tlog T+L,logR+L, R+ L, R?)

et cette quantité est majorée par ¢y c3/? U par la propriété 3.3. Ainsi le lemme
2.8 implique avec (3.11), (3.12):

(3.13) log|f1,. < log2+Max(log2+c,s'c3/> U—(log4)(c3/2)U,
log 5+ (log 18)(4c3) U —cy5c3'? U)
% “_Clﬁ'cg U.

En utilisant les inégalités de Cauchy pour 0 <t 1T c=¢yy

AN
(&) 2 roof - rf

on a la proposition 3.10.

3.4. Inégalité de la taille. Pour la fonction @ que 'on a définie au début du
§ 3, on a I'énoncé suivant:

LEMME 3.14, 1] existe un nombre réel c,3 > 0 ne dépendant que de g,, g, |o|,
ayant la propriété suivante. Soit K = Ky(B,, B,). Soit Pe K[X,, X, X,] de
degrés < (Lo, Ly, L,) avec h(P)<logH, H>e. On prend w et B comme
précédemment. Soient T,, t,, t, des entiers > 0 avec t, +t, = T,. On suppose que
la fonction ® a un zéro en (z,, z,) = (0, 0) d'ordre supérieur ou égal a T, et le

nombre
151 iz
(—‘?—) (_6_) ®(0,0) n'est pas nul.
0z,) \0z,

Si Ly < T, alors on a

a n a ta
() oo}

Démonstration du lemme 3.14. Utilisons le lemme 2.3 pour exprimer

la valeur
a \n
CANCARTE

sous la forme de la valeur d’un polynéme et pour estimer les coefficients de ce

polynome.
o\1/a
(@) (&) veo

log

—c¢13D(log H+ Ly log B+ T, log(T; + L, + L,)).

Ce nombre
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peut s’écrire sous la forme Q,(0, 1, p(wy/2)) oi Q, est un polyndme
€K[X,, X, X,] dont, grice 4 L, < Tl, la hauteur de Weil logarithmique
absolue des coefficients est majorée par

log H+cyo(T, log(T, + L, + L,)+ L, log B).
a \'"f o\~ ;

De plus (5) (a—z—) #(0, 0) est un nombre algébrique appartenant
1 2

a K qui est de degre = c,'D sur Q, et on peut majorer sa hauteur de Weil
logarithmique absolue par

log H + ¢z, (T, log(T; + L; + L,) + L, log B).

D’autre part, on peut supposer que I'ordre de zéro de ® en (0, 0) est exactement
T,, alors on a

o\ / 2\ a\1/ 8\
() (52) o0.0- () (5 s otctamr

Donc, on déduit de (2.1) que

&) &) e

n’est pas nul si et seulement si

3 1 a I2
(@) () o0

n’est pas nul. Il résulte ainsi de I'inégalité de la taille (voir par exemple le lemme
3 dans [M-W]):

a Iy a 2
— — 0,0
(azl) (622) H )'
> —cy; D(log H+ T, log(T, + L, + L,)+ L, log B).
Par conséquent, on déduit de (3.15) et de (2.1) que

(@) (&) 0o

2 —cy3 D(log H+ T, log(Ty + L, + L,)+ Ly log B). w
PRrOPOSITION 3.16. La fonction ® que I'on a construite vérifie

6 1y a iz
(6_2-1") (Ez_z) ®0,00=0 pour t,4+t,<T

Démonstration de la proposition 3.16. La proposition 3.10 et le
lemme 2.4 avec la propriété 3.3 fournissent

(3.17) log (—aij—) (5) (0, 0)

(3.15 log

log

< —CycgU  pour t,+t, < T
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On applique le lemme 3.14 avec (3.7) et la propriété 3.3. Si le nombre

a n a iz
(a—z) (a—) s

a Iy a 2
(e) (&) 00

En combinant (3.17), (3.18) on en déduit ¢, < ¢, d’ou une contradiction. La
proposition en résulte. m

n’est pas nul, alors

(3.18) log

> —Cys'ca?U.

3.5. Conclusion. La proposition 3.16, jointe a la remarque (2.1), montre que
la fonction ¢ que nous avons construite a un zéro a I'origine d’ordre supérieur
a T, contrairement a ce qui est permis par le lemme de zéros 2.9. On obtient
ainsi une contradiction qui compléte la démonstration du théoréme 1.2.

4. Démonstration du théoréme 1.4. Soit g, (resp. ,) une fonction
elliptique de Weierstrass d’invariants g,,, gs, (resp. g.., ¢gs,) algébriques
associée au reseau Q, (resp. £,). Soit o, (resp. ¢,) la fonction sigma de
Weierstrass associée au méme réseau €, (resp. 2,). Pour i = 1, 2, on prend
deux périodes w?, w{" telles que Q; = Zw) D Zw?'.

Soit w, (resp. w,) un élément non nul de Q, (resp. 2,). Soient f,, B, des
nombres algébriques non tous deux nuls. Supposons que [Q(f,, f,):Q] = D.

On va démontrer si la quantité A = §, w, + f, w, n’est pas nul, alors on a

log|A] > —c'D?(log B+log D)(loglog B+log D)?,
avec
log B > Max (e, h(B))).

i=1,2

Soit K, un corps de nombres tel que

Ko = Q(921, 931> 922, 9325 §2,(03/2), pz(“’gfz))-

On choisit un nombre réel ¢, > 0 assez grand (dépendant seulement de
g21> 9315 922> 932, @] €t de |w,|), beaucoup plus grand que tous les autres
nombres réels ¢,, ¢,, ¢;, €30, ---, €33 qui sont intervenus et vont intervenir,
mais indépendant des nombres D et de B, et I'on démontrera Iinégalité
annoncée avec ¢ = c3’

CHoix 4.1. Nous posons

S = [c3 D(loglog B+log D)],

U = ¢4® D*(log B +log D) (loglog B+ log D)?,
Ly = [U/(c3 D(log B+log D))],

‘Ll = Lz = [U/SZ]’

T=[U/(c, D(loglog B +log D))],

Ty = [T)cd).
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PROPRIETE 4.2. On a
ey By Ly Laf2 €T € 20, L5 L L,
UL < T,S<23U,
Loz1, Li21, Ly21, Tzcyly, T2c¢gLy, T=cylL,.

PROPRIETE 4.3. On a

DLylogB<c¢y'U, DLjlogL,<cy'U,

DLylogS < ¢;'U, DTlogT<c3*sU,

LU, L;S<U.
Lorsque PeC[X,, X, X,] est un polynéme de degré partiel < L, en
X; (pour i =0, 1, 2), on pose

Oz, 25) = P(By 2, + B, 2,, p,(2, + }/2), Pz(zz+w2/2))
et

D(zy, z,) = #(z,, z,) n (0'.-(3;"‘(’)?:’{2))2["‘

i=1,2

de sorte que @ soit une fonction entiére. Il sera aussi utile d’effectuer un
changement de variables, en remplagant la base canonique (e, e,) de C? par la
base (w, e,) avec w=(w,, w,). Cest pourquoi on pose z, =, {;,
z,=w, 0, +{, et on définit

'}’{C; ) ‘:2) = ‘)b'f": C]\ Wz‘:l +‘:3;‘
et

Y, o) = Plw, {y, w,{, +{5).

Nous allons reprendre exactement le méme argument pour démontrer le
théoréme 1.4 que celui de la démonstration du théoréme 1.2, en considérant les
fonctions auxiliaires ¢ et @ ci-dessus, au lieu de

P(Byz,+B,2,, exp(zy), 0(z,+wy/2))

et
P(ﬂlzl+ﬁ2 z;, €Xplzy), 9(z, +w0;’2))(a(zz+wo/2))u1

celles dans la démonstration du théoréme 1.2.

4.1. Base de K. On prend une base {¢,, ..., &} de K = K,(B,, ,), choisie

de la méme maniére que celle du § 3.1 et on a pour 1 <i <4,
(44) h(&) < coDlogB.
4.2, Construction de la fonction auxiliaire

HypoTHEsE 4.5. Pour démontrer le théoréme 1.4 par 'absurde, on suppose
|| < exp(—c3 U).
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On va construire un polyndéme PeK[X,, X, X,] de degré en X,
inférieur 4 L; (i=0, 1, 2) comme dans le § 3.2.

PROPOSITION 4.6. Il existe une constante c3o > 0 indépendante des para-
métres B, D et il existe un polynome non nul Pe K[X,, X, X,] de degré en X,
inférieur a L, (i =0, 1, 2) vérifiant

4.7 h(P) < ¢30°¢3/* U/D

a\" /o
g(@) (562) ¥ (O, 0)] —c§? Ufeso

Démonstration de la proposition 4.6. Ici, on a la majoration
suivante des coefficients du systéme d’inégalités (4.8):

et

(4.8)

pour (t,, t,)el.

r

(3(2 )‘( 0 ) (AL, + B2 80" (94 (@, Cl+"‘“/2})}"[pz(w2¢:1+C2+wg/2))‘2é
1

2 0

< exp(cs; (DL, log B+ Tlog T)).

Nous utilisons le méme argument que celui de la démonstration de la
proposition 3.6. m

ProrosITION 4.9. On a pour 4+, <2T, 0<s5<8S,1,,1,,S€Z,

() () vo.0- (&) (&) veo

Démonstration de la proposition 4.9. Fixons deux entiers ¢,, t, > 0
avec t,+1t, < 2T, et considérons la fonction d’une variable complexe

a n 0\
J {z)=(5§_1) (5Cz) Y(sz, 0).

Grice 4 la périodicité de la fonction elliptique, on a avec la propriéte 4.2

< exp(—c3;°¢c§? U).

If(0)—f (D] € Lo L, L, Max|p,|c}; B?TT|A| Sk,
A

Le méme argument que celui de la démonstration de la proposition 3.9 avec
I'hypothése 4.5, les propriétés 4.2 et 4.3, et lestimation (4.7) fournit la
proposition 4.9. =

Mesures de transcendance pour les quotients 131

4.3. Extrapolation

PROPOSITION 4.10. II existe un nombre réel c;s > 0 tel que

AYVEAS
g(ﬁ:) (a) #0,0) <

Démonstration de la proposition 4.10. Cest la méme démon-
stration que celle de la proposition 3.10 avec I'estimation

log|flg < c3s(cy’> U+ DLylog B+ Tlog T+ Lylog R+ L, R*+ L, R?)
< Ciz* Co"i U

lo

—c3s'cd U pour t,+t, < T, t,, t,eZ.

ou

f2)= (Eg—) ’ ¥Y(z,0). m

4.4. Inégalité de la taille. Pour la fonction & que I'on a définie au début du
§ 4, on a I’énoncé suivant:

LEMME 4.11. II existe un nombre réel c;5 > 0 ne dépendant que de 921, J31,
922, 932, lwgl, |w,|, ayant la propriété suivante. Soit K = K, (B,, B,). Soit
PeK[X,, X, X;] de degrés <(Ly, L,, L,) avec h(P)<logH, H>e. On
prend oy, w, et B comme précédemment. Soient T,, t,, t, des entiers > 0 avec
ty+t; = T,. On suppose que la fonction ® a un zéro en (z,, z,) = (0, 0) d’ordre
supérieur ou égal a T, et le nombre

@ 151 a Iz
. — | @& 2 L
( azl) ( 322) (0,0) n'est pas nu

Si Ly < T, alors on a

a t a 12
(@) ) ool

Démonstration du lemme 4.11. Le lemme 2.3 permet de dire que le

nombre
a 1y a 12
() () w00

peut sécrire sous la forme
0.(0, @,(@9/2), p,(3/2))

ou @, est un polynéme € K[X,, X, X,]. Le méme argument que celui utilisé
plus haut pour démontrer le lemme 3.14 avec la fonction

P = ¢ x(o,(z, +w1f2))ﬂ" (o2(z, +w§/2))?L2
entraine le lemme 4.11. =

log —c3g D(log H+ Lylog B+ T, log(T, + L, + L,)).
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PROPOSITION 4.12. La fonction @ que l'on a construite vérifie

o \"/ 0\»
(—(:E) (5-;2—) $0,00=0 pour t,+t,< T

Démonstration de la proposition 4.12. S’il existe un couple (11, t5)
d’entiers avec t,+t, < T tels que le nombre

VEAVEAS
() (@) oo

ne soit pas nul, alors, comme dans la démonstration de la proposition 3.16, on
obtient une contradiction entre d’une part I'estimation déduite de la proposi-
tion 4.10 et du lemme 2.4, et d’autre part la minoration obtenue grice au
lemme 4.11 et (4.7). =

4.5. Conclusion. Le lemme de zéros 2.10 impose que les deux courbes
elliptiques associées 4 g, et g, soient isogénes, et que le nombre B,/8,
appartienne au corps des endomorphismes k. Si w,/w, est algébrique,.on
conclut grace a I'inégalité de Liouville. Sinon, w,/w, est transcendant, et alors
k = Q et de plus w,/w; n'est pas réel, tandis que /B, est rationnel; l'inégalité
(1.5) est alors banale.
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