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Introduction. Dans I'analogie entre corps de nombres et corps de fonc-
tions sur un corps fini, le nombre de classes correspond au nombre de points
de la jacobienne. Nous donnons dans cet article une borne inférieure du
nombre de points d’une jacobienne sur un corps fini. Depuis les résultats de
Weil ([9], [10]), il y a eu beaucoup de travaux consacrés au nombre de points
des courbes sur un corps fini, mais peu d’entre eux concernent explicitement
le nombre de points des jacobiennes (cf. [1], [2], [5], [6])). Signalons que
récemment S. G. Vladut a abordé ce probléme pour I'appliquer 4 la théorie
des codes correcteurs d’erreurs (cf. [8]).

Le § 1 fixe la terminologie, les notations, et rappelle les résultats de Weil; le
§2 établit les estimations classiques qui découlent immédiatement de ces
résultats. Nous établissons au § 3 une identité (théoréme 1) entre le nombre de
diviseurs positifs de degré n sur une courbe, le nombre de points de sa
jacobienne, et les racines inverses du numérateur de sa fonction zéta. Cette
identité résulte d’une formule (lemme 2) qui est I'expression algébrique d’un
théoréme classique pour les fonctions zéta des corps de nombres: la formule de
Hecke.

Nous donnons au §4 une minoration (théoréme 2) du nombre h de points
d’une jacobienne qui résulte du théoréme 1, et nous améliorons ainsi les
minorations standard comme le montrent les tableaux en annexe. Ces
minorations nous permettent d’obtenir des conditions sur g et g pour qu'’il
existe des courbes de genre g sur F,avec h=1ou h=2; dans le cas h =1,
nous retrouvons des résultats de Madan et Queen [6].

Nous tenons 4 remercier J. P. Serre pour les remarques qu’il a faites sur ce
travail.

1. Fonction zéta d’une courbe algébrique. Soit X une courbe algébrique
projective irréductible et lisse de genre g définie sur le corps fini F,; on suppose
que le corps des constantes du corps des fonctions rationnelles sur X est égal
4 F,, ce qui revient 4 dire que X est géométriquement irréductible sur F, ¢ On
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désigne par Div* (X; F) (resp. Div, (X; F))) 'ensemble des diviseurs positifs
(resp. des diviseurs posmfs de degré n) de X rationnels sur F,. A un diviseur
aeDiv* (X; F)), on associe sa norme

N(a) = g*s.
La fonction zéta (minuscule) de la courbe X est
O =Xxar N(a). _)_:o

o a parcourt I'ensemble Div* (X; F), et oi D, est le nombre de diviseurs
positifs de degré n. On peut aussi I'écrire

o) 8

ot le premier produit porte sur tous les points fermés p du schéma X, et ou g,
est le nombre de points fermés de degré d.
La fonction zéta (majuscule) de la courbe X est

Zy(T) =exp Z EIX(F,,..)I

n=1

On a {y(s) = Zx(g™®), ce qui s’écrit aussi, en posant T=g"*

Zy(T) = }E D, T
On pose =%
Px(T) = Zy(T)(1 = T)(1 —qT).
Les résultats de Weil (cf. [9], [7], p. 207, [10], p. 130) sont les suivants:
(i) (rationalit)1a fonction Py (T) est un polyndme de Z [T] de degré 2g; ona
Py(0)=1 et Py(l)=h=Jx(F)
ou J, est la jacobienne de X;
(ii) (équation fonctionnelle) on a
Py(1/gT) = g~ ° T2 Px(T);
(iii) (hypothése de Riemann) écrivons

2g
Py(D=[[0-=T)
i=1

on a ln,|=\/a pour 1 <i<2g.

1l résulte de (iii) que l'application =, %, = g/=, est une permutation des
racines m,.
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En fait, on peut aussi écrire:
)

PX(T) = H (l-ﬂiﬂ(l_ii T);
i=1

autrer?ent dit, les racines éventuelles réelles sont de multiplicité paire. Sinon, le
polynéme P, (T) serait de la forme

Px(T)=(1 _\/‘}T)(l +\/ET)’1:11 (I-m (-7, T)
i=1
et on aurait
Py)=h=(1-q T] (1-m)(1—%) <O.

Il s’ensuit que le coefficient de T3¢ dans P,(T) est égal a g%.
2. Estimations standard du nombre de classes. Il résulte de la relation

P()=h=[](1-n)(1~7)

que 'on a
(Wa-17* <h < (1+/af;
puisque
i = § ()
n=0\ 1
on a

(] +ﬁ)h < q¢+ql"(l.l‘2) § (29) = qn_l_(zZs__l)q'—tuz;
et "
h—gf] < Q¥ —1)ge=0;
plus précisément, on a

(1+/af* < g°+2g-¢*~ 004 g0 z( )

n=2
= q‘+29.qc—(l{2}+{2zg_29_1)q'_1
et donc :
lh—q| < 2g-¢*~ "+ (2% —2g—1)g* 1.

Ces majorations s’appliquent en fait  toute variété abélienne et non seulement
a4 une jacobienne.
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3. Relation entre le nombre de classes et le nombre de diviseurs positifs. On
désigne par J,(X; F,)) lensemble des classes d’isomorphisme de faisceaux
inversibles de degré n de X . C’est un espace homogéne principal sous J (X; F ).
Pour tout entier n, il y a un diviseur de degré n sur X (cf. [10], p. 126), donc
I'ensemble J, (X; F,) est non vide et son cardinal est égal 4 h. Pour tout faisceau
inversible L de degré n on note cl L sa classe dans J,(X; F,), H °(X, L) I'espace
vectoriel de ses sections, h°(X, L) la dimension de H° (X L)sur F,et le
faisceau des formes différentielles de X. Le résultat suivant est bien connu:

LEMME 1. Si n> 0, on a legalité
qn+ 1-g¢ s> 1
q-1
Démonstration. A tout diviseur positif sur X, on associe un faisceau
inversible de la fagon usuelle. On définit ainsi une application de Div, (X; F)

dans J,,(X; F,). Puisque I'image réciproque de la classe d’un faisceau mvermble
L est l'espace projectif P(H°(X, L)), on a

qM’{X WL _q

dlel (XiF) 97 1

(1) D,=q"*'""Dyyz—pn+h

D,=

D’aprés le théoréme de Riemann-Roch, on a
hO(X,L)=n+1—g+h° (X, 0@ L),

par suite

(q—l)D“ = Z qn+1—¢+h‘°{x.wGL"l_1

cllel(X:F q)
=;h(qn+l—¢_1)+qu+l—g Z qh"(x.mOL")_l
clLeJn(X;Fg)
Quand cl L parcourt J,(X; F ), 1a classe du faiscean 0 @ L~ ! parcourt l'espace
J2g-2-a(X; F)), donc
(q'_l)DZg—Z—ll = Z qh"(x.wsf.")__l
clleln(X;Fq)
d’ou l'egalite cherchée.
En particulier, pour n>2g—1, on a Dz,_z_, =0, donc

qn+l g_
@ - D=
q— Tg—-1
LEMME 2. Pour g =2, on a
-2 g-1
ZDTn+Zq' 1= nDTZQ 2-n
n= n=0
Py (T) +hT'"( 1 1
T{A=T)(1—qT) 1-T 1-qT)
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Démonstration. En utilisant (1) et (2), on obtient

Zy(T)= ¥ D, T"
rn=0

g—2 2¢-2 e @ ql-i-!—g
= Z Dur+ Z q' > ‘DZg—Z—nP+h Z ™
n=0 n=g-—1 n=g-1 q_l
g=2 g—1 -1 w
=YD, T+ Y ¢ *"D, :=“="="'+ilz——-"rw Y @-nT
n=0 n=0 u-o
-2 -1 e |
i T? 1 1
=Y D, T+ ¢=1=np T¥#=2-"i}p -
.go ,).:oq " * q-—l(l—qT l—T)’

d’ou le lemme.

Remarque. Le lemme 2 est la version algébrique d’une formule intégrale
pour la fonction {x(s), qui est la formule de Hecke dans le cas des corps de
nombres (cf. [3], thm. 15, p. 300).

THEOREME 1. Soient X une courbe algébrique projective, géométriquement

irréductible et lisse de genre g > 2 sur F,, D, le nombre de diviseurs positifs de

degré n sur X, et (;, )1 <i<, les couples de racines inverses du numérateur de la
Jonction Z,(T); alors

3 S b, ~1-np -
@) -Zo +'§0q' hignu -

Démonstration. Posons P(T) = Py(T) et faisons T= 1 dans les deux
membres de I'égalité du lemme 2; pour cela, il nous faut introduire la fonction
auxiliaire

P(T)
F(T)= _q,r+h—-—-—
qui s'annule pour T=1. Avec cette notation:
-2 g=1 F(T) T';—l
D, T D, TR
o EeTLe “I-T "g=Da—q1y
d’ou
§—2
Y D+ Z ¢ "D, = —F(1)+h——
"=0 =0 (q— )
Draprés la définition de F, on a
= P(T) Té"2
F(T.")--1 qT+q( T)’+h(g 1)—
F'(l)—m+ il l

g the-N =
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Pour achever le calcul, il faut donc déterminer P’ (1) et F' (1), ce que nous allons
faire maintenant. On a successivement

P(T) = [[U-mTY(1~7,T),

PT) & m 7, & m+®—24T

P(T) i=11_“17+1_7_’-iT_ (- (-7, T)

et
P() & 2q—(m+7)
P) & N—mP

En vertu des égalités
P()=h, (-m){d—7)+q—1=24—(m+7),

on peut écrire
P(1) g g-1

h g |§1 I1 _ﬂilz'
1 h i +h(g I]L
e )___ Izzlll_ﬁz (1—q) q—1

h L 1
(1—g)? Igi [1—m)?

ce qui démontre le théoréme 1.

4. Nouvelles minorations du nombre de classes. La proposition précédente
va nous permettre de minorer h. Pour cela, nous devons majorer la somme

g 1

=l
Puisque || = \/&, on obtient immédiatement deux inégalités:

M—mf? > (V/q—1)? [1—=f* > (@q—1)

et la deuxiéme s’écrit
[(1—m) (1 +m)*> = (g—1)%,

donc 1
q_
1—-n* > ;
T
On en déduit les deux majorations suivantes: d’une part
g 1
@

IZI i1 —“;Iz (\/_
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d’autre part . { {

) 3 - Z (1+g+m+7)

s ll=ml® " (g—1)* =

1
= @=Tr @+ D+1+a-IX (F)),

d’ou

o1
(5) 2 T -. 1)z({9+l)(<)'+1}-IJ'~'(F,)I),

i=1

car on déduit 1mmedlatement des formules de Weil
L

|X(Fq)! =1l4+q— z (m+m).
i=1

Puisque 1+q—29\/§ < |X (F), 1a majoration (5) est meilleure que (4). On
peut aussi remarquer directement que linégalité
1—mf? > (g—1)*/11 +n)2
est toujours meilleure que I'inégalité
N-n? > (/a—1)?,
puisque |1+m)? < (\/g+1).
Le résultat principal de cet article est le suivant:

THEOREME 2. Soit X une courbe algébrique projective, géométriquement
irréductible et lisse de genre g > 1 définie sur F ; soit J, la jacobienne de X, et
h=|Jy(F).

1) On a
_ =1
(g+1)(g+1)

h=>q!

2) On a aussi

> (I p e X E)+a—1,

qg—1 "’
3) Sig> \/6/2 et si X a au moins un point rationnel sur F,, alors
h=(g°—
¢ )Q+9+9’q

Démonstration. Posons X(X) = lsig=1 et

EX)="Y D,+Y gD,

=0 n=0

si g = 2; Iégalité (3) du théoréme 1 se réécrit
' Z(X)=h z

=11 —ﬂalz
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et cette égalité est vraie pour g > 1. Pour n >0, on peut minorer D, par
|X (F,); compte tenu de ce que Dy =1, il vient pour g > 2

E00> 14+¢ X E) Y ¢4,

et donc
Z(X)zq¢!
si g = 1; linégalité (5) donne alors I'inégalité 1). On a aussi, pour g 2 1,
X(F)l+q—1
200> @t -y XEd e

q—1

et I'inégalité (4) donne l'inégalité 2). Si |X(F)| > 1, on a, pour g > 2

-1 _ iy
gr=1 H_q' 1 S q

g-1 g—1 q-1

ce qui établit le résultat annoncé en 3) en utilisant Iinégalité (5).

)14+ Y @I = 1y 4
n=1

Remarque. Au paragraphe 2, on avait mentionné la minoration standard

h>(V/a-1)%;

la minoration de I'assertion 1) du théoréme 2 sera meilleure que la minoration
standard si

-

(\/‘;g— 1)2q'_1 > (\/E—l)z",

autrement dit si

i l ~=0(a);
logg ™ log(g/(/a—1)?)
I'inégalité précédente sera satisfaite si g = g,(g), ol go(q) est la solution de
I'équation
g—1

Toah =v(q)
Ogg

qui tend vers l'infini avec g; puisque v(g) ~ \/5/2, on a

N

go(q) ~ 2 IOBT-

Quand g > g,(q), ces nouvelles minorations sont bien meilleures, comme le
montrent les tableaux du paragraphe 6; mais elles ne valent que pour les
jacobiennes, et non pour les variétés abéliennes quelconques.

On obtient immédiatement d’aprés les tableaux du paragraphe 6 les
résultats suivants:
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COROLLAIRE. Soit X une courbe de genre g > 1 sur F, o (resp. ayant au moins
un point rationnel). Si h =1, on est dans Tun des cas suivants:
g=2 e g<5 (resp. g<3),
g=3 e g=1,
q=4 e g=1;

si h=2, on est dans Pun des cas suivants:

g=2 e g<6 (resp. g<59),
gq=3 e g=<2,
g=4 e g=1,

q=5 e g=1.

Le cas h = 1 se trouve déja dans les travaux de Madan et Queen [6], qui
généralisent ceux de MacRae [4].

S. L’analogue du théoréme de Brauer-Siegel. On garde les notations
précédentes, et on pose
D =g*"2,

Ce nombre joue le méme réle que la valeur absolue du discriminant d’un corps
de nombres. En fait, la valeur absolue du discriminant d’un corps de nombres
est la norme de la différente de son anneau d’entiers; dans le cas d’une
extension de F,(x) avec [K: F(x)] = n, la formule de Hurwitz (cf. [10], p. 157)
implique que le degré de la différente b est égal a

deg(d) = 29—2+2n,
d’ou N(b)=¢*"D.
Soit K le corps des fonctions rationnelles sur X; le corps K est une
extension de degré n d’une extension transcendante pure F, . (x) si et seulement

§'il y a un morphisme non constant X — P! de degré n.
Le résultat suivant est une conséquence du lemme 2.

LEMME 3. Supposons qu'il y ait un morphisme non constant X — P* de degré
n 2 1; alors, pour s> 1, on a

h<g®Cp(s) L.

Démonstration. Soit q un point fermé de P!; si p est un point fermé de
X au-dessus de q, on a N(p)=N(q) avec f>1, et

1 \"! 1 \~f
1= S{l—] ;
( N(P)’) ( N(q)’)
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s'il y a r points fermés au-dessus de g, on obtient

i) < (1)
1...-..[( “Npy) T\ N@)

puisque fr < n, il vient pour s> 1
{x(8) < {p(s)
D’autre part la formule du lemme 2 se réécrit
Zy(T) = hT* Zp (T)+Q(T),

ou Q(T) est un polyndéme de degré 2g—2 dont les coefficients sont des entiers
positifs; si T> 0, on a donc

Zy(T) > hT* Zp(T),
et en prenant T=4g"%,

Lx(8) > hg™® {p(5),
d’ot le résultat.

THEOREME 3. Si K parcourt une suite d'extensions de F (x) telle que
[K: F,(x)] <n, il y a des constantes explicites C, et C, telles que

N -
. D .
Ciiogp <H<Co /D (log./Dy
Démonstration. Le théoréme 2 implique

—1)2
© hp &1 s

d’olt I'on déduit la premiére inégalité. D’autre part si on pose
1

glogg’

on a ¢* =eq® (ol e est le nombre tel que loge = 1), et

s=1+4

1 2 i siig
)= T S 1o < (g < ¥ S MV
(la trbisiéme inégalité car shx > x), par suite
h<e(2g/er* /D,
d’ou la deuxiéme inégalité grace au lemme 3, et le résultat.
Remarque. Si K parcourt une suite d'extensions de F (x) telle que

[K': Fq (x)]/IOS D=0,

logh ~log/D.

alors

Nombre de points des jacobiennes 339

En effet, il résulte du lemme 3 et de (6) que pour tout > 0, il y a des
constantes C, (¢) et C,(¢) ne dépendant que de ¢ tel que

Cz(s)(\/l_))’ “t<h< Cyle)? (\/5)14;'
Ces résultats sont I'analogue du théoréme de Brauer-Siegel (cf. [3], Ch. XVI)
pour les corps de fonctions, établi par Inaba [2]; cf. aussi Gogia et Luthar [1],
Madan et Madden [5]; nous avons obtenu ici un résultat plus précis comme
conséquence du théoréme 2.

6. Tableaux numériques. On note [x7 le plus grand entier supérieur ou
égal au nombre x.
1. Varietes abeliennes

hya= [(Va—1)7

g\g 2 3 4 5 7 9 11 13 16
1 111 2 3 4 6 7 9
2 111 3 8 16 29 47 81
3 1 11 4 20 64 155 313 729
4 1 11 6 54 256 830 2125 6561
5 111 9 146 1024 4453 14422 59049
6 1 11 13 395 4096 23893 97903 531441
7 111 2 1070 16384 128228 664 653 4782969
- / jennes
2 aCObl h10= l,q"_l (q__l)z -l
(@+1)(g+1)
g\g 2 3 4 5 7 9 11 13 16
1 11 1 2 3 4 5 6 7
2 1 1 3 . 5 11 20 31 45 71
3 1 3 8 17 56 130 253 435 848
4 1 6 24 67 309 934 2219 4520 10843
5 1 14 77 278 1801 6999 20335 48 962 144 565
6 2 35 264 1191 10805 53988 191728 545574 1982602
7 3 92 a2 5209 66178 425153 1845377 6205898 27756424

3. Jacobiennes de courbes ayant au moins un point rationnel

b = [@-n—2="]

9+g+4gq
g\g 2 3 4 -5 7 9 1 13 16
1 11 1 2 3 4 5 6 7
2 1 2 4 6 13 23 35 50 m
3 1 4 10 22 67 150 283 480 917
4 2 9 32 87 370 1072 2482 4967 11703
5 2 22 106 358 2146 8007 22684 53681 155729
6 4 54 362 1525 12835 61617 213441 597131 2132697
T 6 142 1261 6649 78433 434352 205128 26783624 29826162
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On the splitting of primes in an arithmetic progression, II
by

M. BHAsKARAN (Duncraig) and S. VENKATARAMAN (Madras)

1. Introduction. Let k be a number field and suppose peQ is tamely
ramified in k: p = P{' P$... P, pfe;. In this paper we show that there exists
a set of rational primes with positive density in an arithmetic progression
whose splitting in k depends on the ramification indices and residue class
degrees of the P,;’s. This is an extension of the result in [1].

2. Some preliminary results

LemMa 1. Let k be a number field and suppose K is the narrow class field of
the normal closure k. Let P be a prime in K and suppose I = I (PIP N Q) is the

inertia group of P over Q. If Q is any prime unramified in K such that [%]E I,
then q = Q n Q splits into positive principal prime divisors. (This means that the
prime ideals have generators whose images under all real embeddings of k are
positive.)

This is proved for (Hilbert) class field in [4] (also in [2]).

This easily carries over to narrow class-fields.

THEOREM A. Let k be a normal number field in which a prime p ramifies with
ramification index e, = p"e}, p{¢,. Let a be a primitive root modulo p'. Then
there is a t,, 0 <ty <r, with the following property: The set of primes
q = a(mod p') which have degree €,p' and which split into positive principal
prime ideals in k has positive density.

Proof. Let P be a prime ideal lying over p in the narrow class-field K of k.
Let I = I(P|p) be the inertia group of P over p and T the fixed field of the
inertia group. Let ¥V, be as usual,

V, = {eeGal(K/Q)| o(a) = a(mod P?)}.

Then V, is a normal subgroup of I and I/V, is cyclic. Let K’ be the fixed field of
V,. Since V, is the p-Sylow subgroup of I, K'/T is a cyclic extension of degree
ey Let { denote a primitive p'-th root of unity. Since T and Q(() are linearly
disjoint,

Gal(T ()/T) = Gal(Q(0)/Q).



	s175.tif
	s176.tif
	s177.tif
	s178.tif
	s179.tif
	s180.tif
	s181.tif

