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Sur le prolongement des fonctions continues dans les complexes
simpliciaux infinis

par

Robert Cauty (Pafis)

Abstract. Let X be a simplicial complex which does not contain a strictly increasing infinite
sequence of simplexes. It is known that, if its geometric realization | X is provided with the metric
topology, it becomes an absolute neighborhood extensor for collectionwise normal spaces. This is
definitely false if | X| is provided with the weak topology. We study here this phenomenon in detail,
and show that its only origin is the non-preservation of extension propertics under formation of
infinite wedges of cones.

1. Introduction ot notations. Soit Q une classe d’espaces topologiques. Nous
dirons qu'un espace Y a la propriété d’extension (locale) par rapport & Q si, pour
tout espace X appartenant & Q et tout fermé 4 de X, toute fonction continue de 4
dans Y peut se prolonger & X (resp. & un voisinage de 4 dans X). Lorsque Q se
réduit & un espace X, nous parlerons de propriété d’extension (locale) par rapporta X.
Nous dirons que Y est un rétracte absolu de voisinage pour la classe Q (ou RAV(Q))
si Y appartiont & Q et si, pour tout espace X appartenant 4 Q, tout fermé de X
homéomorphe & Y est un rétracte de voisinage de X.

Si K est un complexe simplicial, nous noterons |K| sa réalisation géométrique
raunic de la topologie faible, et |K},, cette méme réalisation géométrique munie de la
topologic métrique. Par un simplexe infini, nous entendrons un complexe simplicial
infini dont tout ensemble fini de sommets détermine un simplexe.

1f est connu que, si K est un complexe simplicial, |K|,, & la propriété d’extension
locale par rapport aux espaces collectivement normaux si, et seulement si, K ne
contient aucun simplexe infini, Ceci découle des trois résultats suivants:

(a) |K|, est un RAV(métrique) (voir [11], p. 106).

(b) un RAV(métrique) a la propriété d’extension locale par rapport aux espaces
collectivement normaux si, et seulement si, c’est un G; absolu [7],

(c) K], est un Gy absolu si, et soulement si, K ne contient aucun silmplexe
infini ([11}, p. 107).

Avec la topologie faible, la situation change complétement. Un exemple de
van Douwen et Pol ([6], exemple 2; voir 1a note finale) montre l'existence d’un
complexe K de dimension un, d’un espace régulier dénombrable I, d’un fermé A
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de IT et d’une fonction f: 4 —|K| n’ayant aucun prolongement local (K cst le cone
sur un espace discret dénombrable, 4 est homéomorphe & un fermé de [K|, et fest
un plongement de 4 dans |K[). Le probléme se pose donc de savoir quand un espace
collectivement normal X a la propriété que, pour tout complexe K nc contenant
aucun simplexe infini (ou, en particulier, pour tout complexe X localement de dimen-
sion finie), |K| a la propriété d’extension locale par rapport & X. Nour voulons ici
attirer ['attention sur Pimportance du rdle jousé par les cones sur les ensembles discrets
dans ce probleme. Eie est illustrée par les deux résultats suivants:

THEOREME 1. Pour un espace collectivement normal X, les deux énoncés suivants
sont équivalents:

() Pour tout complexe K localement de dimension finie, |K| a la propriété d’ex-
tension locale par rapport & X. .

(i) Pour tout espace discret M, le céne sur M a la propriété d’extension par
rapport a X. .

THEOREME 3. Si, en outre, X est un k-espace, la condition (1) équivaut & la
suivante

(i") Pour tout complexe K ne contenant aucun simplexe infini, | K| a la propriété
d’extension locale par rapport a X,

Lorsque X n’est pas un k-espace, la condition (i') équivaut & la suivante, plus
restrictive que (ii) mais assez semblable:

(ii") Pour toute famille {K,/x e 4} de complexes deux & deux disjoints dont
aucun ne contient un simplexe infini, si, pour tout « dans 4, le céne sur |K,| ala
propriété d’extension par rapport & X, et si XK = | K,, alors le cone sur |K| a aussi
cette propriété. ¢

Comme illustration de ces résultats, nous montrerons que les K, -espaces de
van Douwen ([4] et [5]) vérifient la condition ).

Nous aurons besoin des résultats suivants de théorie des rétractes:

(A) Soit Q une classe d’espaces collectivement normaux. Tout espace para~
compact dont chaque point a un voisinage ayant la propriété d’extension locale
par rapport & Q a aussj cette propriété ([9], th. 19.3).

(B) Soit Q une classe d’espaces normaux. Si un erpace contractile a la propriété
d’extension locale par rapport & Q, if a Ia propriété d’extension par rapport 3 Q
({11}, p. 43).

(C) Le produit de deux espaces ayant la propriéié d’extension locale par rapport
4 une classe Q a aussi cette propriété.

(D) Tout rétracte de voisinage d’un espace ayant la propriété d’extension locale
par rapport & Q a aussi cette propriété.

Pour le dernier résultat, rappelons qu’un espace topologique X est dit stra-
tifiable [1] s’il est séparé et si I'on peut faire correspondre & tout ouvert U de X
une suitem{U,,},‘f:l d’ouverts de X de fagon que (a) U,c U quel que soit n,

b) U= UIU,,, (©) U=V implique U, < ¥, quel que soit n,
: n=
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(B) Pour tout complexe simplicial K, |K| est un RAV (stratifiable)
(voir [3]).

L’idée principale de nos démonstrations est de plonger le complexe que nous
étudions, ou. certains de scs sous-polyddres, comme fermé dans un produit de deux
complexes “plus simples” pour lesquels la propri¢té d’extension locale est déja
connue, puis d’appliquer (C), (D) et (E).

Pour des complexes de dimension finie, “plus simple” veut dire de dimension
inféricure. Quant aux complexes ne contenant aucun simplexe infini, nous leur
associons & la scction 3 un ordinal, le type conique, et “plus simple” veut alors dire
“de type conique inféricur”; cet invariant ordinal nous permet donc de faire un
récurrence transfinie.

Par un simplexe d'un complexe X, nous entendrons soit un simplexe abstrait,
soit le simplexe fermé correspondant de la réalisation géométrique de K. Le bord
d’un simplexe ¢ sera noté &, que nous considérions ¢ comme un simplexe abstrait
ou comme un simplexe géométrique. Le simplexe de somumets vy, ..., v, sera noté
{vgs ors 040, Si o et T sont deux simplexes de K, la notation ¢ <7 signifiera que ¢ est
une face de 7. Le barycentre d’un simplexe ¢ sera noté tantdt &, tantdt B,. Si o est
un simplexe de K, nous noterons St(c, K) le sous-complexe de K formé des simplexes
ayant o pour face ct de toutes les faces de tels simplexes; nous noterons Lk(s, K)
le sous-complexe de St(o, K) formé des simplexes disjoints de ¢. Nous identifierons
chaque sommet de K 3 un point de | K|; pour chaque tel sommet v, son étoile ouverte
sera le sous-ensemble St*(v, K) = |St(v, K)I\|Lk(v, K)| de |K|, qui est un voisinage
ouvert de v.

Par une subdivision d’un complexe K, nous entendons un complexe K’ tel
que (a) les sommets de K’ soient des points de |K|, (b) pour tout simplexe ¢” de X',
il existe un simplexe o de K contenant tous les sommets de ¢’, et (c) I'application
linéaire de |K'| sur |K] envoyant chaque sommet de K’ sur lui-méme soit un homéo-
morphisme (nous identifierons toujours |X| et |[K'| par cet homéomorphisme).
Avec cette définition d’une subdivision, il est connu que deux subdivisions d'un
méme complexe ont une subdivision commune. Par un sous-polyédre P de |K|,
nous entendrons un ensemble dc la forme P = |L|, ol L est un sous-complexe
d’une subdivision de K. 1l ¢st connu que la réunion ou lintersection d’un nombre
fini de sous-polyédres de |K| en est encore un sous-polyédre, Si K’ est la subdiv.ision
barycentrique de K et {8y, ..., &, un simplexe de X', nous supposerons toujours
Tgy ooy 03, Ordonnds de fagon que og <... <0y.

Le cone sur un complexe K sera noté tantdt C(K), tantét wK lorsque nous
voudrons mettre en évidence son sommet w; la suspension de K sera notée Z(K).
Le c¢One sur un cspace topologique X sera noté C(X); c'est le quotient
Xx[0, 11/X % {1}, et le point de C(X) correspondant au point (x, t) de X x[0, 1]
sera noté [x, ¢]. Le joint de deux espaces topologiques X et Y sera noté X« Y;
c’est le quotient du produit X'x ¥'x [0, 1] obtenu en identifiant chaque ensemble
{x} % ¥x{0} ou Xx{y}x{l} & un point; le point de X« ¥ correspondant au:
point (x,y,t) de Xx ¥x[0, 1] sera noté [x, y, t].
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2. Complexes localement de dimension finie. Le but de cette section est d
démontrer le résultat suivant.

TutoriME 1. Pour un espace collectivement normal X, les deux énoncés suivants
sont équivalents

(i) Pour tout complexe K localement de dimension finie, |K| a la propriété
dPextension locale par rapport @ X.

(i) Pour tour espuce discret M, le cone sur M a l propriété d’extension par
rapport @ X. ‘

Commengops par un lemme, pour Pénoncé duguel quelgues notations sont
nécessaires. Soit K un complexe simplicial. Un simplexe ¢ de K sera dit maximal
il n'est face propre d’aucun simplexe de K. Soit §,, 'ensemble des simplexes maxi-
maux de K. L'ensemble des simplexcs de K qui ne sont pas maximaux forme un
sous-complexe de K, que nous noterons K. Soit K* la subdivision barycentrique
de K modulo K, (i.c. les simplexes de K* sont ceux de K, et, pour o dans S, les
simplexes de la forme zf,, olt 7 est unc fase propre de o). Pour x dans {K|, notons x,
la coordonnée barycentrique de x sur f3, dans K*. Posons

V, = {xe|K|/x, < 1/2 pour tout ¢ dans S,}.
¥, est un voisinage fermé de |K,| dans |K|. Soit B, 'ensemble des f,, 0 & 5,, et
soit J, le cone de sommet w sur U'ensemble discret B,. Pour y dans |J,|, nous
noterons y, sa coordonnée barycentrique sur le sommet f,. Les (Vi)yen, Vvérifient

() 0y, <1 pour tout o dans B,,

(2) un an plus des y, est non nul.

Inversement, 6tant donnée une famille de nombres (¥,)yep,, vérifiant (1) et (2)
il existe un point » et un seul de |J,,| dont ces nombres sont les coordonnées bary
centriques sur les sommets 3, de J,,.

LEMME 1. V, est homéomorphe & un sous-ensemble fermé du produit |K, | x|J,J.

Démonstration. Soit f la rétraction naturelle de V, sur |KJ: flIK,] = id
et, pour tout simplexe maximal ¢, f |0~ V. est la restriction de la projection radiale
de o\{B,} sur d. Soit g I'application simpliciale de K* sur J, envoyant K, sur w et fi,
sur lui-méme pour tout simplexe maximal ¢ de K. Définissons h: ¥, =+ | K| x |/, par

h(x) = (f(x),g(x)).

Cette fonction est continue. Soient x, y deux points de 7, tels que A(x) = A(y).
Si x appartient 2 |K,|, alors g(x) = w = g(3), donc y appartient aussi & |KJ ot
alors x = f(x) = f(y) = y. Si x n'appartient pas & |K,|, soit oo Punique simplexe
maximal de X le contenant. Posant ¢ (x) = (X,)sep,, &L g{)) = (P)yap,s DOUS AVONS
0 # X, = Yo, donc y appartient & ¢y; les points x et y de oy ont la m&me projection.
radiale sur 6, (puisque f(x) = (1)) et la méme coordonnée barycentrique sur i,
donc sont égaux. Ceci montre que # est injective.

Pour montrer que h(¥,) est fermé, nous allons montrer que son complémentaire
est ouvert. Soit (u,v) € |K,[x|J[N(V,). Alors v s w car |Kfx {w} = h(|KD,.
done, si v = (V4)sep,, il existe un unique o, tel que vy, # 0, 8i v, > 1/2, Pensemble
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des points (u', v") de [K | % | J,| tels que vy, > 1/2 (ot v’ = (1])) est un ouvert con-
tenant (v, v) ct disjoint de a(Vy).

Supposons donc vy, 1/2; alors u nappartient pas & 6, car sinon, si x est le
point de o, dont la projection radiale sur 6, est v et la coordonnée barycentrique
sur fly, St Ugy, NOUs aurions /i(x) = (u, v).

Nous pouvons donc trouver un voisinage ouverl U de u dans |K,| disjoint de 6.
L'ensemble des points (', v') tels que u & U et vy, > 0 est alors un voisinage de (u, v)
disjoint de (V). Ceci montre que | K| x |J,[Na(V,) est ouvert,

Montrons que A~ ! cst continve. Soit ¢, un simplexe maximal de X. Si (u, v)
estun point de (1, noy) uvee v == (b,), 1™ '(u, v) est le point de o, dont la projection
radiale sur &, cst n et la coordonnée barycentrique sur fi,, vaut v,,, soit

() B Gy ) = (1= 0y) U+ 040 Bog -

Cette formule entraine immédiatement la continuité de h™!A(V.Na,), donc
la continunité de 1! en tout point de A(V,noo\|K,|) puisque cet ensemble est
ouvert dans h(V,) (Cest Pensemble des points (4, v) de 2(V,), v = (v,), tels que
05, > 0). Par suite, 47" est contioue en tout point de A(VNIK).

Soit x un point de [K,|, et soit W un voisinage ouvert de x dans V. Soit U un
voisinage ouvert de x dans |K,| dont la fermeture est contenue dans . Pour tout
simplexe maximal ¢ de K, définissons un nombre g, > 0 comme suit. Si 61 U=,
prenons &, = 1/2. 8i 6~U # @, alors 6 U est compact, done, puisque W est
ouvert dans ¥,, nous pouvons trouver un g, > 0 tel que tout point de o de la forme
(1~ g)u--effy ot ue U el 0< g < s, appartienne & W, Soit ¥ I’ensemble des points

= (n,) de |J,,| vérifiant 0 € v, < ¢, pour tout o dans S, ; cet ensemble est un voisinage
ouvert de w dans |J,|. Alors, Ux ¥ est un voisinage de A(x) dans |K;| x| Ju| ct il
est facile de vérifier, & I'aide de la formule (x), que 4™ * (U x F) = W, d’olt la continuité
de A" aux points de /(|K,]). Ceci achéve de prouver le lemme.

Démonstration du théoréme I. Le cone sur un espace discret étant un
complexe contractile de dimension un, il est clajr que (i) entraine (ii). Inversement,
supposons (i), Pour prouver que (i) est vraje, il suffit, d’aprés un théoréme de Hanner
cité dans Pintroduction, de la vérifier lorsque le complexe K est de dimension finie,
ce que nous ferons par récurrence sur la dimension de K. Si dimK < 1, alors, pour
tout sommet o de K, [St(v, K)| est soit un point, soit le cone sur l'espace discret
[Lk (o, K)|, done a la propriété d’extension par rapport & X, ot le résultat découle
du théoréme de Hanner puisque les intériours des ensembles |8t (v, K)| recouvrent |K].

Supposons done dim K = 132 et le résultat vrai pour tout complexe de dimension
inféricure & 1. Conservant les notations du lemme [, remarquons que les intérienrs
des ensembles ¥, et o, o & S, recouvrent [K|, done, d'aprés le théoréme de Hanner,
il suffit de vérifier la propriété d’extension locale pour ces ensembles. Elle est copnue
pour les simplexes, donc il ne reste plus qu'a considérer Ve

Le complexe K, est de dimension n~1, donc, par hypothése, |K,| & la propriété
d’extension locale par rapport & X, ainsi que |J,,| qui est un cone sur un e§pacc
discret; le produit |K,| x |/,| a donc cette propriété, et tout rétracte de voisinage
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de ce produit:1a posséde aussi. 11 est facile de voir que ¥, est triangulable, done est
un RAV (stratifiable) d’aprés [3]. Le produit de deux espaces stratifiables étant
stratifiable [1]; le lemme 1 montre que ¥, est homéomorphe & un rétracte de voisinage
de {K.|x|J.l, donc a ia propriété souhaitée.

3. Type conique d’wn complexe. Pour tout ordinal «, nous noterons e+1 le
successeur immédiat de « ot, pour n entier > 0, nous définirons par récurrence «-+n
par at+n = (w+(n—1))+ . Si « a un prédécesseur immédiat f, nous noterons aussi
B = «—1. Nous noterons w, le premicr ordinal infini.

Nous allons associer & certains complexes K un ordinal A(K), appelé le type
conique de K. Commengons par définir, par récurrence transfinie, la relation A(K) € a,
ol K est un complexe et o un ordinal (ou le nombre - 1).

DEFmNITION. () M(K) < — 1 si, ot seulement 51, K est vide.

(Y Pour a0, A(K) < u si, et seulement si, pour tout sommet v de X, il existe
un f<o tel que A{Lk(v, K)) < B. ‘

 Nous dirons que le type conique A(K) de K est défini s'il existe un ordinal §
tel que A(K) < f; cest alors le plus petit de ces ordinaux f.

Nous écrirons A(K) & § si la relation A(K) < ff est fausse (la relation A(K) & B
a donc un sens méme si A(K) n’est pas défini). Par contre, la relation f< A(K)
signifiera que A(K) est défini et strictement supérieur & f.

Il est facile de voir que, pour » entier > 0, A(K) < n si, et seulement si, 1a dimen-
sion de K est < n, et que A(K) < w, si, et seulement si, K est localement de dimension
finie. Il est clair également que A(K) est invariant par isomorphisme de complexes.

LeMME 2. Si L est un sous-complexe d’un complexe K et si J(K) est défini,
alors A(L) est défini et A(L) < MK).

Démonstration. Tl suffit de montrer, par récurrence sur o, que si L est un
sous-complexe d’un complexe K vérifiant A(K)<«, alors A(L) <. Cest clair si
a5 0. Soit > 0, 8i vest un sommet de L, Lk(v, L) est un sous-complexe de Lk (v, X).
Puisque A(K)<a, il existe f<a tel que A(Lk(v,K))<f. Par récurrence,
AMLk(v, L)) < M(Lk(v, X)) < f <o, ce qui montre que AL) < o ‘

Lemme 3. A(K) est défini si, et seulement si, K ne contient aucun simplexe
infini. ‘

Démonstration. Supposons d’abord que X contienne un simplexe infini L.
§'il existe un « tel que A(K) < w, alors A(L) €« d’aprés le lemme 2. Gvidemment,
A(L)£0. Soit f <« tel que A(L) £y pour p< B. S8i v est un sommet de L, alors
Lk(v, L) est isomorphe & L, donc A(Lk(v, L)) £ y pour tout y < . Par suite, ALy & B.
Par récurrence, nous obtenons la contradiction que A(L) £ .

Réciproquement, supposons A(K) non défini. 1l existe alors un sommet vy
de K tel que A(Lk(vy, X)) ne soit pas défini car sinan, si o est un ordinal strictement
plus grand que. tous les A(Lk(v, K)), v sommet de K, nous aurions A(K) <« par
definition. Soit Ky = Lk(v;, K). Puisque A(K,) nest pas défini, K; a un sommet v,
tel que A(Lk(v;, K1) pe soit pas défini. Soit K, = Lk(v,, K,). Poursnivant ainsi,
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nous construizons par réeurrence deux suites [K,} et {v,}, n> 1, o, pour tout n,
vy+r et un sommet de K, tel que K., = Lk(v,,, K,). Alors, pour tou »,
{0y, oy Uy cstoun simplexe de K, done K contient le simplexc infini de sommets
Vyy e Uyo e

Remarque. En modifiant légérement la deuxitme partie de la démonstration,
il est possible de montrer que si @ est un ordinal dont le cardinal est strictement
supéricur & celni de Pensemble des sommcts de K, alors A(K) < si K ne contient
aucun simplexe infini.

LeMME 4. Soir K un complexe pour lequel A(K) est défini. Alors

Démonstration. Le résultat est vident quand A(K) = 0, Supposons le vrai
quand A(X) <« et s0it X un complexe de type conique «. Si v est un sommet de K,

Lk(v, C(K)) = C(Lk(v, K)) ;
puisque A(Lk(v, X)) <e,
MLk (v, C(K))) = A(Lk(v, K))+1<e,

D'autre part, Lk(w, C(K)) = K, donc A(Lk(w,C(K))) = a. Il résulte de tout
cela que 2(C(K)) & «, mais que A(C(K)) <«+1, done A(C(K)) = a+1. La démon-
stration pour X(K) est analogue.

Lemme 5. Soit K un complexe pour lequel A(K) est défini. Supposons K réunion
dun nombre fini de sous-complexes Ky, ..., K,. Alors A(K) = Max(A(Ky), ..., A(K).

Démonstration. Le résultat est évident si A(K) = 0. Supposons donc A(K) > 0
et que le résultat est vrai pour tout complexe de type conique inférieur & A(K).
Daprés le lemme 2, A(K) 2 Max(A(Ky), ..., A(K,)). Etant donné x < A(K), il existe
un sommet v de K tel que A(Lk(v, X)) 2 «. Soient K, ..., K,, p<n, ceux des sous-
complexes K; qui contiennent v, Alors Lk(v, K) est réunion des complexes
Lk(v, Ky), ..., Lk(v, K,); par récurrence, il existe donc un i< p tel que A(Lk(v, KD)
= MLk(v, K)) > o, d’0ol A(K) > 0. Ceci étant vrai pour tout o < A(K), nous avons
Max(A(K)), ..., A(K,)) = A(K), d’ol légalité.

LuMmi 6. Soit K un complexe pour lequel A(K) est défini. Si K' est une sub-
division de K, alors A(K') = A(K).

Démonstration. Le résultat est évident si A(K) = 0. Supposons le vrai
quand A(K) <o et soit K un complexe de type conique «.

(8) Soit v un sommet de K. La projection pseudo-radiale de sommet v détermine
un isomorphisme de Lk(v, K) sur une subdivision de Lk(v, K). Puisque
A(Lk(v, K)) <o, nous avons done A(Lk(v,K")) = MLk(v, K)). De phus, pour
tout f<a, il existe, puisque A(K) £ f, un sommet v de K tel que A(Lk (v, K)= B
Alors, A(Lk(v, K")) = A(Lk(v, K))2 B, ce qui montre que A(X")#f pour tout
f<a, done o< ACK").

(b) Considérons maintenant une subdivision stellaire X' de K, i.e. pour un
certain simplexe o de K ct un point w de lintérieur de o, K = o-Lk(g, K)+P et
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K' =w-¢-Lk(o, K)+P. Alors Lk(w, K') = ¢-Lk(o, K) et il résulte des lemmes 4
et 5 que

MLk(w, K')) = A(Lk(s, K)) +dimé+1 = A(Lk(s, K))+dimo
En outre, d’aprés les lemmes 2 et 4, nous avons
o = A(K) = MSt(o, K)) = Ao Lk(s, K)) = A(Lk(s, K))-+dimo+1 .

d’ou il résulte dans ce cas que A(Lk(w, K')) <«

(c) Soit K’ une subdivision quelconque de X, ct soit w un sommet de K'. Soit X'’
ia subdivision stellaire de K obtenue en étoilant K en w. Soit K''* une subdivision
commune & K’ et X' Pujsque w est un sommet de X' et X', nous avons d’aprés (a),

ALk(w, K9) = A(Lk(w, K"") = A(Lk(w, K'")) .

Drautre part, d’aprés (b), nous avons aussi A(Lk(w, K')) <a. Ceci montre que,
pour tout sommet w de XK', A(Lk(w, K')) <«, donc que A(K')<a. D'aprés (a),
nous avons bien A(K') = a = A(K).

En fait, 2(K) est un invariant topologique, comme le montre le lemme suivant,

LEMME 7. Soient K et K' des complexes simpliciaux tels que |K| et |K'| soient
homéomorphes. Si MK) est défini, il en est de méme de A(K') et A(K) = A(K'),

Démonstration. Comme nous n’utiliserons pas ce résultat dans la suite,
nous pous limiterons & donner le plan de sa démonstration, laissant au lecteur le
soin de vérifier les affirmations (A) & (D) ci-dessous.

(A) Pour un complexe simplicial K, les deux conditions suivantes sont équi-
valentes

(i) X ne contient aucun simplexe infini.

(ii) Tout sous-ensernble fermé de |K| est un espace de Baire.

Par suite, d’aprés le lemme 2, si |X| et |K'| sont homéomorphes, et si A(K)
est défini, il en est de méme de A(K’).

Soit maintenant K un complexe pour lequel 1(K) est défini. Si x est un point
de |K][, soit K, une subdivision de K telle que x soit un somnet de K,. Posons
A(K) = A(St(x, K.)). La démonstration du lemme 6 montre que 1,(K) ne dépend
pas du choix de K.

Etant donné un ordinal «, nous poserons Uy K) = {xe|K|/A(K)<a} et
P(K) = |KIN\U,(K). Nous noterons F,(K) I'ensemble des poinis x de |K[| pour
lesquels il existe un voisinage ouvert Q de x dans |K| et un complexe L tels que
A(L)<a et que Q soit homéomorphe & |L|. La définition de V(K) est done topolo~
gique, tandis que celles de U,(K) et P,(K) semblent dépendre de la triangulation
K de |X].

(B) Py(K) est la réalisation géométrique d’un sous-complexe de K.

(C) Soient « un ordinal limite, et n un entier > 0. Si A(K) = o+n, alors

(a) P,(K) est de dimension n—1; i
(b) Si B <a, Py(K) est de dimension infinie.
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Considérons Maffirmution suivanie

(L) Pour tout complexe & tel que A(K) = a, tout complexe K’ tel que |K'| soit
homéomorphe & K| vivific A(K') = 1(K).

Nous prouverons le lemme en vérifiant (J,) par récurrence transfinie. Notons
d’abord que

(12) Soit o un osdinal. 8i (£,) est vraie pour tout ff<w, alors, pour tout com-
plexe & tel que A(K) soit défini, U,(K) = F,(K).

8i n estun enticr, (£,) est vraie d’aprds Pinvariance topologique de la dimension.
Il suflit done de montrer que, si « est un ordinal limite, et si (7) est vraie pour tout
P, alors () est veaie pour tout entier #320, Soit done K avee L(K) = a+n,
et soit K' tel que |K] et [K'| soient homéomorphes. Soit A(K') = o +#', ol o’ est
un ordinal limite et 2" un entjer 0. Alors of 2o, car sinon o +n' <a et (Fpepn)
est en défaut. Si / est un homéomorphjsme de |K| sur [K'[, il résulte de (D) et de
Iinvariance topologique de V (K) que

h(UK)) = h(V(K)) = VoK) = Uu(K7,

donc /i induit un homéomorphisme de P,(K) sur P(K'). Daprés (C) (b), afo's
donc « = o, D'aprés (C) (a), nous avons aussi n = n', o0 Ly

Il serail intéressant de relier A(K) & des invariants topologiques plus classiques
de |K]. Le probléme suivant se pose immédiatement.

Proprime 1. Le type conique de K est-il ¢gal & la petive dimension inductive
ordinale de K (dtudiée par exemple dans [12])?

Pour tout complexe K, nous noterons K' le sous-complexe de la subdivision
barycentrique K’ de K formé des simplexes <8y, &,, ... 8> tels que dimay>0,

Lemme 8. Soit K un complexe pour lequel 2(K) est défini er 2 1. Alors

[ACK)~1
A5

si A(K) west pas un ordinal limite,

L
MK = si A(K) est un ordinal limite .

Démonstration. Si A(K) = 1, K est de dimension un et K' de dimension
zéro, done A(K") = 0. Supposons done A(K) > 1 et le résultat veai pour tout complexe
de type conique inféricur & A(K). .

Soit K la subdivision barycentrique de K. Pour tout sommet v de X, Lk (v, K”)
est un sous-complexe de K7, done, d'aprds le lemme 2 ot la démonstration du lemme 6,

MKy = MUk(v, K)) = A(Lk(e, K))  pour tout sommet v de K.

Si &« A(K), il existe un sommet v de K tel que A(Lk(v, X))z, d’od

O] MK za  pour tout o< A(K) .

Puisque A(K') < A(K') = A(K), la relation () entraine que A(K') = A(K)
si A est un ordinal limite.
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Supposons maintenant que A(K) = fi+1, et soit & un sommet de K*. Tout
simplexe de Lk (8, K') est de la forme 7 = <8y, ..., &, B1a s oy Bi) Ol

00 <. OISO <Oy g <o <Oy

et dimo, > 0. Soit v un sommet de 6o {ou de o si /= —1); alors & est un sommet
de Lk(v, K') et © est contenu dans Lk(v, K'), donc aussi dans Lk(é, Lk(v, k7).
Inversement, ce dernier complexe est contenu dans Lk (8, K", Par suite, si los
sommets de o sont g, ..., 1, nous avons donc

Lk(é, K" = U Lk(8, Lk (v, K')) .
i=0Q

Draprés le lemme 5, A(Lk(8, K) = Max A(Lk(¢, Lk(v;, K))). Par définition
) [ESES]

de 1(K), A(Lk(v,, K")) < B et A(Lk(&, Lk(v;, K"))) < f pour i = 0, ..., n. Par suite,
A(Lk(6, K") < B pour tout sommet ¢ de K', ce qui montre que A(K') < . D'aprés (»),
nous avons donc A(K") = f.

4. Application du type conique 2 I'étude du prolongement des fonctions. La simple
existence du type conique fournit une méthode de démonstration selon le schéma
suivant:

Soit & une propriété que peuvent ou non posséder les complexes. Supposons
que # catisfasse les deux conditions suivantes:

(1) Si K est un complexe tel que, pour tout sommet v de X, St(v, K) ait la
propriété 2, alors K a la propriété 2.

(2) Si le complexe K a la propriété 2, le céne C(K) aussi.

Alors, si tous les complexes de dimension zéro ont la propriété &, il en est de
méme de tous les complexes qui ne contiennent aucun simplexe infini.

Fixons un espace collectivement normal X et considérons la propriété £ suivante

(2) K| a la propriété d’extension locale par rapport & X.

D’aprés un théoréme de Hanner, cette propriété vérifie la condition (1). De plus,
tous les complexes de dimension zéro Ja possédent, done, pour que les complexes
ne contenant aucun simplexe infini la possédent tous, il faut et il suffit qu’elle soit
préservée par formation du cone sur un tel complexe. Le théoréme suivant va préciser
celte condition.: il suffit gu'elle soit préservée par formation du c6ne sur K lorsque K
est réunion disjointe de complexes {K,/u & 4} et que le cone sur chaque K, la posséde
déja.

THEOREME 2. Pour unespace collectivement normal X, les deux qffirmations
suivantes sont équivalentes:

() Pour tout complexe K ne contenant aucun simplexe infini, |K| a la propriété
d’extension locale par rapport i X.

(i) Pour toute fumille {K,Jo e A} de complexes dewx @ deux disjoints dont aucun
ne contient un simplexe infini, si, pour tout « dans A, C(|K,)) a la propriété d’extension
par rapport & X, et si K = UA.K,,,' dlors C(|K|) a aussi cette propriété.

x§
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Pour démontrer ce théordme, nous aurons besoin de trois lemmes.

LemMmt 9. Soient X un espace normal et K un complexe simplicial. i le cone
C(K) a la propriété d’extension locale par rapport & X, il en est de méme du joint
|K| * [L] pour tout complexe fini L.

Démonstration. Puisque le complexe fini C(|L]) a la propriété d’extension
par rapport & tout espace normal, il suffit, par un argument utilisé 2 la fin de la
démonstration du théoréme 1, de prouver que | K| * |L| est homéomorphe & un sous-
ensemble fermé du produit C(IK|)x C(IL}).

Définissons des fonctions fet g de |K| » |1 dans C(IK|) et C(|L]) resp. en posant,
pour un point z = [x, y, 1]1de K| % LS (@) =[x, 1], 9(&) = [y, 1—t].-La fonct‘ion
By K| L) - C(K) x C(L]) définie par h(z) = (f(2),9(2) est continue. Soient
z=[x,¥,t]etz =[x,y '] deux points de |K| * | L] tels que h(z) = h(Z). Alors
[x, 1] = [x', t'] entraine ¢ = t' et x = x'si £ # 1. De méme, [y, 1—1]= [y, 1-t']
entrafne y = ' si ¢ % 0. Ceci montre que z = z'.

Soit p = ([x, t], [, s) un point de C(|K1)x C(IL]). Si ce point est dans I'image
de h,s= 1—1 et, véciproquement, si s=1-%, p = h([x,y,t]). 11 en résulte
immédiatement que A(| K]« |L[) est fermé,

Puisque L est un complexe fini, le produit C(IK) x C(L]) est un k~espace [13],
dongc son fermé A(1K| * |L]) aussi. Pour montrer la continuité de A~*, il suffit donc
de montrer que, pour tout compact C de h(|K| * |L]), h~*|C est continue et, pour
cela, il suffit de prouver que, powr chaque tel compact C, il existe un compact D
de | K| » |L| tel que /1(D) contienne C (puisque A|.D est un homéomorphisme de D sur
h(D)). Notons que C est contenu dans un compact de la forme C(IKyl)x C(LI),
ob K; est un sous-complexe fini de K. Alors le joint {Ky| * |L| est un compact de
[K| % |L] et il est immédiat, d"apres la définition de h, que

h(K; | * Lf) = k(K] * ILDA(C(K D) x CULD)

contient C, d’ol le résultat cherché.

Pour le deuxidme lemme, considérons un complexe K, un sous-complexe M
de K et un sous-ensemble P = {p/ie I} de lensemble des sommets de K. Pour
tout i dans £, posons S; = St(p;, K) et Ly = Lk(p;, K). Nous supposons que ces
données vérifient

(1)) |M|n|S,| = |L| pour tout i dans I,
() IS Sl = Il nlLy|  pour i, i dans [ et @ # i,
3 (K| = MU IS .

tel

Pour x dans |K| et i dans I, notons x, la coordonnée barycentrique de x sur p;.
Posony
V = {xe|Kl|/x < 1/2 pour fout i daps I},

V est un voisinage fermé de |M| dans: |K].

4 — Fundaments Mathematicae 134/8
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Prenons enfin, pour tout /, une copie L, de L; de fagon que les L, i e I, soient
deux & deux disjoints, et soit L 1a réunion (disjointe) des El, iel
L’énoncé du lemme suivant utilise les notations que nous venons d’introduire.
Lemmg 10. ¥ est homéomorphe & un sous-ensemble fermé du produit |M| x C(|E}).
Démonstration. Soit w le sommet du céne C(|L|). Pour i dans 1, soit rla
projection radiale de |S;|\{p;} sur |L;|. Nous noterons par la méme lettre les points
de |L;| et de |L;| qui se correspondent (i € 7). Définissons f: V- |M| par
X si ve|M|,
r(x) st xeVnlS, iel.

Définissons ¢: V- C(IL]) comme suit

W
90 = {1 091 —vie cln = catiy

Définissons enfin la fonction continue h: ¥~ |M|x C(|L|) par

h(x) = (f(x),g(x).

Nous laissons au lecteur la vérification du fait que / est une bijection de ¥ sur un
fermé de | M| x C(|L]), qui est trés semblable & la partie correspondante de lu démon-
stration du lemme 1. (Pour voir que /() est fermé, noter qu'un point (u, v) de
[M|x C(L)) avec w # v = [1, yle C(L,|) appartient & 4(V) si, et seulement si,
t=1/2 et ry)=u)

* Montrons que /™' est continue. Si (u, v) est un point de

or- |

si xe|M|,
si xe VS|, ield.

(M| x CUL) (¥ IS,

aloxjs t = [y, t] appartient & C(IL;[) et A~ *(u, v} est le point de |$,| dont la projection
radiale sur |L| est u et la coordonnée barycentrique sur p, est 11, soit

(%) hYu, 0) = tu+(1-1p,.

Daprés cette formule, il est clair que A~ HA(VA|S,]) est continue, done A™*
est continue en. tout point de (K A (1S, L,)) car cet ensemble est ouvert dans (V)
(c’est I'ensemble des points (u, v) de A(V) tels que ¢ apparticone A Touvert
C(_lE,])\{w} de C(IL}). Draprés (3), 4! est continue en tout point de NPNIM).
Soit maintenant x un point de |M|, et soit W un voisinage ouvert de x dans |K|.
Soit. U un voisinage fermé de x dans M| contenu dans W,

Nous allons construire, pour i dans [, des fonctions réelles continues g, sur |.L|
de fagon que

()] 0<ey) <1  pour tout y dang |L,,

(5) Pour tout y dans Un|L,|, ensemble des points de

|| de la forme ty+ (1~ t)p
avec g(y) <t<1 soit contenu dans W, ( : i
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Pour cela, Temarquons que, puisque |.S;] cst topologiquement le cone de base |L},
nous pouvons trouver, pour tout ze Un|Lj|, un voisinage ouvert U(z) de z dans L,
et un nombre 0 < g, < 1 tels que tous les points de la forme ty+(1—1)p; ol ye U(2)
et €, <1< | appartiennent & Wn|S|. Si ze|L\U, posons U(z) = |L\U (c’est
un ouvert de |L;]) et ¢, = 4. Puisque |L;| est paracompact, nous pouvons trouver
une partition de I'unité localement finie {p./z & |L;|} subordonnée au recouvrement
ouvert { U(z)/z @ |L,|}. 1l est alors facile de voir que fa fonction ¢, définie sur |L;| par

li:()’) = Z (Pz(}')lez

xe|ly
vérific (4) et (5).
Soit Py Pensemible des points [y, ¢] de CL) vérifiant ey)<t<1; Py est

un voisinage ouvert de w dans C(L)), done P = () P; est un voisinage ouvert
iel

de wdans C(IL. Alors, U P estun voisinage de (x, ) = A(x) dans | M| x C(L]) et,
en utilisant la définition de & et la formule (%), il est facile de voir que 4™ WUxP)=W,
dott 1a continuité de h™' en A(x).

Le troisidme lemme cst une variante d*un théordme connu d’addition pour les
rétracies absolus.

Lovmme 11, Soient X un espace normal et K un complexe simplicial qui est
réunion de deux sous-complexes K et Ky, Si les cones |wK;| et |wKy| ant la propriété
d’extension par rapport @ X, il en est de méme de |wK|.

Démonstration. Soit K, = KN K,. Puisque le sous-cdne |wKo| de |wKq|
en est un rétracte, il a la propriété d’extension par rapport & X, Soient A un fermé
de X et f1 A—|K| une fonction continue. Soit ¢ une fonction continue de |wK|
dans [~1, 1] vérifiant

@7 0) = [wKo|,

p(x) =0 i
<

0 si

Soit gt ¥-»[-1, 1] un prolongement continu de ¢ of. Posons X, = 77 40),
X, = gm0, 1)) et X, =g '([~1,0D. Alors X,nd =/"(wK), i=0,1,2,
et X = X, X, Puisque [wKy| a la propiiété d’extension par rapport A X, nous
pouvons trouver une fonction continue hy: Xo—|wK,| prolongeant flXond.
Puisque [wK,| ot [wkK,| ont la propriété d’extension par rapport & X, nous pouvons
trouver des fonetions continues hy: X;=wK|, 1= 1,2, telles que

=1

Alors, la fonction h: X—|wK| définie par hlX, = h, pour i = 1,2 est un
prolongement continu de f 3 X.
't

si xe Xynd,
sixelX,.
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Démonstration du théoréme 2. Pour prouver la seule implication non
triviale, nous montrerons par récurrence sur A(X) que, si X vérifie (i), |X| a la pro-
priété d’extension locale par rapport & X pour tout complexe K ne contenant aucun.
simplexe infini. Prenant pour {K,/a € A4} des complexes réduits 4 des points, nous
voyons que la condition (ii) du théoréme 1 cst satisfaite, donc le résultat est vrai
si A(K) < wy. Soit donc K un complexe pour lequel A(K) > wy, ¢t supposons le
résultat vrai pour tout complexe de type conique inférieur & A(K). D aprés un
théoréme de Hanner, il suffit de montrer que, pour tout sommet v de X, |St(v, K)| a
la propriété d’extension locale par rapport & X. Si A(St(v, K)) < A(K), ceci est vrai
par hypothése. Puisque A(St(v, K)) = A(Lk(v, K))+1 et que A(Lk(v, K)) < A(K),
ceci est toujouys le cas Jorsque 2(K) est un ordinal limite. 1l nous suffit done d’étudier
le cas o0 A(K) a un prédécesseur immdédiat, soit 1(K) = «--1, et ol K est le céne wl,
sur un complexe L de type conique o. Nous distinguerons deux cas.

Cas 1. o a un prédécesscur immédiat, soit a = f41. Soit L’ la subdivision
barycentrique de L, et soit X' = wL’; c’est une subdivision de K. Soit L' le sous-
complexe de L’ formé des simplexes {8y, ..., 8,} tels que dima, > 0, et soit M = wL".
Soient {p,/ie I} les sommets de L et, pour i dans /, posons S, = St(p;, K') et
L; = Lk(p;, K'). Alors, K', M et les S, vérifient les conditions (1), (2) et (3) précédant
le lemme 10, Définissons ¥, L, et L comme dans ce lemme. Alors, les intérieurs
des ensembles ¥ et |S)|, ie [, recouvrent |K’| = |K]|, donc, toujours d’aprds le
théoréme de Hanner, il suffit de montrer que chacun d’eux a la propriété d’extension
locale par rapport 3 X.

Pour i dans I, |St(p;, L"), qui est le cdne sur |Lk(p,, L')| a, d’aprés I'hypothése
derécurrence, la propriété d’extension locale par rapport X (car AStp,, L)) < ML)
= (L) = «). Puisque |S;| est le joint de [Lk(p;, L) et du I-simplexe {p,, wd,
le lemme 9 montre que |S;| a aussi cette propriété.

Puisque }” est triangulable, pour montrer qu'il a la propriété d’extensjon locale
par rapport & X, il suffit, grace au lemme 10, et ¢n raisonnant comme dans la démon-
stration du théordme I, de vérifier que | M| et C(L}) ont cette propriété, I)’aprés
le lemme 8, A(L) = f, donc A(M) = fi+1 = a, et [M] a cette propriété par ré-
currence. Puisque L est la réunion disjointe des L, i e 7, et que C(JL)), qui est homéo-
morphe 3 ||, a la propriété d’extension par rapport & X (Rappelons (B) de
Pintroductjon), il résulte de la condition (ii) que C(L]) a cette propristé.

- Cas'IL. o est un ordinal limite. Alors, pour tout sommet v de L, A(St(v, L))
<ML) = a, donc [wSt(v, L)] a la propriété d'extension par rapport & X. Par suite
pour tout sous-polyédre P de |K| contenu dans |St(v, L)], le cone wP, qui est un
réfracte de [wSt(v, L), a aussi cette propriété. La paracompacité de |L| permet de
trouver un recouvrement ouvert localement fini ct o-discret ¥ de |L] tel que la
fermeture de chaque élément de ¥ soit contenue dans une étoile ouverte de |L|

v . . . lw -
(voir, par exemple, [8], chapitre 5). Soit " = |J ¥, o0 chaque ¥, = {V,/yel,}
=l

est discréte. Nous supposerons les T, deux & deux disjoints, et nous notons I' leur
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réunion. Pour tout y dans I', soit v, un sommet de L tel que St°(v,, L) contienne V.
Puisque ¥, est discréte, nous pouvons trouver, pour tout n>1, une famille
%, = {UJyeTl,} douverts deux & deux disjoints de |L]| tels que

) Vy,cUy=St'(v,, L).

11 est connu, que, si F est un fermé d’un complexe simplicial |L}, et U un. quert
de |L| contenant F, il existe un sous-polyédre P de |L| dont lintérieur contient F
et qui est contenu dans U. Nous pouvons donc trouver, pour tout y dans I', une
suite de sous-polyédres P,(m), m = 1,2, ..., de |L] de fagon que

(7 V, =intP(1),
(8) Pm) = IntPm+ 1) P(m+1)c U, pour tout m=1.
Posons, pour n et m entiers,

P(Yl, 771) = U {Py(m)/'y € rn}
P = U P(p,m).
p=1

Alors, les P(n, m) et les P(n) sont des sous-polyédres. de |L| (du moins si les
P,(m) sont bien choisis; il est en fait possible de construire les {,Pv(m)/y el,} de
fagon que, pour n et m fixés, tous soient des sous-corjnplexes dumla méme sub-
division. L' de L; prendre L’ assez fine pour que tout simplexe de L’ rencontrant
P (m-1), ou V, si m = L, soit contepu dans U,). D’aprés (8), nous avons

) P(n) cIntP(n+1) pour tout n,

et, d'aprés (7), puisque ¥ recouvre |L|,
(10) U1 P(n) = |L|.
nm

Posons Q,(m) = wPy(m), Q(n,m) = wP(n,m) et Q@) = wP(l.z).élZ:aptres (0612
et (7), P,(m) cst un sous-polyédre de |St(v,, L)|, donc ,(m) a la }afo'prnxc‘ﬁtd’ e:; e?;; n
par rapport & X. Puisque les P,(m), y € I',, sont deux EL' deux disjoints d’aprés o
le choix des U,, la condition (ji) appliquée  cette fan'nlle montre que Q(n, ];n) s}] L
propriété d’extension par rapport & X quels que soxent.n et. m.' UI‘{":Z)IH ux::tout
d’applications du lemme 11 montre alors que Q(n) a aussi cette propricté po i

e . PO R

n 1. Posons R, = P(1) et R, = P(\P(n~1) pous nz2. Soient R Hl 25

et R™ = C) Rypsys il est facile de voir que R* et R~ sont des sous-polyédres de |L|
p=0

dont la réunion est |L|. Puisque R, est un sous-polyedre de P(2p), WR;: eséttuxi‘
rétracte de wP(2p), donc a la propriété d’extension par ra})port a X . Les Ry, : éatné
deux 2 deux digjoints, la condition (i) entraine que wR™ a aussi cette propricte.
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Par un raisonnement analogue, il en est de méme de wR™. L¢ lemme 11 montre
alors que K = wR* UwR™ la posséde aussi.

Lorsque X est un k-espace, la condition (ii) du théoréme 2 peut &tre affaiblic
en la condition (ii) du théoréme 1.

THEOREME 3. Pour un k-espace collectivement normal X, les deux énoncés
suivants sont équivalents:

(i) Pour tout complexe K ne contenant aucun simplexe infini,
d'extension locale par rapport & X.

(if) Pour tout espace discret M, le ¢one sur M a ly propriéié dextension par
rapport & X.

K| a lu propriété

Démonstration. Il faut monirer que, lorsque X est un k-espace, la cop-
dition (if) du théordme 2 résulte de la condition plus faible utilisée ivi. Soient done K
et {K /o e A} comme dans I'énoncé du théoréme 2, et soil wkK le cbue sur K. Soit
M = {v,/a e A} un ensemble discret en correspondance biunivogque avee 4, et soit
L = wM le cdne sur M. Pour y dans |L|, soit y, la coordonnée barycentrique de y
sur v,. Pour « dans 4, soit J, 'ensemble des y appartenant a || tels que y,>0;
J, est un ouvert de |L|, J,nJ, = @ si a5 o et [L] = {wlu( /)

we A

Soit p: wK— L Papplication simpliciale cnvoyant w sur fui-méme ct tout

sommet de K, sur v,, a&d. Alors p~'(w) = {w} et p(wkK,]) = {w}wJ,, acd.

Soit B un sous-ensemble fermé de X, ot soit /5 8-> |wK| continue, Daprés (i),

la fonetion p o f: B—|L| a un prolongement continug: X~ [L]. Posons S = g~ (w)

et G, = g~ *(J,) pour « dans A. Alors, S est fermé dans X, et les (7, sont des ouverts

deux & deux digjoints de X. En outre, X = Su( U @) ¢t f(G,nA)c|wK,).
uwed

Notant que B S = f~!(w), nous pouvons définir une fonction continue
hy: BuS—|wK| par

h(,(x) - {]{:(\)

sixe B,
sixed.

Puisque |wK, | a la propriété d’extension par rapport i Y, nous pouvons trouver
une fonction continue Jr,: X |wkK,| telle que /,(x) == h(x) pour x dans
U wK,)u S, Définissons la fonction k: X - |wK| par

. hy(x)
k) = {h“(x')

Puisque les G, sont deux A deux disjoints, que GG, est contenu dans S et
que ,(x) = hy(x) powr xeG,A(BUS), cette définition a un sens. De plus,
k|B = ho|B = f, donc il suffit de montrer que k est continue. Pour cela, il faut
montrer que, pour tout compact C de X, k| C est continue. Puisque g ost continue,
g(C) est un compact de |L|, done est contenu dans un sous~complexe fini de |L|.

st acBus,
sixe(, aad,

1l existe donc un sous-ensemble fini {«y, ..., %,} de A tel que ¢(C) < {w}u( C) Jes
Il
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q
done que Su( U G,) contienne C. Puisque la restriction de k & chacun des fermés
i=1 g
BuSetG,,i=1,..,q estcontinue, leu(_Ul G,,) est continue, donc aussi k| C.
1=

ProBLEME 2. Le théoréme 3 reste-t-il vrai quand X n’est pas un k-espace?

ProsLEME 3. Exisic-t-il un k-espace collectivement normal ne vérifiant pas
les conditions (i) et (ii) du théorémes 3?7

Remarque. Les théorémes 2 et 3 ont des généralisations évidentes dans les-
quelles on remplace la propriété d’exiension locale par rapport & X par la propriété
d’extension locale par rapport & une classe arbitraire d’espaces collectivement
NOrmaux.

5, K,-espaces. Si X est un espace topologique, nous noterons 7~ I'ensemble des
ouverts de X et, pour tout sous-ensemble 4 de X, nous noterons 7 |4 'ensemble des
ouverts de A4 pour la topologie induite.

DfrNrTIoN. Un espace topologique X est un Ky-espace s'il est 77y et si, pour
tout sous-espace A4 de X, il existe une fonction k: F|A4d— 7 vérifiant
(2) Ank(U) = U pour tout Ue T4,

(b) si UnV =@, alors k(U)nk(V)=@.

Les Ky-espaces ont été introduits par van Douwen ([4], [5]) pour I'étude de
certains types de prolongement des fonctions réelles continues. Il est prouve dans [4]
que tout K, -espace cst héréditairement collectivement normal et que tout espace
stratifiable (plus généralement, tout espace monotonement normal voir [10] pour
la définition) est un K, -espace, donc tout CW-complexe est un K;-espace. Nous
allons appliquer nos résultats précédents a ces espaces.

THEOREMS 4. Si X est un Ki-espace, alors

(8) Pour tout complexe localement de dimension finie K, |K | @ la propriété
d’extension locale par rapport a X.

(b) Si X est aussi un k-espace, |K| a la propriété d’extension locale par rapport
a X pour tout complexe simplicial K ne contenant ducun simplexe infini.

Démonstration. Daprds les théorgmes | et 3, il suffit de prouver que le
cOne sur un espace diseret T a la propriété d’extension par rapport d X. Nous regardons
ce cbne K comme e complexe de dimension un de sommets w et v;, ie L. Pour y
dans |K|, soit y; la coordonnée barycentrique de y sur v;; ces nombres vérifient

(1) o<y <1
@ un au plus des y; est # 0.

pour i dans /1,

Inversement, toute famille de nombres ()i y vérifiant (1) et (2) détermine un
point de |X| dont les y, sont les coordonnées barycentriques sux les so\mmets vg;
nous jdentifions dong les points de K & ces familles de nombres. Pour # dans I, soit J;
Pensemble des » = ()¢ tels que y; > 0; les J; sont des ouverts deux & deux disjoints
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de |K| et |K| = wu( | J;). Etant donnés un i dans I et un nombre 0 < ¢ < 1, soit ¥ (g)
iel

I'ensemble des y = (3,);.r de |K| tels que & <y;; c’est un voisinage de v, dans (K|
contenu dans J,. Etant donnée une famille de nombres 0 < ¢; < 1 indexée par [,
notons W({s;}) I'ensemble des points y = (1)), de | K[ tels que y; < &; pour tout /;
W({s,}) est un voisinage ouvert de w dans |K]|, et les ensembles de ce type for-
ment une base de voisinage de w dans [K|. En outre, la fermeture de W({z,})
est Pensemble des (). tels que y; < ¢ pour tout i

Soient A4 un fermé de X et f* A—|K| continue. Soit n: |K|-»|K], lidentité.

Puisque |K],, a la propriété d’extension par rapport aux espaces collectivement
normaux, mef a un prolongement continu gy: X—|K|,. Posons B = g~ '(w) ct
Gy = g“(.l,), iel. Les ensembles B et Gy, iel, sont deux & deux disjoints, B est
fermé, les G, sont ouverts et X = Bu(‘U G;). Nous supposerons dans la suite

el

que B est contenu dans A car, si ce n'est pas déja le cas, il suffit de prolonger fa AU B
en posant f(x) = w pour x dans B.

Pour i dans I, soit «,(x) la coordonnée barycentrique de g(x) sur v;. Puisque
les coordonnées barycentriques sont continues pour la topologic métrique, «; est,
pour tout i, une fonction continue de X dans [0, 1] vérifiant G, = a; *(J0, 1]).

Soit k: 74—+ comme dans la définition d’un K,-espace. Comme il est
observé dans [4] (prop. 1.2.4), nous pouvons supposer k monotone (i.e. Uc V
entraine £(U) c k(V)). Soit D Pensemble des rationnels dyadiques de Pintervalle
[0, 1] et, pour tout entier m > 1, soit D,, Pensemble des éléments de D de fa forme p/2?

o
ol pestentieret 1 < g<mjalors Dy = {I/2} et D = |J D,. Fixons un i arbitraire-
m=1
ment dans 1. Nous allons définir, pour tout d dans D, des ouverts O,(d) de X de
fagon que

3 Od)nd = f(V(d),

@ Odd) = k(f~1(V(d))

®) 0(d) = Gi[k(f (Vi) uf (V@]
) 0@ o sid<d.

' Nous construirons les O,(d) pour d dans D,, par récurrence sur /. Par commo-
dité, posons D, = @, 00) = G, et O1) = 3. Supposons Od") construit pour
tout d’ dans D,, m>0, et s0it d = (2p+1)/2""" un &ément de

Dyi\Dy Opg2m-1),
Soient

E= 0(p+1/2%uf~(V(d)),
F = IXNO (/2 o[ XNk (£~ (Vi) u A)] V[ ANF~ V@) -

. En utilisant les relations (3) & (6) et le fait que k est monotone, nous pouvons
vérifierque EnF = @ = EnF. Puisque X est héréditairement normal, nous pouvons
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trouver des ouverts Py(d) et Qi(d) tels que E < P(d), F< QYd) et P{d) n 0(d) = @.
Posons gﬁé) = P‘(_e_i_)wrl k(f ”1(V,(d))). Alors (4) _est automatiquement vérifice,

Puisque P(d)nF < P,(d)_QmQ_,(d) = @, nous avons O (d) = Pi(d) = X\NF< O(p/2™n
Ak(f = (VD)) of (Vid)] < G, nlk( £ (Vi) uf ~{(V(d))], d’oi (5). Puisque
P(d) contient f~(V(d)), (3) résulte du fait que k(F Y Vid))nd =~ (v(d)).
Pour vérifier (6), remarquons que O,(p/2™) > 0 (d)= O (d)> Ofp+1/2™) (Pinclusion
W'(II) résulte de —O—Ifdj cPu,—(aJ) < 0y(p/2™), tandis que linclusion Oy(d)

+1/2”‘))) UF Y Vp+12M) e k(f UV (d))). Alors, si d’ est un élément de D,y

tel que d’ < d, O(d")> O(p/2")= 0 (d)., tandis que, si d <d’, O{d)=O0p+1/2")>

50(d), d’olt (6). ‘
Définissons alors une fonction f;: X'—1[0,1] comme suit

0 sl n'existe pas d’élément d de D tel que O,d) contienne x,

sup{de D/O(d)sx} sinon.

Bi(x) = {

La construction de f3, est une variante de la démonstration du lemme d'Urysohn;
la continuité de fi; se prouve par argument bien connu de ce lemme. Soit x un
point de A et soit d dans D. Si ff,(x) > d, il existe d’ > d tel que O[(d") contienne x,
done, d'aprés (3), x appartient & AnO0(d) = f~{V(d)), dol afx)>d >d.
Inversement, si o(x) > d et si d’ estun élément de D vérifiant d <d’ <a,(x), alors
xef " Vid)nA<Ofd'), donc B(x) = d’ > d Pour tout d dans D, les conditions
ox)>d et B(x)>d sont donc équivalentes pour x dans 4; il en résulte que

Q) BilA = ajd pour tout i dans I,
Pour i dans I, définissons une fonction continue y;: X'~ [0, 1] par
(%) = min(ee(x), fi(x)) -

Puisque, pour tout x dans X, 'un au plus des nombres a,(x) est >0, il en est
de méme des nombres 7,(x); ces nombres définissent donc un point A(x) de |K|.
Si x appartient & A, il résulte de (7) que y,(x) = o(x) pour tout i, ot h(x) = g(x)
= f (¥), donc /i prolonge /. 1l ne reste plus qu'd montrer que / est continue en tout
point de X. Pour cela, remarquons d’abord que, pour n'importe quel i dans I et
tout pojnt x de Gy, 7,(x) = 0 pour j 5 I puisque o, est nulle sur Gy; par suite, h(G))
est contenu dans lo 1 -simplexe (w, v,> de |K]|. Puisque la coordonnée barycentrique
de / sur v,, qui cst y;, est continue sur X, il en résulte que |G, est continue, donc,
puisque G, est ouvert dans X, que & est continue en tout point de Gy, i€ I Reste
4 montrer la continuité de 4 en un point x de B. En un tel point, h(x) = f(x) = w.
Si W est un voisinage de w dans [K|, nous pouvons trouver, pour tout i dans J,
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un d; dans D de fagon que la fermeture de W({d}}) soit contenue dans W. Alors,
Q= k(f “I(W({d}))) est un voisinage de x dans X. Pour tout 7 dans /, nous avons

FWEAD) nf A (V(d)) =T (W{aNn V(d) = B
donc, d’aprés la définition de k,
K £ (WD) n k(£ (V) = 8.

D’aprés (4), ceci entraine que Qn Q(d), d’ol, d'aprés la définition de f,
Bix) <d, pour tout x' dans Q et tout i dans L. Alors y,(x) < f{x") S d; quel que
soit 7, ce qui cntraine que A(Q) est contenu dans la fermeturc de w{d}), donc
dans W, d’ol la continujté de f en x.

1l serait intéressant de comnaltre la réponse a la question suivante, qui est un
cas particulier du probléme 2.

~PrOBLEME 4. Si K est un complexe simplicial ne contenant aucun simplexe
infini, K] est-il un RAV (K-espace)?

Par contre, nous montrerons & la section suivante que si X contient un simplexe
infini, alors |K| n’est pas un RAV (K|-espace).

6. Un exemple. Nous allons donner ici un exemple de K, -cspace hériditairement
paracompact X tel que la réalisation géométrique |K| d’un complexe simplicial ait
la propriété d’extension locale par rapport & X si, et seulement si, & ne contient
aucun simplexe infini. Cet exemple est basé sur une construction introduite dans [2].

Soit ¥ un espace topologique, et soit S(¥) Pensemble des suites d’éléments
de Y sans valeur d’adhérence. Posons L(Y) = YU S(Y). Pour tout sous-ensemble A
de Y, notons S,(4) I'ensemble des éléments x = {x,}sxo de S(Y) pour lesquels
il existe un entier p tel que x, appartienne & A pour n 3 p; posons A¥ = AU S,(4).
Alors (voir:[2]), nous définissons une topologie sur L(Y) en prenant pour base les
ensembles suivants

(a) les ensembles réduits & un point de S(¥),
(b) les emsembles /* ol U est ouvert dans Y.

Si Z est.un fermé de ¥, I'ensemble $(Z) des suites d'éléments de 7 sans valewr
d’adhérence dans Z est contenu dans S(¥). Nous pouvons done identifier L(Z)
A un sous-ensemble de L(Y), et il est facile de voir qu'alors la topologic de L(Z)
est induite par celle de L(Y); nous considérerons donc dans ce cas L(Z) comme
un sous-espace de L(Y). Cette convention introduit une ambiguité dans nos nota-
tions. Si U est un ouvert de Y contenu. dans Z, ensemble U* n'est pas le méme
selon que nous considérons U comme sous-ensemble de ¥ ou de Z (si x = {x,}rmo
est une suite dans S(¥) telle que x, ¢ Z mais que x, ¢ U pour n 3 1, alors x ¢ L(Z),
mais est dans le sous-ensemble U*.de L(¥)).

LeMME. 12. Si Y est collectivement normal, L(Y) aussi,
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Démonstration. Puisque Y est séparé, L(Y) aussi (voir [2]). Soit (B);; une
famille discréte de fermés de L(Y). Posant 4; = B, Y, ie I, nous obtenons une-
famille discréte de fermés de Y. Il existe donc une famille (G,);., d’ouverts disjoints

de Y telle que G, contiennc A4; pour tout i. Alors, pour tout i dans J, |J B; est un
j#i
fermé disjoint de G;, donc nous pouvons trouver, pour toul x dans G;, un ouvert

Uix) de Y contenu dans G et tel que U(x)*n () B)) = @. Posons
J#l

Hy = (U {Ux)*x e GHUBNYY.
Alors H, est un ouvert de L(Y) contenant G,u (BN Y)> 8;. 1l suffit ’dohc de vérifier
que les I, sont deux & deux disjoints et, pour cela, de montrer que, si i % i, alors
(o) U n(B\Y) = & pour tout x dans G,
(B) U Up(x)* = @ quels que solent x dans G, et x' dans G, .
Or, (o) résulte du choix de Ufx), et (B) résulte de I'égalité

U* A Unx)* = (Ui n Ux)* = (@) = 8

Lumme 13. 8t Y est un Ky-espace, L(Y) aussi.

Démonstration. Notons 7 la topologie de ¥, 9* celle de L(Y). Soit B un
sous-ensemble quelconque de L(Y), et soit A = B Y. Soit k: T|4— 7 comme
dans la définition 'un K;-espace. Pour tout ouvert U de B, soit #'(U) la famille
des ouverts F de Ytels que V*n Ba U. D’aprés la définition de la topologie de L(Y),
Tes éléments de ¥ (U) recouvrent Un A = Un Y. Posons, pour tout U dans 7*|B,

KUY = (U{(V nk(An ¥V e ¥ ()} U(UNY).

Il est clair que &*(U) est ouvert dans L(Y).k*(U)n B contient U\Y ainsi
que Un Y, puisque les ensembles 4 n ¥V, pour ¥V dans ¥ (U), recouvrent Un ¥,
Pour montrer qu'inversement k*(U) v B est contenu dans U, il suffit de vérifier que,
si y est un point de (Vnk(4nV))*n B, ol Ve ¥ (U), alors y appartient a U, ce
qui cst évident car (FVnk(4n V) "B V*nBc U. :

Soient U, et U, des ouverts disjoints de B. Pour vérifier que kA*(U,) nk*(U,) =0,
il suffit de montrer que ‘ R .

(@) (Vak(Aa P a(UNY) = @ si Ver (U i je{l, 2}, i#j

By (Fiek(An V¥ r‘w(L’z k(A V)" =@ s Ve YUY, i= 1,2

() résulte des inclusions

(Veak(An ) nUNYe (P nBInUNY) e Uiny; = <,
tandis que (B) résulte des inclusions:
(Vi nk(An V) (Vank(An V) c (kAN V))* n(k(4n V)
= (k(AnV)nk(dnT))* =D,

~ d’aprds le choix de k puisque ANV inV,cUinU,nd = @,
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Nous noterons & la classe des espaces collectivement normaux X tels que,
pour tout complexe simplicial X ne contenant aucun simplexe infini, |K| ait la
propriété d’extension locale par rapport & X. Si K est un complexe simplicial, nous
noterons &(K) la classe des espaces collectivement normaux par rapport aux-
quels |K| a la propriété d’extension locale.

LeMME 14, Si Y appartient @ &, L(Y) aussi.
Nous aurons besoin de I'observation suivante:

Sous-LEMME. Pour un complexe simplicial K ne contenant aucun simplexe
infini, les affirmations suivantes sont équivalentes

() Ye & entraine L(Y) e &(K),
(ii) |K| est un rétracte de voisinage de L(|K]),
(iii) |K| est un rétracte de L(K]).

Démonstration. (i) entraine (ij) car |K| appartient & &.

(ii) entraine (iii) car, si r: Q—|K| est une rétraction d’un voisinage de |K|
dans L(|K|) sur |K|, tout prolongement de r § L(IK|) est continu puisque
LKD\IK]| est un ouvert discret de L(|K|).

Supposons (jii), et soit r: L(|K])— |K| une rétraction. Pour vérifier (i), il suffit
de montrer qu’étant donnés ¥ dans &, B fermé dans L(¥)etf: B—|K| continue,
il existe un voisinage ouvert P de B dans L(Y) et une fonction continue F: P L(|K|)
prolongeant f, en effet, r « F: P~ |K| est alors un prolongement continu de f. Soit
A = BnY. Puisque Y appartient & &, il existe un ouvert O de Y contenant A et
une fonction g: O —|K| prolongeant f|A. Sojit P = 0¥ U(B\Y); c’est un ouvert
de L(Y) contenant B. Nous allons définir une fonction F: P—L|K|) telle que
F|O =g et FIB=J. 1l ne reste plus pour cela qua définir F(x) pour x dans
O™\(YNB) = S(O)\B. Soit x = {x,};%, un tel élément. Fixons un a dans O et
soit £ = {%,};%o la suite définie par %, = x, si x, appartient & O, %, = a sinon.
Puisque x appartient & S,(0), %, = x, pour tout » sauf un nombre fini, et la suite {£}
de points de O n’a pas de valeur d’adhérence. Pour définir F(x), distinguons
deux cas:

ler cas: la suite {g(%,)}n=o & une valeur d’adhérence. Soit F(x) I'une de ces
valeurs.

2éme cas: 1a suite {g(%,)}o 0’2 pas de valeur d’adhérence, Soit F(x) I'élément
{g(%)} de S(KI.

Pour montrer que F est continue, il suffit, puisque L{ ¥\ Y est un ouvert discret,
de vérifier quelle est continue en tout point y de Pn ¥ = O, Tout voisinage de
F(y) = g(y) dans L(IK[) contient un ensemble de la forme W* ol W est un ouvert
de |K| contenant y. Soit U un voisinage fermé de F(y) = g(») dans |K| contenu
dans W. Puisque g est continue, nous pouvons trouver un voisinage ouvert V de y
contenu dans O tel que U contienne g (V). Puisque B est fermé et [ continue, nous
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pouvons supposer que V vérifie

(1) Si yé B, alors V*nB = @,
(2) Si ye B, alors f(V*nB)c U.

11 suffit de montrer que F(V*)c W, Draprés le choix de V, il est clair que
FV¥n(YuB) =g uf(V*nB)<U. 1l sufit donc de montrer que, si
X = {X,}n=o €5t un point de V*\(¥u B), alors F(x) appartient & U. Si la suite
{g(%)} a une valeur d'adhérence, F(x) est T'unc de ces valeurs; puisque, pour 7
grand, £, = X, appartient & V, g(%,) est dans U pour »# grand, done, U étant fermé,
F(x) est contenu dans U< W™, Si la suite {g(%,)} n’a pas de valeur d’adhérence,
F(x) = {g (%)} a, d’aprés le choix de U et ¥, tous ses termes dans W sauf un nombre
fini, donc F(x) apppartjent & W*. Ceci prouve la continuité de F.

Démonstration du lemme 14, Soit L(#) Ja classe des espaces collective-
ment normaux de la forme L(Y) avec ¥ dans 4. 1l nous faut prouver que, pour
tout complexe simplicial X ne contenant aucun simplexe infini, [K| a la propriété
d’extension locale par rapport & L(£). Pour cela, d’aprés la remarque finale de la
section 4, il suffit de montrer que si le complexe X est la réunion disjointe des sous-
complexes K, o€ A, et si, pour tout « dans 4, wK,| a la propriété d’extension

" locale par rapport & L(&), il en cst de méme de |wK]|.

Posons M, = wK, et M = wK. Pour tout ouvert U de |M]| et tout « dans 4,
nous poserons U, = Un|M,|. Afin de lever Pambiguité signalée plus haut, nous
ferons une distinction formelle entre U et U, méme lorsque U est contenn dans |M,|;
ainsi, U¥ sera un sous-ensemble de L(|M,]) et U* un sous-ensemble de L(M)).
D’aprés le sous-lemme, il existe, pour tout «, une rétraction r, de L(|M,]) sur |M,],
et le lemme sera prouvé en construisant une rétraction de L(|M|) sur | M| telle que
r|L(|M,|) = r, pour tout «. 1 ne reste plus qua définir r sur les éléments de
LUMDN U LOIMD) = SMON(U L(M,))). Pour cela, répartissons ces éléments

x« «

x = {x,}fuo en deux types.

Type L 1l existe un o dans A tel que | M,| contienne tous les x, sauf un nombre
fini. Puisque {x,} n'a pus de valeur d’adhérence, sewl un nombre fini de x, sont
égaux & w, donc o est unique. Définissons la suite & = {&,} a0 des poinisde M|
par %, = x, si x, appartient & |M,|, X, = w sinon. Les suites x et £ ne different
que par un nombre fini de termes, donc ¥ est un dlément de S(|M,)). Posons
alors r(x) = r(%)

Type 11, Pour tout « dans A, |M|N\|M,| contient une infinité de termes de la
suite. Posons alors r(x) = w.

1 ne reste plus qu'a montrer la continuité de r et, pour cela, qu’a vérifier cette
continuité en tout poiwnt p de |M|.

Ler cas, p # w. Soit f§ I'unique éiément de 4 tel que |M,| contienne p. Soit U
un voisinage de p dans |M|. Puisque 7, est continue, nous pouvons trouver un
voisinage ouvert ¥ de p dans |M| contenu dans [MyN\{w} et tel que rp(V*)  Up;
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il suffit de vérifier que r(¥*) < U. Soit x un point de V*. Si x cst dans ) L(M,)),

alors x appartient & L(|My|) puisque ¥ est contenu dans | M], done r(x) = ry(x) e U.
Six = {x,} ¢ UL(M,), tous scs termes sauf un nombre fini sont duns V< |M),
o

done x est du type I et £ appartient & Vi, dot r(x) = ry(f) e U.

20me cas. p = w. Soit U un voisinage de w dans [M]. La continuit¢ des r,
permet de trouver, pour tout « dans A, un voisinage ouvert ¥, de w dans |M,f tel
que r,(V¥) < U,. Alors, V = ) V, est un voisinage ouvert de w dans [ M| et il suffit

.
de montrer que r(¥*) < U. Soit x un point de ¥*, 8i, pour un o dans A, x appartient
A L(M,)), alors x est dans V¥, done r(x) appartient & U. 8i x est de type 1, la suite X,
ne différant de x que par un nombre fini de termes, est aussi dans V¥, done
r(x) = r(¥)e U d’aprés ce qui précede. Si x ust de type I, r(x) = weU,
d’ob le résultat.

Nous pouvons maintenant donner 'exemple annonce. Soit D un simplexe
infini dénombrable, et soit X = L(|D|). X est un K -cspace d’aprés le Temme 13 et
est héréditairement paracompact d’aprds [2]. Tout complexe ne contenant aucun
simplexe infini a la propriété d’extension. locale par rapport A X d’apres le lemme 14,
Enfin, si K contient un simplexe infini, |K| contient |D}; si |K| avait la propriété
dextension locale par rapport 2 X, il en serait de méme de son rétracte | D|, con-
trairement 2 [2). (Sur cc point, remarquons que la démonstration de [2] montre
gue si O est une classe d’espaces telle que Ye Q entraine L(Y)e Q, alors tout
RAV(Q) est un espace de Baire; it suffit pour le voir de remplacer dans la démon-
stration de [2], INL" par O, olt {0,} est une suite décroissante d’ouverts partout
denses d’intersection vide.)
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