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It would be desirable to replace condition (ii) by
(i) Lat(S) = {(0), X},

where Lat(S) is the lattice of all closed subspaces of X which are invariant with
respect to all operators Tin S. One can see that Theorem 2 so modified would
give a positive solution to the problem mentioned tn § 3 in the case when X is
a By-space.
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Moultifonctions analytiques polygonales

par

LINE BARIBEAU* {Québec)

Absteact, The speetrurm ol an analytic family of clements of 8 Banach algebra is an example of
an analytic multivalued function. In this paper wo study continuous analytic multivalued funciions
whose values are conves polygong. It is shown that if the number of vertices is bounded, then these
vertices vary holomorphically away [rom branch points. Examples are given to show that this
exceptional sel can be quite large, and thal the number of vertices may be unbounded. This shows
that such & function cannat be seen as the convex hull of a finite analytic multivalued function, as
was Lhe case for segment-valued functions,

1. Introduction. La méthode sousharmonique s'est révélée au cours des
derniéres années une technique trés puissante pour étudier la théorie spectrale
dans les algébres de Banach. Dans [8], Z. Stodkowski montre que cette théorie
se laisse ramener 4 I'étude des fonctions analytiques multiformes, ou multifon-
ctiony analytigues, qu’on définit comme suit:

Dermvrrion 1. Soit A - K (4) une fonction définie sur un domaine D de C",
prenant ses valeurs dans # (C™), ensemble des compacts non vides de €™ On
dira que la fonction K est analytique si elle satisfait les deux propriétés
suivantes:

1. K est semi-continue supérieurement.

2. Pour tout cuverl D, =D, si Vest un voisinage de Gr(K|p,) = {(4, z):
AeDy, ze K(A)}, et (4, 2) une fonction plurisousharmonique sur ¥, alors la
fonction

P(A) == sup il 2): ze K(A)}

est plurisousharmoenique sur Dy,

Si A= (4) est une fonction holomorphe a4 valeuts dans une algébre de
Banach, la fonction multiforme A++Sp /() est analytique. La théorie des
algébres uniformes fournit d’autres exemples de fonctions analytiques multifor-
mes [2].

Certains fonctions analytiques multiformes sont bien connues. Par exem-
ple, les multifonctions analytiques finies sont précisément les fonctions algé-
broides, c'est-a-dire de la forme
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K(Ay={z: 2"+ (1) 2 o, (d) =0}
ou dy, ..., &, sont des fonctions holomorphes Ce résultat bien connu se trouve
demontre par exemple au début de la preuve du Théoréme 1.5 de [3].

Dans [4], nous avons étudié les multifonctions analytiques prenant pour
valeurs des segments. Sous Phypothese additionnelle de continuité, nous avons
montré que les extrémités de K(4) varient localement holomorphiquement en
dehors des points de branchement et qu’une telle fonction peut &tre vue comme
enveloppe convexe d’une fonction algébroide 4 deux éléments.

Pour faire suite aux questions soulevées dans [4], nous nous intéressons
ici aux multifonctions analytiques continues dont les valeurs sont des poly-
gones convexes. Nous verrons que si K a au plus n sommets, alors en dehors
des points ou K dégénére en un polygone 4 moins de n sommets, les sommets
de K varient localement holomorphiquement. Cependant cet ensemble de
points ot K dégénére peut étre trés gros. Nous verrons par un exemple que
contrairement au cas des segments, K ne peut pas étre vue comme l'enveloppe
convexe dune fonction algébroide.

2. Caractérisation des fonctions holomorphes au moyen des fonctions
plurisousharmeoniques. On trouve dans [1], p. 174, le résultat suivant de B.
Aupetit et J. Wermer qui s’inspire d’un théoréme de R. Narasimhan ([5], p. 59).

THEOREME 1. Soif ¢ une fonction bornée sur un domaine D de C. Pour que
© ou @ soit holomorphe sur D il faut et il suffit que A—logip(d}—2z| soit
sousharmonique sur D quel que soit zeC de module ossez grand.

Les résultats que nous présentons ici sont de nature serblable.
LEMME 1. Soit ¢ une fonction de classe C* sur un domaine D de C, et G un

ouvert non vide de C. Supposons que la fonction loglo(l)—z| est plurisous-
harmonique sur Dx G. Alors ¢ est holomorphe sur D.

Démonstration. La fonction v(d, 2} = log|p(d)—z|* est plurisoushar-
monique. Par conséquent la matrice hessienne H(v) associée 4 v est semi-définie
positive, Son déterminant est donc positil on nul. Un calcul rapide montre que

@
(p—2)?

tia
H{v) =
Pz
(¢ —z2)*
et linégalité 0 < detH = —}¢pi?/lo—z|* implique ¢7=0. =

TréorEME 2. Seient D un ouvert de C et G un ouvert non borné de C et tel
que G, = {zeG: dist(z, 6G) > &} est non borné pour ¢ assez petit. Supposons que
@ est bornée et que la fonction de deux variables

u(d, z) = loglp(d)—z

est plurisousharmonique sur D x G. Alors @ est holomorphe sur D.
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Démonstration. Soit m > 0 tel que |¢| < m. On peut, quitte 4 restrein-
dre G, supposer que |z| == M >m pour tout zeG.

On approxime u par une suite décroissante de fonctions plurisoushar-
moniques indéfiniment différentiables de la fagon suivante. Soit «(t) = 0 une
fonction de classe C™ 4 support dans (0, 1) et telle que [§ to{z)di = 1/(2x). On
définit pour Ae D, = {ieD: dist(i, D) > ¢} et zeG,

'2
A, Z) =5
( ) 4'” il’{-:(
2| <
(ot (i/2)*dz A dZ A di A d7 représente I'¢lément de volume dans C2). En posant
A =re et 2 = se" cotte expression devient
18 2r e 2n

(4, z) = - § 1 1 loglp(A+rey~(z-+se™olr/e)ols/e)rs dr dO ds dr.
0000

Maintenant, pour A+re® fixé, 1a fonction log|ep (A - re®®) — 2| est harmonique en
z sur G. En utilisant la propriété de moyenne on a donc

log|@(A + &)~ {z-+ 2Na()/e)a(|2|/e) dX A dA A d2' A dF

a2n

1 ) -
" j‘ j log|g (A +ref—(z+ se™als/e)s ds dr

1 i .
= [ 2nlog|e (A +re')— zla(s/e)s ds
00 85

= logle(A+re')—z.
Finalement on obtient

1 o 2n
u,(A, 2) ;mf § loglg(A+re®y—z|ulr/e}r dr do.
00
Puisque jp(A+reé™| < m < M <)zl on peut écrire
1 ¢ 2n 1 N
(A 2) =] | (loglzlﬂogl i “5---2) (s) dr d0
00 .

& 2n N i
= log |z} +- j eiog( ﬂi—;m——))a(grdrﬂ dg
l r - <
£ Am ) R .
- Re L l(»«g:;wt& )) (E)rcfrcif)_ :

0
= .ug|z|+ J -
&* 4

ot Ja série est upiformément convergente, Donc

11

1t,(4, 2) = loglz|--Re 3, fi{A)/z"
yeyl
ol on a posé '
£

__.g}j [ (p(A .pre'”)) a(r/e)rdrdf),

I’()O

Si{d) =
{Cest une fonction de classe C* satisfaisant | £, (1) < m¥/k.)
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Les fonctions u,(4, z) sont plurisousharmoniques et de classe C* sur D, x G,
et convergent en décroissant vers u quand g0 (voir par exemple [7], p. 77).
Par conséquent la matrice hessienne associée a u, est semi-définie positive. Or

Fu, u, 0*u,  u,
Hiu) = AL 8zdd _ DL Bz0X
() = Pu,  Pu, || B,
DZ0)  0zdz 0Z04
et comme dans le Lemme 1, on obtient
&*u,
= (.
azél
Ainst la fonction
fu, 1 kfk
g, z) = E“;; = ——k}jl S

satisfait gz = 0, et donc est une fonction holomorphe en A sur I}, pour tout
ze G, fixé. Soit (z,),»: une suite de points de G, tendant vers l'infini. On a

£ = lim =222, z,)
oo

et la convergence est localement uniforme sur D,. Par conséquent la fonction
S1{4) est holomorphe sur I},. On obtient de la méme fagon, par induction, que
toutes les f; sont holomorphes sur D,. Ainsi la fonction Re ) ¥ £,(1)/z* est une
fonction harmonique de A sur D, pour tout ze G, fixé. Puisque u(A, z) est la
limite décroissante, quand ¢ decrmt vers 0, des'u, (A z), le théoréme de Harnack
implique que u(4, z) = loglp(4)—z| est harmonique en AleD, pour toui ze G
fixe. En appliquant le raisonnement de [5], p. 39, 4 la fonction ¢ —z,, ol z, est
un point intérieur fixé de G, on conclut que ¢ est de classe C*. 11 suffit
maintenant d’appliquer le Lemme 1. =

3. Application aux multifonctions analytiques polygonales. Nous considér-
ons maintenant une multifonction K qui est analytique, continue, et prend
pour valeurs des polygones convexes. Comme toujours, la continuité est celle
définie par la distance de Hausdorff pour les compacts:

A(K, L) = max(max dist(z, L), maxdist({, K)).

zeK tel )
Si le nombre de sommets # = 2, on sait déjd que K est I'enveloppe convexe

d’une fonction algebrmde L’exemple qui suit montre que le cas n =3 est
différent.

ExempLE 1. Soit D = {AEC: ImA > 0} et considérons la fonction multi-
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forme K définie sur D par

_fo. 1]
Ki#) = {00{0 1, —(i/m)logi}

ot coE désigne l'enveloppe convexe de I'ensemble E et logd =
avec 0 < argd < m.

Alors K(A) est continue et posséde des sélections holomorphes. Par
conséquent elle est analytique (voir par exemple [6]). K prend pour valeurs des
triangles mais dégénére en .un segment sur le “gros” ensemble D~ {4: |4 < 1}.
On peut bien exprimer K () comme co{0, 1, ¢(4)} pour une fonction continue
¢, mais on ne peut le faire pour une fonction ¢ holomorphe. Cependant, hors
de l'ensemble exceptionnel ou K dégénére, ses sommets varient holomor-
phiquement. Ceci n'est pas une coincidence, comme le montrera le Théoréme 3.

si f <1
si J > 1,

log|4|+iargd -

LEMME 2. Soit K un pelygone convexe d n sommets. Il existe & > 0 tel que
tout polygone convexe L satisfaisant A(K, L)< & a au moins n sommets.

Démonstration. Soient z,, ..., z, les sommets de K. Pour chaque
i=1,...,n il existe une fonctionnelle linéaire /; telle que

Rel{z) > max Relf(z).

J=1,..,n
J#i

Pour r >0, posons K,={zeC: dist(z, K)<r} et E(r)=
> Rel(z)—r}.

Pour r suffisamment petit, la droite Rel(z) = Rel,(z)—r sépare z; des
autres z;, et les ouverts U, = E{r)nK, sont mutuellement disjoints. Soit
&= min; -, .. dist(z, 8U). Si A(K, L) < ¢, alors pour chaque 1, U;nL est non
vide. La fonctionnelle Rel, est maximisée sur L en un point extréme #,, et on
a nécessairement 1, U,. Puisque les U, sont deux a deux disjoints, les points
1y .00y H, cOnstituent » sommets distincts de L. m

{zeC: Rely(z)

THEOREME 3. Soit K une multifonction analytique définie sur un domaine
D de C. Supposons de plus que K est continue et que K(2) < C est toujours un
polygone convexe & au plus n sommets. Soit E Uensemble des points o K(J)
a moins de n sommets. Alors D\E est ouvert et les sommets de K varient
localement holomorphiquement sur D\E.

Démonstration, Le fait que D\E soit ouvert est une conséquence
immédiate du lemme précédent. Soit A,&D\E, et appelons z,,...,z, les
sommets de K(Ay). Soient Uy, ..., U,, r > 0 et ¢ > 0 comme dans le Lemme 2.
On peut également supposer que les U, sont mutuellement disjoints. Par
continuité de X, il existe & > O tel que |A—A,y| < & implique 4(K (1), K(ig)} <&
Soit ¢,(4) le sommet de K(i} qui se trouve dans U, pour leD =B(4,, ).

Contentons-nous de montrer le résuitat pour ¢,; la démonstration est la
méme pour les autres ¢;. Quitte 4 faire une rotation et une translation, on peut
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supposer que [,(z) =

U, {z Rez< =20}, U,u

—g, et quil existe un f >0 tel que
~wlU, = {z: Rez > 0}.
Puisque les disques B{x, x)(x > 0) forment une exhaustion du demi-plan droit,

ou voit que pour xeR assez grand, disons x > x,, on a

Cmax  |{—x| = max|{—x|.
Lelju. uly Cell;

Cette derniére égalité reste vraie si on remplace x par un zeC satislaisant
iz—x| < B. Par ailteurs la fonction f({) = |{ 2| est maximisée pour {e K(1) en
un sommet de K(A). Par conséquent, si AeB{4,, ) on a

max (2| = |, ()—z]
LekiA)

pour tout zeG ol on a posé¢ G = {x+iyeC: x> x,, [y < f}.
Considétrorns mamtemnt la. multifonction définie sur D x G par

K4, 2) = Z) x{z}.

Draprés un théoréme de Z. Stodkowski, qu'on peut trouver démontré dans [6]
(Theorem 2.3), K est analytique. La fonction de quatre variables

Wik z, L, &) =logl{ —{]
est plurisousharmonique sur C* Donc par la Définition 1, la fonction
YA, 2) = max{y(i, 2, {, &): (, HeK(4, 2)}
est pluf_iéousharmonique sur Dx G. Mais
P4, 2) =logip,(4)—2l.
En appliqﬁant le Théoréme 2 on voit que ¢, est holomorphe sur B(4,, 5). m

Le théoréme de rareté permet de dire que si K(4) est une multifonction
analytique finic définie sur un domaine D, alors il existe un entier n et un
ensemble diseret E = D tel que K contient exactement n points sauf sur E ol
elle contient moins de » points. Si K prend pour valeurs des polygones
convexes, existe-t-il un n tel que K (1) a toujours au plus n sommiets? ['exemple
qui suit monire que ce n’est pas toujours le cas,

ExempLe 2. Soit D= {1: |} < 1} et
' K(A) = {&" neNJu{0}.

La fonction X est continue et posséde des sélections holomorphes: elle est donc
analytigue, Posons

L{&) = coK(A).

La fonction L est analytique (voir [37, p. 31) et prend pour valeurs des
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polygones convexes. B effet, si A est réel, L{1) se réduit 4 un segment. Sinon,
alors 0 est un point intérieur de L(): si ce n'était pas le cas, on aurait 0 e 8L(4)
et cela impliquerait Uexistence d'une droite passant par Porigine et telle que A"
est situé du méme cdté de cette droite pour tout n. Ceci est impossible. Puisque
0 est un point intérieur de L(4), il existe une boule B{0, r) = L(1). Or pour
n>ny, on a eB{0,r). Ceci implique que L(A) coincide avec Ienveloppe
convese des points A, A%, ..., A"

Cependant, le nombre de sommets de L(A) n'est pas borné En effet,
considérons un point A de la forme 4 = rf o0 0 <r < 1 et £ = 2™ pour un
entier n > 0. Alors on peut voir que L(4) est 'enveloppe convexe des points
A, A%, .., A" Maintenant les ¢* (k=:1,...,n) forment les sommets d'un
polygone rvégulier ¢t il existe £ > 0 et des fonctionnelles linéaires [, telles que
Rel, sépare B((*, &) de { ;4 B(, ¢). Si r est choisi suffisamment prés de 1, alors
A*e B(¢k, &) pour tout k = 1, ..., nct on voit alors que 4, ..., A" sont tous des
poinis extrémes de co{d, ..., A"}. Ainsi dans ce cas L(}) a n sommets.

It serait intéressant de connaitre des conditions nécessaires et suffisantes
pour que le nombre de sommets soit borne.
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