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THEOREM 9. Under the conditions stated in Theorem 8,

Iimi#{ngx: t(n)éy}=G(y}

X+ oo

exists for almost all y; furthermore, G is a distribution function and it does not
depend on H. The same result holds when replacing t(n) by T(n).
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ACTA ARITHMETICA
LVII (1991)

Suites de G-orbite finie

par

CHRISTIAN MAUDUIT et BRIGITTE MossE (Marseille)

1. Introduction. Pour démontrer 'existence de géodésiques récurrentes non
périodiques sur certaines surfaces de courbure négative, M. Morse a introduit
la suite u = (u,),ey & valeurs dans {a, b} définie par u, = a(resp. b) si la somme
des chiffres de n écrit en base 2 est paire (resp. impaire). Depuis, cette suite est
réapparue lors de la résolution de nombreux problémes de combinatoire,
d’algebre, d’arithmétique, d’analyse harmonique, de physique théorique, etc...
(on pourra consulter & ce sujet [18]). Les procédés de construction de la suite
de Morse ont été généralisés par divers auteurs, et notamment par S. Kakutani
et M. Keane qui ont étudié les systémes dynamiques symboliques obtenus ainsi
(cf. [5], [6], [91-[13], [17], [23], [27]).

Par ailleurs, J. Coquet et B. Mossé¢ ont défini dans [3], [21], [22] un
décalage g-adique des suites dont ils ont étudié les propriétés harmoniques et
arithmeétiques. Les systémes dynamiques les plus simples associés a ce décalage
sont évidemment ceux obtenus pour les suites d’orbite finie; il est donc utile de
pouvoir les caractériser.

Une famille de telles suites a été étudiée dans [19]. L’objet de ce travail est
de les décrire toutes et d’établir leurs liens avec les suites de Morse généralisées
au sens de M. Keane. Nous étudions ensuite une propriété de disjonction

spectrale de certaines de ces suites, complétant ainsi les résultats concernant la
somme des chiffres obtenus dans [1], [7], [8], [16], [25].

2. Rappels et definitions. Soit g un entier au moins égal 4 2. Tout entier
naturel n sécrit de fagon unique

n= 3 enq,

rz0
ou e, (me{0, ..., g—1} est le r-iéme chiffre du développement de n en base q.

DEFINITION 1. On appelle addition g-adique de deux entiers n et n'
Popération notée @, (ou @ si aucune confusion n'est possible) et définie par

VreN, e (n®nn)=c¢e, (n)+e (n)mod q.

Nous désignerons par G, le groupe commutatif (N, @)
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Soit &/ un ensemble non vide que nous appellerons alphabet et dont les
éléments seront appelés lettres.

DEFINITION 2. On appelle décalage q-adique I'action de G, sur I'ensemble
2N des suites 4 valeurs dans «, définie par

V(g, u) € Gq x de Tg (u) = (uleqﬂ)ﬁh“

L’ensemble Orb (u) = {T, (u); g€ G,} est appelé orbite de u sous l'action du
décalage g-adique.

DEFINITION 3. Soit E une partie de N. La E-somme des chiffres en base q de
Ientier naturel n est définie par

st = Y e,(n).
reE

L’objet de cette étude est de décrire I'ensemble # , (<7) des éléments de &/ N
dont l'orbite sous l'action du décalage g-adique est finie.

Nous donnons trois caractérisations de .#,(=/): tout d’abord un algo-
rithme de construction de cet ensemble qui le relie 4 'ensemble des suites de
Morse généralisées, puis une caractérisation en termes de sommes de chiffres et
enfin en termes de transformation de Fourier—Walsh.

Dans la derniére partie, nous montrons que les parties continues des
spectres de (sg(n)),s0 €t (s& (n)s>0 sont disjointes si et seulement si p est
différent de ¢ ou EAE' est infini.

3. Suites récurrentes au sens de M. Keane. Nous introduisons quelques
notions et notations inspirées de [9], [17], que nous utiliserons par la suite.

DErFINITION 4. On appelle bloc ou mot de longueur leN, et on note
Xo..-X;—1, tout élément (x,, ..., x,—;) de &
Si u est un élément de o/~ (i.e. un mot infini), on dit que x,...x;— €st un

bloc de u, ou un sous-mot de u, s'il existe ie N tel que x; = u;,; pour tout
je{0, ..., -1}

Si b et b’ sont deux blocs de longueurs |b| = let |b'| = I, on note bb' le bloc
de longueur /+/ obtenu par concaténation: bb' = by...by_; by... b} _;.

Si u est un mot infini, on considére A la partie de o/ formée des lettres qui
interviennent effectivement dans u (i.e. 4 = u(NV)), que 'on suppose fini de
cardinal égal a s.

Soit alors & = {0, = id,, ..., 0,_,} un groupe de permutations de A.
Pour tout i€ {0, ..., s—1}, ; peut étre considérée comme une application de
I'ensemble des blocs dans lui-méme. Si b (resp. ') est un bloc de longueur /
(resp. I') on note bx b’ le bloc de longueur [I' défini par

bxb' =0, (b)...0, (b).
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DEFINITION 5. On appelle suite récurrente tout élément u de &/~ de la
forme u = []i0 b' ou les b sont des blocs commengant par la lettre 0, et tels
que |b| > 2 pour une infinité de i.

4. Description de .# (=¢). On peut, grice a la proposition suivante, décrire
d’une maniére générale les éléments d'orbite finie de &/™ sous l'action d’un
groupe abélien dénombrable dont le support est identifie 2 N, G = (N, *).
G agit sur /N par décalage:

V(g, H)E G x MN; T; (u) = {uma]nEN'

PROPOSITION 1. Les éléments de o#™ dorbite finie sous Paction du décalage
défini par G sont les suites de la forme u = f(x,, ..., 1,) ou re N¥*, f est une
application de C" dans £, et ou pour tout i€{l,...,r}, x; est un caractére
d’ordre fini de G.

Démonstration. Notons S (u) le stabilisateur d’un élément u de /¥,
Cest-a-dire I'ensemble des éléments g de G tels que T, (u) = u. La suite u est
d’orbite finie sous 'action de G si et seulement si G/S (u) est fini, C'est-a-dire si et
seulement si S (u) est de la forme S (u) = ()en ker x, ou H est un sous-groupe
fini du dual de G.

Soit (x4, .-, ¥,) une famille génératrice de H. Pour tout entier naturel n,
T, (u) ne dépend que de la classe de n modulo S (u), c’est-a-dire du r-uplet
(ot; ), ..., x, (m)). En particulier u, = (T, (w) (0) ne dépend que de (x, (), -, 1, ()
et il existe donc une fonction fde C” dans & telle que u = f(x,, ..., 1), avec les
¥; d’ordre fini.

On vérifie réciproquement que toute suite de cette forme est d’orbite finie
sous l'action de G. m

Cette proposition pourrait étre utilisée pour montrer les théorémes 1 a 3;
nous allons toutefois donner une description de .#,(%/) de maniére plus
constructive.

LeMME 1. ue #, (/) si et seulement si {T,,(u); reN} est fini.

Démonstration. Supposons que { T, (u); r € N} soit fini, égal & {Ty, (u);
i€{0,...,—1}}, et considérons g = ),50¢,(9) g €G,.
G, étant un groupe commutatif dont tous les éléments sont d’ordre fini, on a

T, () = (...0TyP0...0T@?) (W) = (Tgro...0 Tiy™1) (),

ou pour tout ie{0,...,6—1}, n,e{0, ..., g—1}.
Donc Orb (u) est finie, de cardinal inférieur ou égal & ¢’. m
Pour tout ue #, (), on pose

{U}U{T;r (u); rEN] = {“tm =u,..., u{d—l}}"

etsiie{0,...,d—1}, N, = {reN; T,- (w) = u”}, et m; = inf N, pour i # 0. On
note h I'application de N dans {0, ..., d—1} qui & tout entier naturel n associe
Pentier naturel i tel que neN;.



72 C. Mauduit et B. Mossé

LEMME 2. Le support A d'un élément de M (o) est fini, de cardinal inférieur
ou égal a ¢ 1.

Démonstration. Pour tout entier naturel r, I'action de T~ sur u consiste
en un produit de permutations circulaires de longueur g sur les paquets
successifs de g blocs de u de longueur ¢'. Ainsi la donnée de h(r) permet de
décrire les g"*! premiers termes de u a partir des ¢" premiers termes de u. Pour
ie{l,...,d—1}, lécriture des ¢™*' premiers termes de u conduisant & multi-
plier au plus par g le nombre de lettres a utiliser, on a card A < ¢! »

LEMME 3. Le mot u appartient a # (/) si et seulement si il existe une
partition de N en d sous-ensembles N, ..., N, (avec éventuellement N, = )
et une application ¢ de B={0,...,q—1}*"" vers of tels que u = pov, ou

v6=0,...,0) et v,= ][ 7 (o),
rz0

n; étant la permutation de B égale au produit des cycles disjoints:

m=I] .. Tl

hhi<q Ja-1<q

{Ul! “'ajl—ls O!jl+15 ---!jd"l)’ veny Uls ---:ji—l; q_lsji-l-l! “'!jd-*l))
sii#0, et my=idp.

Démonstration. Soit ue # () et Ny, ..., Ny les parties de N
associées a4 u comme précédemment, que nous supposons ordonnées de fagon
dcequem<msild<i<j<d

Nous allons construire un élément v de .4, (B) associé 4 la méme
“partition” de N tel que le cardinal de v (N) soit maximal, c’est-a-dire d’aprés le
lemme 2, tel que card v(N) = card B. La suite v ainsi obtenue étant unique
a une permutation prés des lettres utilisées, u est obtenue en identifiant
éventuellement certaines lettres de v, par une application ¢: B — &/. Cette suite
v est obtenue de la maniére inductive suivante:

On pose v, = (0, ..., 0), et b, = v,...v,,—; pour tout entier positif r.

e Si h(r) = 0, l'égalité T-(u) = u entraine que

br+l = r"'brzbrnu{br}”'n%_l(br) ou E0=idB'
gfois
eSir=m,onab=00,..0..0,..0) et légalitée T, () =ul
q'}rais
conduit a introduire (g—1) nouvelles lettres que nous désignerons, dans leur
ordre d’apparition, par (1,0,...,0), (2,0,...,0),...,(g—1,0,...,0). On

a donc

b,+1 =(0,...,0)...00,...,0)(1,0,...,0)...(1, 0, ...,0)
g~ fois a g fois ’
...(g-1,0,...,0)...(g—1,0, ..., 0).
* q"f'ois =
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Plus généralement, on introduit les nouvelles lettres de fagon a ce que les lettres
de b, aient leurs (d—i) derniéres coordonnées nulles tant que r < m; et que les
nouvelles lettres dans b, + ; apparaissent dans 'ordre de leur i-éme coordonnée.
Ainsi, si h(r) = 0, Pégalité T, (u) = Tyun (u) entraine que b,y = b, Ty, (b,)
...7q" (b,), ou pour tout ie {1, ..., d— 1}, m; est la permutation de B égale au
produit des cycles disjoints :

=[] .- [l
j1<q  Jja-1<g
[Ula "-:ji—h O’jl'+1! -“!jd—l)a sy (jl: --'aji—h quinl: ---’jd—l))-
Pour i <j<d, Ty (resp. Tm) opére sur des paquets de_ q blocs
consécutifs de longueur g™ (resp. g™) et g™ divise g™. On en (':}é}dmt que les
n; (i€ {0, ..., d—1}) commutent deux & deux et v, = [1r20 mhin (o)
Réciproquement, si u est définic comme dans I'énonce, on a ve M, (B) et

donCc ue H () = -
Cette définition de v permet d'interpréter =, comme une addition dans

(Z/qZ)*~ 1, le cycle

(Ul: '"sji*ls OuiHls -"sjd—l): veey Ul) -"!ji—l! q_lsji-l-h “'!jd—l))

représentant I'addition de
(,...,0,1,0,...,0) mod q.
rangi

On en déduit:

THEOREME 1. Le mot u appartient a@ M, (of) si et seulement si il existe une
partition de N en d sous-ensembles N, ..., Ng-1 (avec éventuellement N, = O),
et une application ¢ de B = (Z/gZ)*~* vers o telles que u = $od, ou ¥ est la
suite récurrente sur B définie par

5=b'xb*x...

avec |b'| = q,

bl (0; sery O)a si h (f) = 0,
7710, 0,),0,...,0), si k() =k#0
1

et
g, (%) = x+bi, pour xeB.
5. Suites de G,-orbite finie et sommes de chiffres. Pour tout (a, n)e N*x N,

on note mod, (n) le reste de n modulo a. Par ailleurs, si N = | Ji<a N}, on pose
pour tout ie{l,...,d—1}, m;=infN, et §; = sk,
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THEOREME 2. Le mot u appartient @ # (/) si et seulement si il existe une
partition de N en d sous-ensembles N, ..., N,_, (avec éventuellement N, = @)
et une application y de B = {0, ..., g— 1} vers o tels que u = Yow, oti w est
Pélément de BN défini par

Démonstration. En effet, si u € #, () on a, d’aprés le lemme 3 et avec
les notations du lemme 3, u = pov. Or

d-1 d-1
vp = [ 7y (o) = [] mirene® (vg) = [] apeSi (vy),
rz0 i=1 i=1
car n; est d’'ordre g.
Donc pour tout entier naturel n, v, ne dépend que du (d—1)-uplet
(modq (S:(ﬂ)))seu ,,,,, 4—-1) qQui peut prendre card B valeurs; or card v (N) = card B
et les suites v et w sont donc en bijection. m

6. Caracteérisation harmonique des éléments de .#, (). Le groupe G, est
isomorphe au produit faible | |, Z/gZ; son dual Gq est donc isomorphe au
groupe produit [[,50Z/gZ dont les caractéres, introduits par Walsh, sont
donnés par

VneN, o, =] e(l._-‘?.-(_{i_!), si t=()soctn= 7 en)q.
rz0 q rz0
(On pose e(x) = e2*x)
Si u est une mesure borélienne de probabilité sur Gq, sa transformée de
Fourier-Walsh 4 est la suite de nombres complexes définie par /i(n)
= [, @, (t) u(dr), pour tout entier naturel n.

THEOREME 3. Les éléments de .# (/) sont exactement les composés par une
application de C dans of des transformées de Fourier—Walsh de combinaisons
C-linéaires finies de mesures de Dirac sur G,

Démonstration. D’aprés le théoréme 2 et avec ses notations, tout
€lément u de 4 (sf) est de la forme u = Yow ou ¥ est une application de
B vers o et w, = (mod,(S;(n))u...a—1y- Par ailleurs, w s'identific natu-

rellement a I'élément z de CN défini par
=1 /mod, S, (n :
z, =[] e(—"-,.'&), pour tout entier naturel n.
i=1 q

Pour tout ie{l,...,d—1} considérons y; Iélément de G, représentant la
fonction indicatrice de N; et (a;)(0,.....- 1; 12 solution du systéme de Vander-
monde:

D a.-;e(jf) = e(%), Se{0,...,g-1}.

i<q q
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Alors, si d, désigne la mesure de Dirac en un élément y de Gq et

=1

p= % Y a;0;, on a pour tout entier naturel n,
i=1j<gq
d—1 d—1 2
" . JSi(n)
am =11 ¥ aj0,0x) = [] Eaije( )=Zn-
i=1 j<gq i=1 j<q q

Réciproquement, soit x4 une mesure discréte a support fini sur G,
U= i<k, ot pour tout i€ {0, ..., k}, a;€ C et x; = (xij)jen € G,. Vérifions
que i€ A, (C), c'est-a-dire que lorsque r décrit N, (i (1@ g"))nen ne prend qu'un
nombre fini de valeurs:

2 1ie;(n®q)
fn®q) = ¥ cx,.e(L____)
i<k q
=) a.e(‘;’ e ej(n))e(lir((e,(n)EB l)—er(n)))_
i< q q

Or y, ne peut prendre que g valeurs distinctes lorsque r parcourt N, et
(e, (@ 1)—e,(n)e{l—g, 1} pour tout r,
donc jie #,(C). m

7. Une propriete de disjonction. Dans cette derniére partie, nous supposons
connus les résultats relatifs a I'analyse spectrale des suites, qui sont exposés par
exemple dans [26]. Soient p et g deux entiers naturels > 2, E et E’ deux parties
infinies de N. Les suites

_ (st _ (st (n))
f"—e(p) et g,,me(q

sont des éléments de .#,(C) et .# (C) respectivement, dont nous nous
proposons de comparer les types spectraux. Ce sont des suites récurrentes; elles
sont également g-multiplicatives [4], [20], [24].

Suivant [8], [14], introduisons pour tout m = (m,, ..., m) dans Z**! les
suites

PRy =f™(n).../™(n+s) et Pr(n)=g™(n)...g" (n+9).

On pose |m| = mg+...+m,.

On sait que les mesures spectrales A7 et A7 de P} et Py respectivement
sont ou bien continues, ou bien discrétes. Ainsi, pour comparer la composante
continue des types spectraux de f et de g, il suffit de comparer A7 et A7 pour
tous les éléments m de Z°*' et m’ de Z° " tels que ces deux mesures soient
continues, ce qui n’est possible que si |m| et |m'| sont non nuls (cf. [14]).
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Dans le cas p = g = 2, les composantes continues des types spectraux de
fet de g sont disjointes dés que les mesures spectrales de f et de g le sont. On
sait que c'est le cas si EAE' est infini (cf. [5]).

Soient A une mesure borélienne sur le tore et r un entier strictement positif;
on note A (rt)dt la mesure borélienne donnée, pour tout élément f'de C(T), par

[f@)A@rdt = j' Zf( )A(du).

T Fi<y
Désignons par Ao, la mesure spectrale de la suite p-multiplicative (f®)™l,
avec f™(n) = f(np"). Toujours d’aprés [14], AT est limite au sens de la
convergence forte de la suite de mesures
2

/l_r(u)_|,,,| (ph t)dt.

1
> Y. P7(e(—jt)
j<ph
Il suffit donc de montrer que Agm pm €t Agm m| sont singuliéres pour en
déduire que AT et AT le sont aussi.
D’aprés un critére de G. Brown (cf. [2], [16], [24]), pour que les mesures
Agorym) €t Ay 1y Soient disjointes, il suffit que la série

T 1Ayt @)= A (@

diverge. C'est ce que nous allons utiliser, dans le cas (p,q) # (2,2):
Pour un élément n de N donné, s§ (n+ p*)—sg (n) dépend du nombre I de
chiffres consécutifs de n égaux a (p—1) 4 partir du rang k:
sE(n+p)—sg(m) = g (k+D—(p—1) Y xp(k+1).
r<t

On en déduit que pour k = h,

A @) = lim = T 79 o+ PTG

N=w n<N
m
wETlgel (' iy xh-(km)-
I?Op r=<t

1l suffit donc pour vérifier le critére de Brown de montrer la proposition
suivante:

PROPOSITION 2. Soient E et E' deux parties infinies de N, p et q deux entiers
=2, 0 et 8 deux éléments de 10, 1[; posons:

— ): 7 e(0 Y xgk+l), by="— Z 9(6’ 2 xe (k+1).

130 =i =l

(a) Si p# 4, Yxzola,—by* diverge;
(b) Si p = q > 2, les propositions suivantes sont équivalentes:
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(i) Lan]ak_bﬂz converge,

(i) 0 =8 et EAE est fini,

(ili) @, = by a partir d'un certain rang.

Remarque. On vérifie que la proposition (b) est fausse dans le cas
p=q=2(E={n*n>1}, E=Euv{n’—1;n>1})

LEMME 4. Soient p et q deux entiers >2, A et B deux nombres complexes de
— -1

£ l=qB L alors A=B=1.

pA—q “pB—q

Démonstration. Posons r = Re A et s = Re B; on a par égalité des
modules

module égal a un. Si

1—r 5 1—s
e —2par | P ra—2pas’
et par égalité des parties réelles
1—r 1—s

P+ —2par  pPAq’—2pas
Dou r=s=1, Cest-d-dire A=B=1. =
LEMME 5. Soient p et q deux entiers >2, A et B deux nombres complexes de
p—1  g-1
pA—1 ¢B-1
Démonstration. Posons r = Re 4 et s = Re B; on a par égalité des
modules

module égal a un. Si aglors p=q et A=B.

-1 _ @1’
pP>—2pr+1  ¢*—2gs+1

C'est-a-dire
pll-r) _q(l-3)
-1 (@-1*
et par égalité des parties réelles

(p—1)(pr—1) (g—1(gs—1)

p*—2pr+1 q*—2gs+1 "

On a donc
pr—1 gs—1
p—1  g-1’

c’est-a-dire
p(l—r) _q(l—s)
p—1 q—1
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ce qui conduit & p = g, et finalement 3 A =B. =

Démonstration de la proposition 2. On a les formules de ré-
currence suivantes:

*) {ﬂk+1 = P‘—’(_OXE(R}) a,—(p—-1),
byer = qe(—ﬁ’xg-(k])b,‘—{q—l).
On en déduit

Ar+1—brsy
= pe (=0 (b)) (3, —by) +(pe (— Oz () — ge (= 0 - (K)) b — (P —9).
Supposons que (a, —b,) tende vers zéro quand k tend vers l'infini; il vient alors

lim (pe (— 0y, (k) —gqe (— 0’ xz (K))) b, = p—4q.

k—+w
(a) Si p # g, alors pour tout k on a
Ip—ql < |pe(—0xz (k) —ge(—0xe (k)

et

b= P—q o o
k= e (—Ors ) —ge(—Ozp () T 2vecm e =0.

On obtient en reportant ceci dans ()

p(1—e(—0Oxs(k+1)—q(1 —e(—0 xe (k+1))
pe(—0xg(k+1))—qge(—0 xp (k+1))
= _pg (=0t ()—e(=0xs ()
pe (—0xg (k) —ge (—0' zg (K))
Cas 1: EAE’ est infini. Supposons par exemple que E“E soit infini. Il
existe alors une suite strictement croissante d’entiers (k,).ens telle que x. (k,+1)

=1let Xe (k,+ 1) = 0 pour tout entier naturel n. De plus, quitte 4 extraire une
sous-suite de (k,),.y, OD peut supposer que

lim e(—(0xg (k) —0xe (k) = B, avec|B| = 1.

n—*o

(#+)

+qe(—0xe (k) &, — .

On en déduit par passage a la limite dans (xx),
e(-6)—1  B-1
pe(—0)—q  'pB—q’
ce qui est contradictoire avec 0€]0, 1[, d’aprés le lemme 4.
Cas 2: 1l existe un rang K, a partir duquel xz(k) = g (k).

Cas 2a: E€ est fini. Alors, il existe un rang K, a partir duquel
Xe(k) = xe (k) = 1. Pour k> K,, on a alors
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p—1 g—1
= — t e
AT pe(=0—1 & *T ge(=m)—1
et lim (a,—b,) = 0 conduit & une contradiction, d’aprés le lemme 5.

k-
Cas 2b: E€ est infini. On remarque dans ce cas que 0 # @, car si 'on avait

0 = @, on aurait en reportant dans (**), lim.,e(0xg(k+1) =1, ce qui
contredirait le fait que E est infini.

Soit maintenant (k,),.y Une suite strictement croissante d'entiers telle que
ko = K, et xz(k,) = 0 pour toyt entier naturel n. Pour tout entier naturel n,on a

p(1—e(—0xs kot 1) —aq (1 —e (=01 (ky+ 1))
pe(— 0y (k,+ 1)) —ge (—0'xe (k,+ 1))
Or le premier membre ne peut prendre que deux valeurs:
e 0siye(k,+1) =0,
p(I—e{—B}}—q(I—e(—U’]) )
- si xg(k,+1)=1.
pe(—0)—ge(—0) - )
Comme (0, 0') € 10, 1[2, cette seconde valeur est non nulle. Choisissons un
entier n, tel que pour tout entier n supérieur & k,,, on ait

L pti—e(=0)—a(1-e(-0)
lq‘ﬁ,I u+1|<\ pel—ﬂ)—qel_g) \

= g8, — &k, +1-

On en déduit que pour tout entier n supérieur & ny, xg(k,+1) =0, et par
itération que pour tout entier n assez grand, xg(n) = 0, ce qui contredit le fait
que E est infini.

(b) Si p =g > 2, alors pour tout entier naturel k on a

x %e(ﬂ’ b3 xs-(k+r+2))|

1z0P r<i

Z—

- 1 =
|b.¢t;”—1(1—— .
P P p

1

¥ l,e(e' b3 x,_--(k+r+2))\ ép_i?

PlizoP r<t
On déduit donc de lim,_., (e(—0xg (k)—e(—8 xe (k))) b, = 0 que
lim (e (— 0z (k) —e(—0 xe(k)) = 0.

k—w

Or cette difféerence ne peut prendre que quatre valeurs distinctes au plus:
e 0 si ge(k) = xe (k) =0, '
o e(—0)—e(—0) si g(k) = xe: (k) =1,
e e(—0)—1 ou 1—e(—0) si xp(k) # xe (k).
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La nullité de la limite précédente entraine donc, E et E’ étant infinis, que 6 = ¢

et que EAE' est fini, et finalement que a, = b, a partir d’un certain rang, d’ou
le résultat annoncé. m ’

. THE?DREME 4. Soient p et q deux entiers naturels > 2, E et E' deux parties
infinies de N, et f et g les suites définies par:

. e(SE(n)) 0 g e(s%- ()
p " q )

1) §i p # q, les composantes continues des t

b % s spectra

singuliéres entre elles. e ke e s
2) Si p = g, les composantes continues des types spectraux de f et de g sont

équivalentes si et seulement si EAE' est fini. Elles sont singuliéres entre elles dans
le cas contraire.

- Démonstration. Il nous reste 4 montrer que dans le cas p = g et EAE’
fini, Ies composantes continues des types spectraux de fet de g sont absolument
continues 'une par rapport i ['autre.

. Avec les notglions précédentes, soit m un élément de Z**! tel que A7 soit
une mesure continue. Nous allons montrer que A7 lui est alors équivalente.
Considérons comme précédemment la mesure A o jm. On remarque tout

d’abord que cest une mesure continue: la sui hrjlm| 4 e
: la suite [ f®@]™ étant p-multipli
elie est pseudo-aléatoire si et seulement si 1 3 plicative,

z z ' ( fth) (apf))!ml - ( ftm (pi))ﬂimllz

jZ02<a<p

diverge (cf. [24]). Or

(f® @)™ —(1® PP = e ('m' sf(:‘”* '))_e (iml rt (pf”))

_ e('”" :cg(h+}+l))ul
p
prend pour une infinité d’entiers j la valeur e(m|/p)—1.
» C'Olm‘l:’lc ]m_| n’appartient pas & pN (nous avons exclu le cas AT discréte), la
série etudiée diverge, et Ao m est continue.
" 11 suffit ainsi df’ ]montrer que Ao jm| €t Agm jm) SONt absolument continues
une par rapport 4 l'autre pour en dédui T et A7 -
e _p U g ce uire que A 7 et A7 le sont également.
est p-multiplicative, on a d’aprés [24]

1 p—1 2
Ao = [1 =| 2 (F® G e(=jp" %) h(dx),
nzo0Plj=0
h désignant la mesure de Haar sur le tore. C i iffé
. . Ce produit ne différe de A, ue
par un nombre fini de termes polynomiaux. Les produits considérés‘étlélglt ((!les

mesures continues, Agm,m €t Aymm sont équivalentes. Ceci achéve la
démonstration du théoréme 4. m
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