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Matrizen mit einem iiber Q irreduziblen
charakteristischen Polynom
und die Dimension des Vektorraums der Spitzenformen
zur Modulgruppe n-ten Grades und Stufe g > 2

von

PetrA PLOCH (Freiburg i. Br.)

1. Problemstellung. Ein sehr wichtiges ungelostes Problem aus der Theo-
rie der Siegelschen Modulformen ist die Berechnung der Dimension des
Vektorraums der Spitzenformen zur Modulgruppe n-ten Grades und Stufe g,
I'(n, q). Nach [3] wird diese gegeben durch

(1) a(I’(n, ‘1)’ g) = r’(n’ g) j Z R(M’ Z)dwl

& Mel(n.q)
Hierbei bezeichnet g das Gewicht der Spitzenformen, wobei man aus Konver-
genzgriinden g > 2n voraussetzt, § ist ein Fundamentalbereich von I'(n, g) in
der Siegelschen oberen Halbebene n-ten Grades 3(n), n(n, g) wurde in [3] (19)
definiert und dw,:= dX dY(det Y)™"~! ist das invariante symplektische Volu-
menelement, wobei dX bzw. dY die euklidischen Volumenelemente bezeichnen.

Fir M = l:g g:lel“ (n, 9 mit nxn Matrizen 4, B, C und D, sowie fiir
Z e 3(n), setzt man weiter:
M{(Z):=(AZ+B)(CZ+D)™', M{Z}:=CZ+D
und
() R(M, Z):= det(—Z+M<{Z)) ?det(M{Z}) 9(det Y).

Die Benutzung der Selbergschen Spurformel, die in [14] beschrieben wird, ist
eine Moglichkeit, dieses Integral zu berechnen. Hierbei zerlegt man zunichst
I'(n, q) in endlich viele paarweise disjunkte Teilmengen und betrachtet dann
die Einzelintegrale. Diese Teilmengen hidngen mit den Konjugationsklassen
und diese wiederum mit den charakteristischen Polynomen der betrachteten
Matrizen zusammen. Man vermutet, daB Matrizen mit einem charakteristi-
schen Polynom x(M, x) # (x—1)*>" keinen Beitrag zum Dimensionsintegral
liefern. In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden:
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THEOREM. Es sei q > 2. Setzt man

K:={Me[l(n, q)| das charakteristische Polynom von M ist
irreduzibel uber Q}
und
k:= | R(M, Z)dw,,
&

MeK

so gilt k=0.

Im allgemeinen ist bei der Berechnung der Einzelintegrale, mit Hilfe der
Selbergschen Spurformel, die Vertauschung von Summation und Integration
problematisch. Arbeiten, die sich mit diesen Schwierigkeiten beschiftigen, sind
in Vorbereitung. Die hier entwickelte Klassifikation der Matrizen wird auch fiir
die anderen Fille bendétigt.

2. Bezeichnungen und grundlegende Bemerkungen. Die symplektische
Gruppe n-ten Grades X(n) besteht aus allen reellen 2n x 2n Matrizen M mit
M'I,M = I,. Hierbei bezeichnet M’ die Transponierte von M und I, ist die

0, E, . .
_E, 0":|, wobei E, bzw. O, die
n x n Einheits- bzw. Nullmatrix ist. Weiter besteht die Siegelsche Modulgruppe
n-ten Grades I'(n) aus allen symplektischen Matrizen mit ganzzahligen
Koeffizienten und fiir ge N wird durch I'(n, q):= {MeTI'(n)) M = E,,mod q}
die Hauptkongruenzgruppe g-ter Stufe von I'(n) definiert.

Fiir ie N mit 1 <i<n besteht die i-te Spitzengruppe X,(n) aus allen
MeXZ(n) der Gestalt

symplektische‘Einheitsmatrix, d.h. I,,:=[

A O B
* P x
C 0D
0 0 0
mit (n—i) x (n—i) Matrizen A4, B, C und D, sowie einer i x i Matrix P. Analog
definiert man I';(n) und I';(n, g).

Es sei n=n,+...+n, mit n,eN (i=1,...,r). Z(n,, ..., n,) besteht aus
allen Matrizen

*
P—-l

M= [A B]=:{M1,...,M,}e2(n)

C D
mit
A, 0 B, 0 C, 0 D, 0
A= .. , B= , C= , D=
0 A, 0 B, 0 C, 0 D,
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und

A; B, .
Mi.=|:Ci Di]eZ’(n,-) i=1,...,r.

Es sei R eine Untergruppe von X(n). Ze3(n) heit ein elliptischer
Fixpunkt von R, wenn es ein M e R\{+E,,} mit M{(Z) = Z gibt. [4] kann
man entnehmen, da I'(n, q) fiir ¢ > 2 keine elliptischen Fixpunkte besitzt.

Es sei R eine Untergruppe von X(n). M, N eR heillen konjugiert in R, falls
es ein LeR mit M = L"'NL gibt. Die Menge

M) :={M,eR| es gibt ein LeR mit LM,L"' = M
{ R i g i

heiBt die Konjugationsklasse von M in R. Das charakteristische Polynom einer
Matrix ist invariant unter Konjugation.

3. Beweis des Theorems. Zunichst iiberlegt man sich, welche charakter-
istischen Polynome fiir eine Matrix M e I'(n, ¢) mit ¢ > 2 moglich sind. Durch
elementare Uberlegungen kann man aus [1] folgern:

LEMMA 1. Es sei MeI'(n, q) mit q > 2. Dann zerfallt das charakteristische
Polynom von M, x(M, x), tiber C, in der folgenden Weise:

(3) AM, x) = (x—1)°pT(x)... ()i (x)... e (IWR (%) .. Wii(x)
mit

e =0mod?2,

pi(x)=(x—b)(x—b"1, beR\Q (i=1,...,k),

v(x) =(x—a)(x—a), a¢R, aa=1(i=1,...,m),

wi(x) = (x—g)(x—@x—g Nx—g7"), g¢R, gg #1 (i=1,....)).
Haben alle Eigenwerte von M den Absolutbetrag 1, dann gilt

1M, x) = (x—1)*".

Da in der vorliegenden Arbeit nur Matrizen betrachtet werden, bei denen
x(M, x) irreduzibel iber @ ist, muB e=0 sein. Mit Lemma 1 folgt
hieraus, daB das charakteristische Polynom einen Faktor (x —b)(x —b~') mit
be R\Q oder einen Faktor (x—g)(x—g)(x—g~ *)(x—g ') mit g¢ R und g7 # 1
enthilt,

Man setzt:

4 K;:={MeK| x(M, x) = (x—byY(x—b"")g(x) mit beR\Q und

(x—b)fg(x) und ist y(M,x)=(x—b)(x—b ')g(x) mit
beR\Q und (x—b)tg(x), dann gilt j=j} (j=1,...,n)
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(5) R;:= {MeK\Q Kj| ¥(M, x) = (x—vY(x—=0Y(x—v" Y- Yg(x)

mit v¢R, vi#1 und (x—v)kg(x) und ist x(M, x)
=(x—)l(x—DH(x—v ™ )(x—7"')g(x) mit v¢R, vi# 1 und
(x—@,}’g(x), dann gilt j>j} (G=1,...,[n/2]).

Nach Lemma 1 ist

n [n/2]
U K;u U R,
j=1 j=1
eine disjunkte Zerlegung von K. Trivialerweise ist jede Menge K;(j =1, ..., n)
und R; (j=1,..., [n/2]) invariant unter Konjugation.
Man zeigt jetzt, daB

6) kj:=j' Z RM, Zydw, (j=1,...,n)
& MeK;
und
) rj:=j' Z RM, Zyaw, @(=1,...,[n2])
& MeR;
verschwinden.

Will man diese Integrale mit Hilfe der Selbergschen Spurformel auswerten,
so mull man zunichst Summation und Integration vertauschen. Hierzu sind
einige Voriberlegungen erforderlich.

.Ist & ein Fundamentalbereich von I'(n,q) in 3(n), dann gibt es
Ny, ..., N,eI'(n) mit

§=U NG,

wobei &, ein Fundamentalbereich von I'(n) in J(n) ist. Damit gilt

p

k=3 [ Y RM,Z)dw,

r=1 N".<ih> MeK;
p

=3 | Y RM,N(Z))dw,

r=1 § MeK;
= Y [ Y RN'MN,, Z)dw,.
r=1 % MeK;
Es gilt
Xx(N;*MN,, x) = x(M, x).
Da I'(n, q) ein Normalteiler von I'(n) ist, gilt weiter

N;7'MN, el(n, q).
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Damit erhilt man

ky=p [ ¥, ROM, Z)dw.

§1 MeK;

Da dieselben Uberlegungen fiir r; gelten, kann man im folgenden, in den
Integralen (6) und (7), § als einen Fundamentalbereich von I'(n) annehmen.
Benétigt man also bei der Vertauschung von Summation und Integration
konvergenzerzeugende Faktoren, so kann man sich auf die Spitze bei
Unendlich beschridnken.

Uber die Vertauschbarkeit von Summation und Integration kann man
folgendes aussagen. Es sei X die Menge der reellen symmetrischen nxn
Matrizen X = (x;;) mit |x;;] < 1/2 und ¢t c I'(n). Dann setze man

Nach [7] gilt
T, g, Y)<y{'...ya"

Hierbei bedeutet die Schreibweise f(x) < g(x), daB es eine positive Konstante
¢ gibt mit f(x) < cg(x) fiir alle xeD, dem Bereich in dem f(x) und
g(x) definiert sind. Weiter bezeichnen y,, ..., y, die Diagonalelemente von
Y und es gilt

a+...+a,<r+...+n (r=1,...,n).
Nach [8] kann man Summation und Integration vertauschen, wenn
a+..+a,<r+..+n (r=1,...,n

gilt. Will man dies nachpriifen, so muBl man untersuchen, ob es Elemente in
einer Spitzengruppe gibt, denn aus

tmrn—k+1(") =0
folgt

a+...+a, <k+...+n.

Ob es Elemente in einer Spitzengruppe gibt, kann man aus dem charakteristi-
schen Polynom ablesen. Nach [10] kann man entnehmen, daB es, abgesehen
von den Faktoren (x—a)(x—a) mit a¢ R und aa = 1, genau dann eine zu M
I’ (n)-konjugierte Matrix in I',(n) gibt, wenn das charakteristische Polynom von
M iber Q in der Gestalt

(M, x) = f(x)h(x)h*(x)
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grad f(x) = 2(n—k)

aufspaltet, also reduzibel iiber Q ist.

Da alle Matrizen aus K; (j=1,...,n) bzw. R; (j =1, ..., [n/2]) ein"iiber
Q irreduzibles charakteristisches Polynom besitzen, folgt aus diesen Uber-
legungen:

LEMMA 2. In (6) und (7) ist die Vertauschung von Summation und
Integration moglich.

Jetzt wendet man die Selbergsche Spurformel an und man hat zu zeigen,
daB folgende Ausdriicke verschwinden:

@®) K=Y [ RM,Z)dw, (j=1,...,n),
{Kj} &M
9 ri= z _f RM, Zyaw, (j=1,...,[n/2]).
{R;} &m

Die Konjugationsklassen {K;} und {R;} sind beziiglich I'(n) zu nehmen und
& ist ein Fundamentalbereich der diskontinuiertichen Gruppe der Matrizen

aus I'(n), die mit M kommutieren. Man konjugiert jetzt die Matrizen aus K

und aus R; mit reellen symplektischen Matrizen auf eine moglichst einfache
Gestalt. In (8) bzw. (9) ist dann &,, ein Fundamentalbereich der Gruppe der
Matrizen, die mit den bereits konjugierten Matrizen vertauschbar sind.

Es sei jetzt MeK;. Dann gilt:

x(M, x) = f,(x) f5(x)
mit
i) =9g(),  fo(x) = (x—=by(x—b71).

Die Faktoren f,(x) und f,(x) sind hierbei jeweils involutorisch und prim
zueinander. Nach der Reduktionstheorie [1] gibt es eine X(n)-konjugierte
Matrix

M={M, M,}eX(n—j,j)
mit
x(M;, x)=filx) (i=1,2).

M, und M, konnen jetzt getrennt reduziert werden. Weiter kann man (1]
entnehmen, daB es eine zu M, X(j)-konjugierte Matrix

V' 0
M2=|:0 V_jl:l,
J
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mit x(V, x) = (x— by gibt. Bekanntlich gibt es eine nichtsingulire Matrix S mit

b x 0
STlys = e .
0 " b
Konjugiert man M, mit
S 0
R,:= I leZ(j
2 [0] S_l]e (J)’

so erhdlt man aus jeder Konjugationsklasse eine Matrix in einer einfachen
Gestalt. Wendet man analoge Uberlegungen auf die Matrizen M € R ;an, so hat
man damit insgesamt gezeigt:

LEMMA 3: Jede Matrix MeK; (j=1, ..., n) besitzt eine X(n)-konjugierte
Matrix der Gestalt

(10) M={M,, MZ}GZ'(n—j,j)
mit
V' 0;
X(Ml,x)=g(x)’ MZ:I:OJ- V_llil
und
b * 0
V= ’ «
0 b

Fiir die Matrizen MeR;(j =1, ..., tn/2]) gibt es stets eine X (n)-konjugier-
te Matrix der Gestalt

(11) M={M,, M,}eX(n—-2j, 2j)
mit
vV 0,
X(Mla x) = g(X), M2 = [021' VEJIjI
und
2V, x) = (x—vY (x—0Y:

Jetzt muB man fir die Matrizen MeK; (j=1,...,n) bzw. MeR;
(j=1,..., [n/2]) der Gestalt (10) bzw. (11) die Gruppe der Matrizen N bestim-
men, die mit M vertauschen. Nach [1] erhilt man fir MeK;, N = {N, N,}
€X(n—j,j) und fir MeR;, N={N, N,}eZ(n—2j,2j), wobei jeweils
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N;M,=M,N,; (i=1,2) gilt. Es sei jetzt N, mit M, vertauschbar. Macht

man fiir N, den Ansatz
A B
Vol ol

mit jxj bzw. 2jx2j Matrizen 4, B, C und D, so erhdlt man durch einen
Koeffizientenvergleich
T 0 |-
N2 = [0 T“]
mit TV = VT.

Einen Fundamentalbereich beziiglich der diskontinuierlichen Gruppe der
T kann man im Y-Raum festlegen. Damit erhilt man:

_|Z: 25
o[t o

mit einer jxj Matrix Z, im Fall MeK; (j =1, ..., n) und einer 2j x 2j Matrix
Z, im Fall MeR; (j=1,..., [n/2]). Weiter sei

Zg=X+iY, (k=1,2,3).

Dann gibt es fiir die Gruppe der Matrizen, die mit M vertauschen, einen
Fundamentalbereich, in dem X, keinen Einschrankungen unterliegt.

LemMMA 4. Es sei

Jetzt betrachtet man k; (j = 1, ..., n) aus (8). Nach Lemma 4 gibt es fiir die
Gruppe der Matrizen, die mit M e K}, in der Gestalt (10), vertauschen, einen
Fundamentalbereich, in dem x,, frei variabel bleibt. Hierbei wurde

X3 = (Xpgdpg=n-j+1

gesetzt. k; verschwindet also, wenn
+ o
(12) ki:= [ RM, Z)dx,, (j=1,...,n)

verschwindet. Wie man leicht nachrechnen kann, gilt

.. *
R(M, Z) = a,det
* ...o*% a,+(b2—1Dx,,

wobei a,, a, und die mit * gekennzeichneten Ausdriicke nicht von x,, ab-
hidngen. Es geniigt also zu zeigen, da3

+

[ 51(5,Xpn+55)%dx,,

-0
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verschwindet. Hierbei hdngen s,, s, und s, von den anderen Parametern
Xpq Und y,, ab, nicht jedoch von x,,. Da g > 2n ist, verschwindet das obige
Integral und damit ist gezeigt, daB die Matrizen aus K; (j = 1, ..., n) keinen
Beitrag zum Dimensionsintegral liefern. .

AbschlieBend muB noch gezeigt werden, daB r; (j =1, ..., [n/2]) aus (9)
verschwindet. Nach Lemma 4 ist dies der Fall, wenn

(13) r:= [ RM, 2)dX, (j=1,...,[n/2])

X2

verschwindet. Hier ergibt sich durch eine elementare Rechnung

* * )
R(M, Z) = s, det
(M, Z) = 5,de [* XZ[V]—X2+S2] ’

wobei s;, S, und die mit * gekennzeichneten Ausdriicke wieder von den
anderen Parametern X; und Y; und nicht von X, abhingen. AuBerdem wurde

X,[V]1:=V'X,V
gesetzt. Da
X,-X,[V]-X,

eine Bijektion des R#?/*1) auf sich ist, verschwindet das obige Integral und
damit liefern auch die Matrizen aus R; (j = 1, ..., [n/2]) keinen Beitrag zum
Dimensionsintegral.

Das Theorem ist hiermit bewiesen.
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