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q 1. Introduction. Soit f(x, y) un polyndme a coefficients entiers rationnels, .
€ degré n, irréductible dans Q[x, y]. En 1887, C. Runge [5] a donné une
“ndition nécessaire pour que I'équation

L fx3)=0

3dmt’:tte une infinité de solutions entiéres. On trouvera dans [3] et [8] des
“Isions du travail de Runge. Ces versions donnent I'¢noncé d’un corollaire du

SO‘_'-Oréme de Runge, mais ne reprennent pas son résultat principal que voici:
it

(2) y=cox“f”+c1x“‘“”"”+...+cﬂ+c,,+.x‘””+..., CEEQ;
Un développement de Newton—Puiseux  I'infini de la fonction algébrique y(x)
éeﬁnie par (1). Il définit ce qu'il appelle un “systéme de conjugués de y”, comme
lant Pensemble des développements de Newton-Puiseux obtenus a partir de
Q) en remplagant x*/¥ par ex'/¥ (¢ racine N-éme de I'unité) et en conjuguant sur
i 1&'8 coefficients c, et montre que si (1) a une infinité de solutions entiéres alors
ex(lls]te un seul “systéme de conjugués” définissant toutes les branches 4 I'infini
- En 1918, E. Maillet [1], [2] a montré que si une courbe unicursale,
Tductible de degré n admet une infinité de points entiers, alors elle est
Paramgétrée par

B) _Aw _B@O
**po Y b

:(.‘). B(t), D(t)e Z[t], deg A et deg B < n et D(¢) vérifiant I'une des conditions
WVantes, le dernier cas ne se produisant que si n est pair.
() D(f) = deZ;
(i) D(t) = d(at+b)", d, a, beZ;
(iii) D(t) = d(at®*+bt+c)"?, a, b, ¢, de Z, b*—4ac > 0 non carré dans Q.
Dans le cas (i) 4 ou B est de degré n. Les cas (i) et (ii) ne sont pas
ntiellement différents.
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T. Nagell écrit dans [4] que I'on peut supposer que deg A = degB ="
d =1, (a, b) = 1 dans le cas de (ii) et au?+ buv+ cv? représente un certain enti¢!
k tel que k"2 divise tous les coefficients de A et B dans le cas de (iii). Aio®
énoncé, on obtient une condition nécessaire et suffisante pour qu’une courb?
unicursale irréductible passe par une infinit¢ de points entiers. Comme le
montre E. Maillet [2], si Péquation (1) posséde une infinité de solutions entiérés
et si f est irréductible sur Q, alors f est absolument irréductible. Le théoreme
de Runge signifie que f est irréductible comme élément de Q((1/x))[y] (et df:
Q((1/y) [x]). En 1929, C. L. Siegel [7] a montré que les “courbes de Maillet
sont les seules courbes planes ayaht une infinité de points entiers.

Le lemme qui suit montre que le théoréme de Runge est une conséquenc®
du théoréme de Siegel et donne des précisions sur les coeflicients ¢; de @)

2. Places a Pinfini d’une courbe ayant une infinité de points entiers. On
consultera [9] pour les définitions.

LemME 1. Soit f(x, y)e Z[x, y] irréductible de degré n telle que Péquatio”
(1) posséde une infinité de solutions entiéres (de sorte que l'une des conditions (i)
(ii), (iii) est vérifiée). Alors la courbe (1) posséde une unique place a l'infini dans le
cas (i), (ii) représentée par la forme normale irréductible:

xEsg W o,
@) y = t—{u—k)(qoa—(n-t}_},qla—tn—k}+1t+.”+ql_a-(n-k)+iti+_“),
z:=1;

ougeZ, g, #0,0< hetk<n, hk=0et avérifiea" "eQ, et 2 places a Pinfin
dans le cas de (iii) représentées par

x =t ®2-h

(5) y = ‘—iufz—ki(qua—(nﬂ—k}+qla—fnf2—k}+lt+"_+q‘a—(na’2—kl+i£i+__')’
z=1, ) '

et pa:; {
x =t~ m2=h

(5) y=1C2-RG g2 g B2kt 4 g g2k ),

z=1,

oti les q, appartiennent a un certain corps quadratique Q(\/E), d entier > 0 sa
facteur carré, g, # 0, 4; désigne le conjugué sur Q de q;,0 < het k < n/2, hk =
o et B vérifiant «™?~" = a, M2 = a, a étant un certain élément de Q( d)

Dans le ler cas, les développements de Newton—Puiseux se déduisent tou’

de
y= qoa—tn—k}x(n—klftu—n}+qla—(n—k;+1x{n—t+ Din=hy 4

en remplagant x!/"~" par ex'""M ¢ racine (n—h)-¢me de I'unité car hk = 0
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Dans le 2éme cas, ils se déduisent de

Y = goa =2 RxW2=RIOZ=R 4 g o=KL g2kt D2y
¢ de

Y= gof MR OxM2-RIM2R | g B2 H 2=k 2Ry

2 remplagant x'/®2~M par ex'/"2-M ¢ racine (n/2—h)-éme de I'unité.
Cela démontre et précise le théoréme de Runge.
_ Pour la démonstration du lemme ci-dessus, nous aurons recours au lemme
SUivant et qui est proposé comme exercice dans [9], p. 151.

LeMME 2. Soit € une courbe rationnelle sur un corps K dans P"(K) et soit
Gy(s, t), i=0,1,...,r, des polynémes homogénes de méme degré n tels que

1. Pour tout (s, ty€ P,(K) (sauf peut-étre pour un nombre fini d’exceptions)
(Gygs, t)) est un point de €.

. 2. Pour tout point (x;) de € (sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre eux)
T exise (s, t)e P,(K) unique et geK tels que px; = G,(s, 1).

Alors pour tout (S,, ty)€ P, (K), x;(t) = Gi(so, to+1),i=0,1,..., r, est une
Paramétrisation d’une place de € et réciproquement pour toute place P de €, il
Existe (595 o) € P,(K) unique tel que x,(t) = G(sq, to+1t), i =0, 1,..., r, est une
Paramétrisation réprésentant P.

Démonstration du lemme 1.

1. Supposons que I'on a (i) ou (ii); alors par un changement de paramétre,

l courbe est parametrée par

x=1t""(apg+at+...+a,t"),
© 1)t "bytb,t+... 45,7,
z=1.

Cette paramétrisation est centrée au point a l'infini (a,, by, 0).
Traduisons que (6) est équivalente 4 une paramétrisation sous la forme
“ormale irréductible

X =t
U Y=t *cote,t+...),
z; =1,

Il‘3‘('10115 t=t(x, +a,t+...) et soient h et k les plus petits entiers > 0 tels que
%0 et b,#0. On a h, k<n. Si hk # 0 alors

a,+ayst+...+a, "t by+bys t+...+b,t" "
= tll—ﬁ ¢ B tn-—k *

Pour toute droite d’équation ux+vy+w =0, les valeurs de t correspondant
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aux points d’intersection de cette droite avec la courbe sont données paf
ux(t)+vy(t)+w = 0. Le nombre de tels points est <n, ce qui contredit 1¢
théoréme de Bézout; d’ou hk = 0.

La condition x(t) =t~N sécrit

U oyt ) T e b ap (o Fogt L)+
‘ vt a " Ma oyt =Y,
dou n—h=N et
A+ Ay 10y F U+ ) ot M ot ) T = (g gt T

Par identification on a

aih=a, et o =poy, peQ.

La condition y(t) = y,(t) s'écrit
ey a4 T b+ by oy Fagt 4. )+
vt bt oy a4 T I = T (o et
d’'ol u=n—k et
b+ byt +ayt+.. )+ ..+ b,t" o, +ayt+... )7k
= (agtayt+...)0" Meo+e t+...)-

Par identification on obtient

co=ba;" ™M et ¢=ga "V, geQ.
La paramétrisation (7) est irréductible parce qu’elle est équivalente a (6)
qui elle est irréductible en vertu du lemme 2.
Les relations N = n—h et u = n—k, avec hk = 0, montrent qu’il n’exist¢
pas d'autre place 4 l'infini que celle qui vient d’étre obtenue.
En effet, une place a linfini est une classe d’équivalence de pard
métrisations irréductibles centrée en un certain point & Pinfini. De plus & tout
développement de Newton-Puiseux (2) correspond une place a linfini ¢

présenté par
N

x=t"", y=tHcotc,t+...).

Cette application induit une bijection de 'ensemble des développements
de Newton-Puiseux a Iinfini (modulo la relation : 2 développements d°
Newton—Puiseux sont ~ s'il correspondent au méme N et si I'on passe de I'V?
a lautre en remplagant x'V par ex!/V) sur I'ensemble des places a I'infio*

Si r désigne le nombre de places a linfini, N, ..., N, les différent®
valeurs de N correspondant aux places, deg, le degré de f en y alor
deg,=N,+...+N.,.

Si h=0 alors N=n, dou r=1.
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Si k=0 alors N =n—het p=n. Soient y,, ..., y,— les développements
d¢ Newton—Puiseux correspondant & N, y, = coex"® M4... et soient

%5 ..., 2, les autres développements existant seulement dans le cas r > 1. On
Pose

z; = c(z)) e(z) x* +....

Le terme dominant en x de f(x, y) est a un coefficient multiplicatif prés le
Méme que celui de

nl:[n [y_ coaiX"""-"’) l—[ (y - c(zi) a(zi) xl{:.-]),
i=1

O le deuxiéme produit est éventuellement indexé par I'ensemble vide.
Comme le terme dominant du premier produit est en x", alors le deuxiéme
Produit se réduit 4 I'unité, donc r= 1.
2. Supposons que l'on a (iii), n étant pair. Par un changement de
p_al‘amélre évident, on peut mettre x et y sous la forme

®) x = (eg+e t+...+et")/(t?—a)"?, y=(fo+fit+.. ALV —d)"?,
€ fieQ et d > 1 entier sans facteur carré.

t+1 ; —
En remplagant ¢ par \/E (t_—-i)’ on obtient la parameétrisation

X = (ao+ﬂlf+...+antn}ﬂmr2’
{9) y=(bu+b1t+...+bnt”)/t“!2’
zZ= ]-s

vec a, b,eQ(\/d), ay-; = d;, b,—;=1b;, Vi.
 De plus, I'un des coefficients aq, ..., a,, by, ..., b, n'est pas rationnel.
Inon en posant t+1/t =u, on peut exprimer x et y sous la forme
?“"ab+a'1u+.-.+a:,,2u""2, y =bo+biu+...+bj,u"?, ay, boeQ, ce qui est
mpossible. _ _

Comme dans le cas précédent, on met (9) sous la forme normale (5). De

2 g t+1 "
r']"ml'::, si dans (8) on remplace ¢t par rﬁ(t——l) on obtiendra la para-
Métrisation

x = (@o+ayt+...+a,/t",
®) Ly =By +B t+...+b,mym2,

lz=1,

q"“ se mettra sous la forme (5'). Les paramétrisations (9) et (9') sont -
réductibles et représentent toutes les places a l'infini, en vertu du lemme 2.
Les relations N = n/2—h et u = n/2—k, hk = 0 montrent que (9) et (9)

(aingj que (5) et (5') représentent les places distinctes.
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THEORBME 1. Si f(x, y) est irréductible sur Q et si (1) posséde une infinité d
solutions entiéres, alors ou bien f est irréductible comme élément de Q((1/x)) 5]
ou bien il se décompose en un produit de 2 facteurs irréductibles de méme degrt:
La méme conclusion vaut dans Q((1/y)) [x].

Preuve. Conservons les notations introduites dans la démonstration d¥
lemme 1, et soient J le coefficient dominant de f(x, y) comme polynéme en )
et © le corps (Jy>1Q((x™"™). Q est algébriquement clos [9]. f(x y
étant a coefficients dans ce corps, il se décompose en facteurs linéaires:
6, y)=0T1i<% (y—y). Si nous regroupons les facteurs en fonctions des
places a I'infini qu'il définissent, on obtient une factorisation dans J((1/x)) D’]'
f(x, y) = 0] [i=1 fix, y) avec fi(x, y) = [T}=1 (v—ys), les y;, s'obtenant & part)f
de y;, en remplagant x'/V* par ex!/™ (¢ racine N;-¢me de 1). En fait, si la norm¢
dans V'extension de corps Q((x™'/V)/Q((1/x)) est étendue aux polyndmes, 09
a que fi(x, y) est la norme de y—y; .

Dans notre cas ici, on a soit une unique place 4 Iinfini et alors f(x, y) €t
irréductibles dans @((1/x))[y], soit deux places a P'infini correspondant a 12
méme valeur de N et alors f(x, y) se décompose en un produit de deux facteurs
irréductible de méme degré N dans Q((1/x))[y].

Remarque 1. Runge [5] a déja montré que si f(x, y) est irréductible sur
Q et posséde une infinité de points entiers, alors les plus hautes puissances ¢
x et y figurent séparément. Soit deg, et deg, les degrés respectifs de f en x et €7
¥, A. Schinzel [6] a montré que la somme des termes de [ ex“y°, ec Z, tels qu¢
udeg,+vdeg, =deg, deg,, est & un coefficient multiplicatif prés de la form®
g(xtenss ydenisg o 5 = (deg,, deg,) et g est une forme linéaire ou quadratiqu®
irreductible et indéfinie.

Il est possible de retrouver ce résultat en utilisant le lemme 1; la somm¢
des termes en question est 4 un coefficient multiplicatif prés

_k -— - - -
l—l (y—a do (n=Kk) y.(n—K)f(n h))
eracine (n—h}émede |

dans le cas d’une seule place a linfini et

H (y_aﬂfz —kqoa—{ﬂfz—k]x{nfz —k)M(nf2 —Il))
eracine(n/2—h}émede |

X l‘[ (y o Euﬂ -k qﬂ ﬁ —{nf2—k) xwz =k)/(nj2— h])
eracine (n/2—hémede |
dans le cas de deux places a I'infini.

Remarque 2. Le théoréme de Runge porte sur les développements de
Newton—Puiseux 4 linfini pour une courbe possédant une infinité de points
entiers, c’est-a-dire sur les développements en séries de Laurent de puissanc®
fractionnaires de 1/x. L'exemple qui suit montre qu'on ne peut pas en génér
remplacer 1/x par x—a, aeC.
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La courbe d’équation f(x, y) = y*+2xy—x*+ 2y, posséde une infinité de
D?lnts entiers car elle est paramétrée par x = 2(t+ 1)/(1*—2), y = 2/(t*—2). Les
CIe\"t‘:loppements de y en série de Laurent de puissances de x sont données par

V= —x+ . /1+(2x+2x%). On obtient ainsi deux “systémes de conjugués de
YV en puissance de x”,

y=—2-2x—x*2+... et y=x}2+...

En d’autres termes, f est réductible dans Q((x))[y].

En utilisant la méme méthode, on peut montrer que la conclusion du
théoréme de Runge reste vraie sans I'hypothése sur les points entiers. De
Manié¢re précise nous avons le )

 THEOREME 2. Soient K un corps de nombres, f(x, y)€ K[x, y] un polynome
"réductible sur K. On suppose que la courbe d'équation f(x,y)=0 est
Mationnelle sur K paramétrée en coordonnées homogénes par

x=G,(s1t), y=0G,s1), z=Gys1),

% G,, G,, G, sont des polynomes vérifiant les conditions du lemme 2.

Si Gy(s, t) est puissance d'un polynéme irréductible sur K, alors les
€veloppements de Newton-Puiseux a Pinfini de la fonction algébrique y(x) (et
X(y)) forment un “seul systéme de conjugués”.
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