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Sur la spécialisation des points extrémaux cubiques
par
R. PAYSANT-LE Roux, M. L. GAUNET et E. Dugois (Caen)

L. Introduction. L’algorithme des fractions continues intervient dans beau-
Coup de domaines de la théorie des nombres. Dans un corps de séries de
Laurent Q((1/X)) on peut aussi considérer I'algorithme des fractions continues,
dites formelles, en partant de la relation

o= (a_dX“+...+an}+(%+...) = E(x)+ F(x)

avec

EeQ[X], F@eQ[[1/X]].

L’étude des liens entre les réduites du developpement en fraction continue
formelle que l'on spécialise (remplacer I'indéterminée X par un entier n) et les
reduites du développement en fraction continue réelle du méme nombre
Spécialisé ont conduit plusieurs auteurs [5, 3, 4, 17 a des résultats sur les réels.

Dans une autre direction, I'algorithme des fractions continues ne se
Prolonge pas canoniquement a plusieurs nombres réels. Depuis une dizaine
d'années, plusieurs auteurs (E. Dubois, J. Brentjes, H. Appelgate et H. Onishi,
J. Buchmann) ont considéré I'aspect meilleure approximation des réduites du
développement en fractions continues d’un nombre réel et ont introduit de
Nouvelles notions de meilleure approximation qui ont permis d’obtenir des
algorithmes, généralisant celui des fractions continues a plusieurs nombres
Téels, ayant de bonnes propriétés du point de vue des approximations
Tationnelles simultanées de deux ou plusieurs nombres réels, approximations
Par une forme linéaire, et du point de vue du calcul d’unités, Dans un corps de
lombres algébriques, on peut mettre une structure de graphe sur I'ensemble des
Meilleures approximations d’un ordre de ce corps. Le quotient de ce graphe par
les unités de cet ordre est alors fini. Son cardinal est appelé calibre de cet ordre.

ans le cas d'un corps quadratique réel, ce graphe quotient est en bijection avec
la période primitive du développement en fraction continue. Pour P(X)eZ[X]

de degré 3d nous étudions le calibre de Z[J/P(n)] lorsque n décrit les entiers.
Le résultat principal de ce papier est de montrer que, dans le cas d’un
Polynéme unitaire de degré 3d, on peut partitionner 'ensemble des entiers
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en au plus deux classes telles que dans I'une le calibre de I'ordre Z[f/PTn}]
est borné indépendamment de n et dans la seconde le calibre tend vers l'infini
avec n.

A cette fin, une méthode est d’introduire et d'étudier des meilleures
approximations formelles que nous appellerons points extrémaux. L'un des
auteurs [4] a déja considéré ces objets pour des extensions cubiques pures de
Q(X) contenues dans Q((1/X)). Il en déduisait déja des conséquences dans le
cas réel. Citons le résultat suivant:

Si pour tout n assez grand I'unité de Q(/ n3+an+b) a une forme polynomia-
le en n (Cest-a-dire de la forme uy(n) +u, (n)(n®+an+b)"* +u,(n)(n* +-an + b)*?
avec u,(n)€ Z[n]) alors nécessairement @ = 0 ou b = 0 ou (a, b)e {(—6h?, 6h%),
(—9h%, 9h%), he Z}.

Nous nous proposons d’étudier I'interface entre le cas reel et le cas formel.

1I. Points extréemaux.

(a) Meilleure approximation. Dans un corps cubique pur de la forme
K= Q(\E/B) < R avec De Z* et D non cube parfait dans Z, on désigne par ||,
et ||, les deux valeurs absolues archimédiennes normalisées définies par

lol, = lol, ol = lo?

si @ est un élément de K et si ¢’ désigne un conjugué de ¢.

Nous généralisons la notion de réduite du développement en fraction
continue d’un nombre réel quadratique par celle de meilleure approximation
relative a un ordre ¢ de K.

DEFINITION 1. @€ O — {0} est une meilleure approximation de l'ordre ¢ si
pour tout ye@—{0} vérifiant |y|;, < ||, pour i=1,2 on a Yy = t¢.

On définit également la notion de deux meilleures approximations
voisines.

DiFINITION 2. Deux meilleures approximations ¢ et é sont dites voisines
si pour tout Yy e@ vérifiant ||, < Max{|¢|;, ||} pour i=1,2 on a ¢ = 0.

Une meilleure approximation ¢ (modulo +1) a exactement deux meil-

leures approximations voisines 0, n telles que
1ol < lely <lnly, 10l, > lel, > nl,-

En remarquant que | est une meilleure approximation, on obtient ainsi
une double chaine infinie de meilleures approximations

{-3) 1-2] -
¢ 3 ¢ -1 1 (PIH ?m (3]

de 0,.
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On désigne par & I'ensemble des meilleures approximations de (. En
pa_rt:ant de ¢'? = 1, ces chaines contiennent les unités % de € et la ren.liér
unlte‘rencontrée est I'unité fondamentale de @. On remarque de ;]:lus u:
U opere sur &, ce qui permet de considérer I'ensemble quotient &/% Celu(il-ci
z;t(:lgfn. La structure de graphe de & passe aussi au quotient, on ol.)lient un

clll)=#
clig')

clig!?) cligl-1)

Dans le cas quadratique réel se donner le graphe quotient de I'ordre
0= Z[\/.{—)] avec D > 0 non carré est équivalent a se donner la période du

gf:'v?loppement en fraction continue de \/B en particulier le nombre
eléments du cycle est égal a la longueur de la période primitive.

‘ (b) .Poml ex.trémal formel. On se donne maintenant un polynéme P(X)
a coefficients entiers, unitaire de degré 3d avec d entier su

non cube dans Q[X]: perieur ou égal a 1,

P(X) = X*+a, X3 ' 4. tay,eZ[X],

et nous considérons le corps de fonctions Ky=0Q(X,W),ou W= X4
lt?ogasm;e lc‘lands Q((1/X)) de I'équation Y? = P(X), et les meilleures approxirr(::E
Leecoor ::je ?x =_Q[X, W1 que nous appellerons ici points extrémaux.
o ps be onctions Ky est une extension cubique de Q(X) qui posséde
i eurs a _solues I]; et |, au d_essus de la valeur absolue a 'infini de Q(X)
Climie par |X| = e avec e > 1 et triviale sur Q. Plus précisément, si @eK,,ona

¢ =P(X)+Q(X)W+R(X)W? = i X g X1 +...€Q((1/X)),
avec c_, # 0, et si ¢’ désigne le conjugué de @,
P+QIWHRCW? =d,X+d,_, X7 +...e Q)((1/X)),
avec dq # 0, on pose

lply =e™" et |p|, = e

Nous pouvons alors comme précédemment définir un point extrémal
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DiFINITION 1. e @, —{0} est un point extrémal de l'ordre Uy si pour
tout iy € O — {0} vérifiant Y|, < |¢|; pouri=1,2o0nay = Ap avec A€ Q* (ie.
Wl; = lol; pour i=1 et 2). .

Si nous demandons simplement, dans la définition 1', qu'il existe un i tel
que |y|; = |¢|;, nous avons ce que nous appellerons une face. Elles interviennent
de facon naturelle dans notre probléme.

DEFINITION 3. pe@—{0} est une face de lordre Oy si pour tout
Y eOy—1{0} vérifiant ||; < |ol; pour i =1,2 il existe au moins un i tel que
Wl = 1ol

On note par &y (resp. Fy) 'ensemble des points extrémaux (resp. faces) de Oy

définis 4 une constante rationnelle non nulle multiplicative pres.

Enfin notons par %y (resp. %%’) le groupe des unités de I'ordre Oy (resp.
des unités de norme 1).

On a les injections suivantes:

U < Ux/Q* = Ex = Fy.

Les groupes % /Q* et Y’ opérent sur &y (resp. Fy). La notion de deux
points extrémaux voisins est utile pour mettre une structure de graphe sur &y.

DirmITION 2. Deux points extrémaux ¢ et 6 sont dits voisins si pour tout
We@ vérifiant ||, < Max{|el;, |d];} pour i=1,2 on a y =0.

La proposition suivante est facile 4 montrer.

PrOPOSITION 1. Lensemble &, des points extrémaux, modulo QF, est
ordonnée par |@|, croissante et forme alors une suite (@y)kez- Deux points
extrémaux sont voisins si et seulement si ils sont consécutifs dans la suite (@y)kez-

&y a donc comme structure de graphe une double chaine infinie. Cette
structure passe au quotient par 4%’ et par %,/Q* et on a

PROPOSITION 2. Les graphes quotients de &y par U\’ et par Uy/Q* sont
finis si et seulement si Uy # Q¥ cest-a-dire si le groupe Uy est non trivial.

En effet, si ces graphes quotients sont finis alors nécessairement il existe
une unité non triviale, & dans %, et donc dans 24 en considérant &°/N(e)-

Réciproquement, s'il existe une unité non triviale dans %y alors le groupe
Uy/Q* est d’aprés [2] de rang 1.

D’autre part, il est facile de montrer que:

— toute unité & de %, est un point extrémal de Oy,

— si pedy et si ="y alors eQ€Eby,

— si @ et  sont deux points extrémaux voisins et si e€ % alors e et e
sont voisins.

Il en résulte que les graphes quotients de &y par % /Q* ou par Uy sont
finis.

Sur la spécialisation des points extrémaux cubiques 225

" ({:) Calcul des points ext.rémaux. 'Le calcul effectif d’un point extrémal de
la suite ((,a,‘),,_;o peut se faire en résolvant des systémes linéaires en des
!nconnues rationnelles. Soit g un entier naturel et cherchons un point extrémal
avec UieQ[X], 0<i<2, et Max(deg(U,), deg(U, 4) deg(U,4%) <
Cest-a-dire en notant ¢ = Uy+ U, 4+ U, 4% avec |g|, }g e,z‘*. ’ -
. le suffit de construire ¢ tel que |¢|, soit minimal. Il faut donc, dans la série
¢ Laurent en 1/X de ¢(X), annuler le maximum de coefficients parmi |
termes de plus grand degré en X. P
s I:‘:: Cf?jleg'[s inconnus de U,, U,, U, sont au nombre de Jg—d+1)
dﬁq q= .(_1 q 4_d, u,=0, =Oe.t ¢ =1 est le seul point extrémal. Si
£qg<2d,U,=0cetilya2+2—d inconnues).
P.lajcons-nous dans le cas principal g > 2d.
s teS;rLg: ggr;snde’rc 3(qg—d)+2 équations, celles correspondant d I'annulation
e egre ¢, 4 — - —(2q‘—— 3d+1) dans ¢(X), il y a une solution
. n rmdlg. Il existe donc une solution @& ,\{0} avec |¢|, < ¢ (24-3d+2)
oit ¢ maximum tel qu’il existe une solution @€ 0x\{0} non tlrivia]e vériﬁantl
o], = e ‘”ct lpl, < €*%. On a donc t > 2g—3d+2. D’autre part, la norme de
?=¢@ ¢ est un polynome de degré positif ou nul. On a donc lp), e
= ollol, >1 et —t+2¢>0. I
q_d]iain; th; ;;s d<q<2d on obtient par le méme raisonnement
M(_)mrons que ¢ ainsi défini est un point extrémal et est unique.
" Emt r,be(ﬂﬂ{()} tel que [:p|.,. < |l i=1,2. De t maximum on déduit
l; = lol,. 1l existe donc un rationnel A tel que |p—AY|, < e™". D’autre part
{‘m “_)-.'ﬁ‘i_z < €® et puisque ¢ est maximum on a Q= ).l:';. Ceci' prouve zfusrsi.
unicite a une constante rationnelle non nulle prés de Q.

i = 2q' k] . .
. S on pose |‘qs>‘|2 = e, ol ¢ est la fonction construite ci-dessus, on en
¢duit la proposition suivante:

PROPOSITION 3. Pour tout q >0, il existe q' < q et un point extrémal

@ vérifiant |g|, = e** tels que en notant |p|, = e~ on ait

“) qgd=0,t=0 pour 0<qg<d,
q—d+1<t<2q pour d < q < 2d,
2q—3d+2<t<2q pour 2d <gq.

" Rcma::que. L’a fonction ¢ de la proposition 3 est une unité si et
ement si ¢ = 2¢', et dans le cas d = 1 on a toujours q' =gq et t ne peut
Prendre que les valeurs 2g ou 2g—1.

Pour faciliter la rédaction, nous introduisons des notations matricielles en

$¢ plagant dans le cas i i
_ q = 2d. Les modifications a apporter pour d < 2
Sont faciles 4 écrire. En écrivant o Sl

—=ao

A= (1) yi (1) _ I
.-;; a’X' @P=1) et 4= _zﬂagnxf (@® =1
|=
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on considére les matrices A, , formées des blocs A;—f’m, j=0,1,2, qui ont
respectivement g+ 1, g—d+1, ¢—2d+1 colonnes et une infinité de‘lignes. La
ligne, notée —k, de la matrice A, ., correspond aux termes des séries en l./)‘{
_représentant 1, A, 4% qui interviennent dans le terme de degré —k de la série

Uy+U,4+U,4%

ligne ¢ 1,0,...0, 1, 0, Q, 1. ' R | |

ligne g—1 0,1,...0, afy, 1,.. 0, a¥-,, 1,...0

ligne 0 (1Sl G L ay', afl-, 1,... af

ligne —k 0,0,...0, a alh, a%lo,-« a%}
A‘;m A‘tﬂl Aiﬂ

On notera A,, la matrice formeée des m premiéeres lignes de A, .,
c'est-a-dire des lignes q, g—1,...,q—m+1.

En posant U,(X) = ud XM+ +uf pour j=0,1,2 et u@ l‘e
vecteur colonne (u®, ..., uf’, uflq, ..., up’)s u2as ., u?), le produit
matriciel A, U? est composé des coefficients de la sér'ie de Laurent
Uo(X)+U,(X)4+U,(X)4* alors que A,,U est composé des premiers
coefficients de cette série. Avec ces notations le t (dépendant de g) defini a l_a
proposition 3 est la valeur maximale de m—g tel que équation A4, ,, U'Y = 0 ait
une solution U@ rationnelle non nulle. Pour cet U9, 4, ,,+,U'? # 0. On peut

énoncer

PROPOSITION 4. (i) Si ¢ est un point extrémal vérifiant ||, =e
t>0, |pl, =€ on a

' avec

(2} rang(Aq.q-Fl‘rl) = l+rang(Aq.q+l'] = 3(q‘_‘d+ l)'

(i) Si (2) est satisfaite, il existe ¢' < q et un point extrémal ¢ vérifiant
lpl, = e, l@l, = e** et pour tout q", ¢’ <q”"<gq, on a

rang(Ay g 4141) = L+rang(Ag g+ = 3(g"'—d+1)

et 2(q—q') <3d-2. »
(iii) Si ¢ et m sont des points extrémaux voisins tels que ||, =¢e ",
lpl, = €24, |y = e 3, |n|, = e2% qvec t, < l,, 4, < q, alors pour tout q tel que
g, <£q<q, ona
rang(A, .+, +1) = 1 +rang (Agg+r) = 3(g—d+1).

Preuve. (i) Soit ¢ un point extrémal tel que o[, =e™", ||, = e%4. Alors
pour tous V,, V;, V, dans Z[X7] de degrés respectifs majorés par ¢, q—d, q—2d
ona|Vo+V, A+ V,4%, = e " et donc Aggirsy V@ #0 si Y@ est le vecteur
composé des coefficients de V,, V;, V,. D'autre part, ¢ donne une sol‘utlon
U@ de A,,+,U?=0. Alors (2) en résulte facilement puisque draprés (1)
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le nombre de lignes, g+1+ 1, est supérieur ou égal au nombre de colonnes,
3(q—d+ ”.. dc Aq‘q+;+1.

(ii) Reéciproquement, soient ¢ et ¢ tels que (2). Puisque rang(A4,,.,)
<3(g—d+1) il existe une solution non triviale U, dans Q”""‘““,.qde
Ayq+.U =0. Comme rang(A,,+,+1) = 3(q—d+1) on a Agg+141U #0. Avec
les composantes de U on forme les polynomes U,, U,, U, tel que le
vecteur U'? défini précédemment soit U. Alors ¢ — Uy+U, 44U, A* vérifie
lpl, = e™". Soit ¢' défini par |p|, =e*. On a q <q. )

Montrons que ¢ est un point extrémal. Soit ¢ = V, + Vid+V,4% # 0 tel
que |y; < ||, pour i =1, 2. Avec les coefficients des polynémesu Vo: Vis Vs
formons un élément V@ de @34+ 1) ¢p complétant éventuellement par des 0.
On a alors A4,,.,V% =0, mais comme dim ker(Ag +)=1o0na V@ = ;@
avec Ae Q¥ soit ) = Ap. ¢ est donc un point extrémal.

Dapres (i), (2) est satisfaite en remplagant g par q". Et comme le passage de
9" 4 "+ 1 augmente le rang des matrices d’au plus 3 (le nombre de colonnes en
plus) on a (2) pour tout ¢” entre ¢ et q.

Enfin, d’aprés (1) on a 2g—3d+2 < 2¢q' et donc 2(g—q') < 3d—2. On
retrouve _Ia remarque qui suit la proposition 3: pour d = 1 il existe pour tout
4 un point extrémal ¢ tel que |p|, = ¢** car on a toujours g = q.

(iii) résulte immédiatement de (ii). w

1118 Slpécialisation des points extrémaux. Dans ce paragraphe on se donne
un polyndéme P(X) = X**+...+as,, a valeurs entiéres sur Z, non cube. On
Note par Z I'ensemble des entiers tels que P(n) ne soit pas un cube dans Z et par
('-',5 Pordre Z[/P(n)]. On considére la racine 4 = X%+... dans Q((1/X)) de
4% = P(X) et I'ordre Oy = Q[X, 4].

v Pour qu'un point.extrémal ¢ =Uy(X)+U,(X)4+4U,(X)4?> donne par
Specialisation une meilleure approximation ¢(n), il faut d’abord rendre
Uys(n), U,(n), U,(n) entiers, premiers dans leur ensemble.

. PROPOSITION 5. Soit ¢ un point extrémal de O . Alors il existe un nombre
fini s de couples (E,, ), i=1,....s. tels que:
(i) les sous-ensembles E,; forment une partition de Z,
(E:I) pour tout i dans [1,s], ¢ est une fonction algébrique UY(X)
;E}Jl (X}f.-’>+ USJYET,XMZ' équivalente a ¢ (ie. I1eQ*, 0" = Lg), telle que
6'(n), UP(n), U%'(n) sont, pour tout n dans E,, des entiers premiers dans leur
ensemble.

Preuve. Soit ¢ un point extrémal formel de @, ; comme il est défini 4 une
‘onstante multiplicative non nulle prés, on peut I'écrire ¢ = Uy+U,4+U,4?
avec U,eZ[X] pour i =0, 1, 2. '

. D’autre part, ¢ étant un point extrémal, le plus grand commun
diviseur dans Q[X] de (U,, U,, U,) est une constante non nulle de Q.
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On en déduit
AdeN*, 3y, v, v,€Z[X] tels que voUqy+v,U,+v,U, =d;

on peut supposer d minimum.

Soient p un nombre premier, k un entier naturel et n dans Z. D’aprés la
relation précédente le systéme de congruences U j(n) = 0 [mod 1. 0=0:1,2
ne peut étre vérifié que si p* divise d. La proposition 5 en résulte. m

ExeMPLE. Si 4% = X*—9X +9, (X3/3)—3X+4+(—{X2,r"3}—X+2)A + 42
est un point extrémal de ¢y [4]. Posant U, = X>—-9X+12, U, = —X*
—3X+6, U,=3, on a

(X +8)Uy+(X2+ X —6)U,—3U, = 3.
On en déduit la partition de Z = Z et les fonctions ¢
E,=3Z, ¢V =0¢M); E,=2Z\E,, ¢@n)=30n).

Le théoréme suivant nous dit essentiellement que tout point extrémal de
Oy se spécialise en une meilleure approximation de O,.

THEOREME 1. Soit @ = Uy+U,4+U,4% un point extrémal de Uy,
vérifiant ||, < 1. On suppose qu'il existe un ensemble infini E dentiers n tel que
Uy(n), U,(n), U,(n) soient entiers premiers dans leur ensemble. Alors, pour tout
n assez grand dans E, ¢(n) est un point extrémal de O,.

Preuve. Soient (g, t) le couple d’entiers naturels définis par |p|, = e,
lp|, = e ". En spécialisant on déduit
3) lpm)ly < cgn™,
(4) lp(n)l, < Csnzq

ou ¢, ¢s sont deux nombres réels indépendants de n dans E.

On veut montrer que pour n assez grand dans E, ¢(n) est une meilleure
approximation de 0.

Soient v,, v,, v, des entiers non tous nuls tels que, en notant 4 = 4(n),
Y, =vo+v,4+v,4% on ait

(5 Wl < lo)l;,  i=1,2.

Nous allons montrer que s'il existe une infinité de n dans E et de , vérifiant (5)
alors on peut construire une fonction algébrique ¥(X) telle que pour tout
n assez grand dans E, y, = {(n), et vérifiant

(6) WX < leX);, i=1,2.

De I'hypothése, ¢ point extrémal et (Uy(n), U (n), U,(n)) triplet d’entiers
primitifs, résultera alors §, = +¢(n) et le théoréme I.
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Notons Y, = vy +0, {4 +v, (2 4% et ) = vy +v, 2 A +v,{42 ({ = e373) les
conjugues de Y. De 3v, = Y, +y,+y, on déduit la majoration

ol < 31l +3 15l < (ca/3)n ™" +(2/3)/cs n < cont.

Bf:jm.:‘:me, a partir de 3v, 4 = Y, + %y, + Yy et de 30,42 = Y, + (Y, + {2y} on
eau ?

™) o] <emt™H, j=0,1,2,

ou ¢y, ¢y, ¢, sont des réels indépendants de n.
Nous pouv ecri i
pouvons alors écrire les entiers v; en base n, sous la forme
q—jd

@) v;= Y v¥'n' avec -—-niz<v<n2: i=
i .-=Zo J2<<n2; i=0,..,q9—jd;j=0,1,2.

Posons maintenant
q—jd

Z. = ZUJXE (q) — (,10) 0y (1) 1 2
J ,‘:Zo | ) Z (zq a-'-szk) ,zq_d,...,z&’,zf’,_’z,,,...,zﬁ)z’)

ou les z sont des indéterminées.

Develgppons :,0(){;, Z9) = Z,+Z,A+Z,A* en série de Laurent en 1/X et
notons_ I le coefficient de X*. I est une forme linéaire en Z@ dont les
coefficients sont ceux de la ligne k de la matrice Agw- On a

Aq‘mzm = r(;g.'l(zlql), ;;qll(zlql)’ G )

et
) _
o) =0 pour k>gq,
4q q—d q—2d
BZD) =Y af?.20+ Y afV,2(V 4+ Y a®:2?  pour k<gq
i=0 i=0 i=0

Ou on a posé
0) _ 0 _ . .
a’ =1, a®=0 sii#0; a=1, a=0 sii>d;

a2l=1, a®=0 sii>2d.
En notant

@ — (10 (0) (1)
Vi = (05" .oon 087, 020, oo, 0B, 354, ... 02

on a y(n, V@) =y, donc

(10) Vo= ) IO(VOr*+R,n*  pour h<q
h<k=gq

avec R, réel borné indépendamment de n.

D’autre part, il existe un entier D indé ¢
: pendant de n (dépendant de g) tel
Que DI@(V9) soit entier pour k=gq,...,0, —1, ..., —t—II.) D
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D’aprés (8) et (9) I'écriture en base n de DI’(V'®') donne pour n assez grand

(11) DIP(V@) = An+pu, avec —n/2 <y <n/2

et avec 4, entier borné indépendamment de n pour g = k= —t—1.
Regardons les conditions satisfaites par les 4, et les g pour que W, verifie
(5) sachant (3).

Daprés (10) avec h= —t—1 et (11) avec k = —t—1 on a
(12) Dy,= 3 DI}"”(V“”]H"+[)._,_,n+,u_,_.l]n""'-I—R'_,_,n_"’
—-t5k=q

avec R_,_, borné indépendamment de n. (12) s’écrit encore
(13) Dy, = Y DIV Ao Ao+ R v
-1<sksq
Dautre part, (5) et (3) donnent |n‘y,| < ¢, et donc d’apres (13) et (11) cela
permet d’écrire
(14) | ¥ (Ggn+pnt ¥ +i_ =] X

—1<k<gq 1<k<g+1

(e + A- N < ey D+1

ot l'on a posé j,+; =0.Onaalors [+ 44| < eD+1 iy +i=0et
de proche en proche jusqu'a p,+4,-, =0 et 4, = 0. Ceci permet de réécrire
(11) sous la forme

DR (VW) = A,n— Ay

DIV =i n—Ai_,_1+0

pOUE K=y nees —E+ 1,

avec 6 borné indépendamment de n par ¢ D+ 1.
En terme matriciel on obtient en écrivant A=A, ..., A=)

A" = '{;'q—l‘ ey ;u--“ ;-—l'—l_‘s)
(15) DA qiar VI = nA = A7

Si 6 et 4, pour k =g, ..., —t—1 sont fixés, V'“, d'ordre 3q—3d+ 3, apparait
comme la solution du systeme linéaire (15), de rang 3g—3d+3 d'apres la
proposition 4. Nous en déduisons que les oY sont de la forme

(16) o =@+, i=0,...,q9—jd; j=0,1,2,

ot les v} et v/'Y sont des rationnels indépendants de n. Leur dénominateur est
donc borné indépendamment de n.
Posons
q—jd q—jd+ 1
WiX)= Y X+ vxi= Y wX, j=0,1,2,
i=0 i=0
U(X) = Wy+ W, 4+ W, 4%,

+1) 0 (0 1 1 2 2
W{q ]—{W;il, wwiny “‘{)I, W:‘Jd+1. R Wi) ], “‘{H'J'Zd“'l""‘ \-VE)}}.
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On a alors pour j=0, 1,2
wi = wi? 4w, i=0,...,9—jd, et
yn) =i,
Si (Wi 1, Wiy 1, w2240 1) # 0 on aurait [ (X)l, = e*4* V) ce qui contredit

W), = lp(n)|, < Csn ré :
leme)i-lzt Ip(n)l, < Csn* résultant de (4) et (5). Finalement, W * D est essentiel-

(J) T
Wil ja+1 =1,

(17)
Win)=v, et

(18) @) _ (1,(0) (0) (1
W9 = (w ) () (2
( ‘!'""’wU‘wﬂ—dw'--“ﬂ9WE;—]2.|,...,H'E}2}}.

On -';)donc W (X)l, < €%, soit |y(X)], < |@(X),.
‘autre part, d’aprés (15), (16) et (17) on a A W@ = i
t i o =0, ce qui mo
que [Y(X), <e ' et que (X)), <lo(X),. e
Comme ¢ est un point extrémal de (., il existe J i
1 v, Il existe Ae Z* pe N* premiers
:ntx;;:/cux tels queq;up = AQ. {klors pour j =0, 1, 2 et n assez grand dans E on
eu;; j(n}‘ = pv; = 4Uj(n). M‘als comme U (n), U, (n), U,(n) sont premiers entre
: ,onapu=+ 1, et daprés (5), |y, |, = i), < [y, soit = +1, ce qui
ermine la preuve du théoréme 1. m -

On montre maintenant que toute meilleure approximation de ¢
n

- 3 - . ’
Z'[JP(n)], comprise entre deux points extrémaux voisins spécialisés
Provient par spécialisation d’une face. ‘

extréziizREMF'z- Avec les notations du théoréme 1 soient ¢ et n deux points
ki oisins, lol, et |n, é I de Oy = Q[X, A], tels que pour n dans un
semble infini E, ¢(n) et m(n) soient des meilleures approximations de (. Alors il
fixlsr.e une .parti.tion de E en un nombre fini s de classes E;, telles que prl;;:r tout i
SOS :d % s, il e;x;srel un non.r:bre fini ri ‘de. Jonctions algébriques Y (1 <j <r,) qu;
. nt Lsﬁice.s de O et qui en se spécialisant donnent pour tout n assez grand dans
i la chaine des meilleures approximations voisines Joignant @(n) a mn(n).
Przel_.we. Soient (g, 1), (¢', t') définis par |p|, = e, |n|, = e, |¢|, = €24
In|, = ¢2¢'. On suppose 0 < g < ¢ et donc on a t < 1. o ‘
Posons

P(X) = UgX)+ U, (X) A+ Uy(X)4* et n(X) = Ty(X)+ T,(X) 4+ T,(X) 42,

En spécialisant on déduit

(19) [p(n)|, < cyn',
(20) lp(n)ly ~ cyn,
(21) [m(n)], <csn ",
(22) W

[n(n)l, < cgn®?,

ay indé
ec des constantes cj, cg, ¢s, ¢, indépendantes de n.
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Par hypothése ¢(n) et m(n) sont deux meilleures approximations.
Si elles ne sont pas voisines considérons une meilleure approximation ¥,

strictement intermédiaire et posons Y, = vo+v,4+v,4% On a donc
(23) [mm)l, < W), <leml,,
(24) lpm), < W), < Inm)l,.
Puisque les conjugués de y, s'écrivent
Yy = vy +0, {4 +v,02 4%, "= vy+v,24+0,047
on a
3vg = Y+ int -
On obtient alors une majoration de v,. De méme pour v, et v,. On a
(25) ol <ent ™, j=0,1,2,

avec ¢, C,, ¢, independants de n.
On écrit alors vy, vy, v, en base n sous la forme
q' —jd
(26) v;= Y, v,
i=0
et (25) montre que vY)_;; est majoré indépendamment de n.

En utilisant les mémes notations et les mémes arguments qu’au théoréme 1,
on obtient Dexistence d’un entier D tel que DI (VY) est entier pour
gzkz—t—1.

En écrivant ces entiers en base n, on a pour n assez grand,

—-n/2<v}f’$n/2, i=0,...,q'—jd;j=0, 1,2,

27) DE(V) = yn+py, g k> —t=1,

avec —n/2 < j, < n/2 et A, borné indépendamment de n.
Pour que , vérifie (23) il faut avoir
(28) DAy 4141 V9 = A'n—A"
ou A'="Agy.ciydog)y A" ="(Ag-1,.-s Aoy Aoy_1—0) avec A, =0 et [d]

< Dey+ 1.
Montrons maintenant que si ¥, est une meilleure approximation entre
n) et m(n) alors v'®, vt ,, vi3),, sont bornés indépendamment de n.
9 q' > Vg q

L’égalite
(29 Wl = 3 (03 +03 42 +034%) =y,

qui est facile a vérifier, permet d’écrire

G0 M, Vi
2

2 2

3 Y o2 -2 Y (09—

9 i q' —jd 2 L q' —jd n2d nzq' an”
= j=
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el en tenant compte de (26), (23), (24), (22), (25), 19 on obtient

3 2
30 - 2
(30) 2 j:zu P ja < 3G(|v§,{?]|+i0£}‘v’_d|+|v5ﬁ’_ ad 1)

avec G borné indépendamment de n.

eXiSt:ZSO?:;uS;s EE:;&, Zont{gonc l?ornés. A" et A” sont aussi en nombre fini. 1]

g — d: t:,,-éj,, (j=0,1,2), A", A” et un ensemble infini E,

Mt D o n: is I,:'f,} €l vy, vy, U, correspondants vérifient (28).
¢—ja sont fixés, les inconnues dans V9*Y se réduisent

a pu-n_ 0 - pth - pt2)
(Wg=1s 50ty gy oo s 082 20y ... V) et On a:
(31 DA . @ — A i
: ) Ay -1 g VP?=An—A -—D{vfi,“_dAm"l-vL?f.ZdA{z])
ou

A = "(A".q‘_ly . j__,'], ;fn s ’[’J"q’—h o j--t_j—é),
AD =Yad), ... a2 ).

Daprés la proposition 4 (iii) | '
4 ; e rang de ce systéme est égal au
d’inconnues 3(¢'—d+1). On peut donc écrire ¢ nomore

(1) _ 17 ,(1) 1
A =Yal!, ... af,_’q,_,),

32 ) — ) gyt 2 o .
(32) o =@+, 0<i<q—jd; uPu=0; j=0,1,2,

o1l ) “G) o ; -5
d]‘J les‘v, et v;"”" sont des rationnels indépendants de n dans E,. Leur
enominateur est donc borné. :

Posons
WiX)="Y (9 X +00) X = TWX e y= W
Z i P = Wo+ W, 4+ W, 4%,
On a donc pour tout n dans E,
(33) Vi) =y,

;:.s ele’n?ents du noyau de A, _,,., ninterviennent pas dans y d’aprés la
Opgsmon 4. I nous reste 4 montrer que (X) est une face de @

28) f:n ter{lld)nt cgl;npte de (31), (32) et de la premiére équalii)n de
b Uy Uyt Vgl g = — Ay, le 3(¢'—d+1)-uple W@ = (w(® (1)

o vilk2) Th 2 L L
I Werlag o W) vérifie 7=

(34) Ay 1/ W =0,

€ qui entraine |Y/(X)|, < e™' = |p(X)],.
P .
our obtenir |/(X)|, on montre que (w(?, wila, witl ) # 0.

Dans le cas contraire nous : :
: allons =] : .
toire avec (23) et (24). obtenir y = Z¢, ce qui sera contradic-
Le 3(‘?"d)-ll le W‘q’_“ = (wl0) . wll)
Qapres (34), 4 ¥ AW W S Wy g W) viérifie,
4) Ag—1g e W =0. On a donc |y (X)|, < lp(X)],. D'autre

Part, W (X)l, < lo(X)|,. Mais puisque peby et que 0# Yely, il existe



234 R. Paysant-Le Roux, M. L. Gaunet et E. Dubois

/€ Q* tel que Yy = 4. Par spécialisation on obtient Y(n) =y, = 4p(n), ce qui
contredit (23) ou (24). Ceci prouve que |Y(X)l, = €* = |nl,.
Nous sommes maintenant en mesure de montrer que i est une face de Cy.
Soit £e(,\O tel que
(35) I<l; < l;,
Puisque ¢ et w sont des points extrémaux voisins et que |¢]; < Max(|¢l;, |z/;) on

a [¢l, = |ol, et donc [¢], = ||, ou |¢|, = |nl, et donc [¢], = |],. ¥ est donc une
face, ce qui termine la preuve du théoréme 2. m

i=1,2,

IV. Application: Etude du calibre de Panneau (,. On sait que pour tout
neZ, on peut définir 'ensemble quotient &,/%, et que pour n fixé cet ensemble
est fini; on appelle son cardinal le calibre de @, (voir 1l.a et [4]).

D’autre part, on peut, de la méme fagon, définir I'ensemble quotient
Ex/(Ux/Q*) ou Uy/Q* est le groupe des unités modulo Q*.

On le note, par abus de notation, &y/%, (voir ILb) et on appelle calibre de
¢y son cardinal.

On va déduire des théorémes 1 et 2 et d’une hypothése sur le calibre de Cy
des renseignements sur le calibre de (), lorsque nous faisons varier I'entier n.

Pour neZ, on note par K, le corps de nombres Q(YPn)).
THEOREME 3. Si le graphe quotient &y/%y est infini alors

lim |&,/%,) = + .
HEZ.H—"T‘-

Preuve. Soit k un entier positif. D’aprés le théoréme 2, il existe une
partition E,, ..., E; de Z et des fonctions algébriques ¢f (1 <j < s
0 <i<k) du corps K telles que pour tout i, et n assez grand dans Ej, 1a
chaine des k+ 1 premiéres meilleures approximations de ¢/, de premiére valeur
absolue inférieur a 1 soit

1=, ...

Puisque |&y/%y| = oo la proposition 2 montre que les @P(X) ne sont pas des
unités. Alors pour tout ie[0, k], je[l, s,], Nxyomx @ (X) n'est pas une
constante rationnelle et donc pour n assez grand dans E;, Nk, o eP(n) # +1et

((n) n'est pas une unit¢ de (,. Alors |6,/%, >k et le théoreme 3 est
démontré. m

3 (p{kﬂ(”}'

THEOREME 4. Si le graphe quotient &x/y est fini, considérons &(X) Punite
fondamentale de Uy de norme 1, E 'ensemble des entiers n de Z tels que &(n) soil
un entier de K,. Alors on a

(36) lim? |8/, = oo. (si Z\E est infini),
n—+a.nel\E
(37) |8/ U] < lim |8,/2,| < lim |8,/%,| < + .
nek nekE
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Preuve.

. 1. Montrons (36). On suppose que I'ensemble Z\E, que I'on note E°, est
ll“]fini. Soit k un entier positif. D'aprés le théoréme 2, il existe une partition
Ey, ..., E de Z et des fonctions ¢{’(X) pour 1 <j <5, et 0 < i < k, telles que
pour tout n assez grand dans E; les k+ 1 premiéres meilleures approximations de
¢, de premicre valeur absolue inférieure a 1 sont 1 = o{(n), p{(n), ... o (n).
Supposops que I’ensemble E;nE* des entiers de E; n'appartenant pas a E
est mﬁm. Pour tout i dans [1, k] et tout n assez grand dans E.nES,
Nk, 09V (n) # +1. En effet, raisonnons par I'absurde et supposons qu’il Jz:xis;te
i dans [1, k], tel que pour une infinité de n dans E;nE Ng,o0(n) = +1.
@(X) vérifie alors N o @ (X) = +1 et est donc une unité non triviale de
Ky de norme +1. Il existe alors un entier /> 1 tel que @Y = +¢ En
spécialisant on obtient N

(38) PP = +e'n), Vne E,nE,

D’autre part, d’aprés le théoréme 2, ¢(n)e ¢,, pour tout n dans E,. Or
€, = K, et &'(n)e B,, anneau des entiers de K,. Mais ceci implique s(n}EJB et
contredit I'hypothése n¢E. '

On a donc montré que Ny, ¢ (n) # + 1 sauf pour un nombre fini de n.

_ Ceci montre que, pour tout n assez grand dans E;NE" les k+1 premiéres
meilleures approximations de ¢, ¢ (n). .... p{(n), ne sont pas des unités et
donc que |&,/%,| > k, ce qui prouve la premiére partie du théoréme.

2. Montrons maintenant linégalit¢ droite de (37). Supposons E de
cardinal infini et posons

6(X) = Ug(X)+U,(X)A+U,(X)4%,  U,(X)eQ[X], i=0,1,2.

On peut écrire £(X) sous la forme

W, (X :
&(X) = Ug(X)+ 4"(! ) 44 Y2 1X) 42
m

ou m est un entier > 1 et ou W,(X), W,(X) sont deux polynémes a valeurs
entieres sur Z. Soit neZ. On peut écrire

V, V.
g(n) = Uy(n)+—* A, +—242
m, m,

Oum,, ¥, V, sont trois entiers premiers entre eux dans leur ensemble. m, divise
M et est donc borné indépendamment de n. w

Nous allons poursuivre la démonstration sous forme de lemmes.

. LEMME 1. Si e(n) est un entier algébrique alors 3U oln) est un entier relatif et
my divise 27P(n). '

Preuve. 1. Trg, o(e(n) = 3U,(n)eZ.
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2. On calcule la somme
f:{n)+¢‘,’2a(£(n))+CU(£2(n)} = 3V, 4/m,

ol ¢ est lisomorphisme de K, dans C défini par o(4) = ¢a.

Puis sa norme:
3V, A 2TV
NK",Q( : ): - P(neZ.

m m;,

De méme,

n

3V, 4 27V3
NKHFQ( ":' ): mSZP(H)EZ’

n

et comme les trois entiers V,, V,, m, sont premiers entre eux, m; divise

27P(n). =

LEMME 2. Soit neE.
1. Si m? divise P(n) et si on pose A*¥ = Y/ P(n)/m} = 4,/m,, alors

en)eZ[AF].
2. Si m® ne divise pas P(n) (ie. 3 divise m, et (m,/3)* divise P(n)).

Posons

7
i 5 27P3(n) _34, 2 P}n) _ e
m, m, m;

ou f est un entier sans facteur carré, g est un entier sans facteur carré, f et g sont
premiers entre eux et k est un entier.

Alors on a:

(i) Si 3 divise g alors &’(n)e Z[A7].

(ii) Si 3 ne divise pas g alors e*(n)e Z[4)].

Preuve. Rappelons la caractérisation d’un entier dans un corps cubique

pur:
Soit & = J/fg? ou f est sans facteur carré, g est sans cube et les entiers f et

g sont premiers entre eux. Posons & = 3f%g. Alors on a:

(a) Si fg> # +1 (mod 9) alors (1,8, d) est unc Z-base d’entiers.

(b) Si fg> = +1 (mod 9) alors (1,0, ¢ = (1+/0+¢J)/3) est une Z-base
d’entiers.

Enfin, rappelons le résultat suivant:

(¢) Si(x+ yd+zd)/3 est unentier (x, y, Z€ Z) et si 3 divise x ou y ou z alors
3 divise x et y et z

Montrons maintenant le lemme 2.
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1. Si m; divise P(n), posons P(n)/m? # :
N : n L n = ka [
définis comme précédemment. On a/ B S DA vl

en) =3U/3+V, 4% +m, V,4% = 3Uo/3+V ké+m,V,k*gd
et d’apres (c) on en déduit que U, est entier et donc e(n)e Z[4}].

2. Si (m,/3)* divise P(n) et m3 ne divise pas P(n) on a

&(n) = U0+5,.1:+E334*3

(39) 3733
3y, ik, Vom
em=—94 15, 22
() = =37+ 0+3 T k?g3.

(i) Si 3 divise g, alors V,m, k2g/3% e .
: ] n St *. A .
et 3 divise V. Calculons 523: U un entier et d'aprés (c), U, est entier

v\ 3 V3 3
.3 . 3 1 3 m,
£ (n} = UO"'(?) A: +—3%(—3_) _f2g4k6+3U0-I-;l VZ m, A:.\

Vi (VE\Vom : 2
2_1, _1 2 Wy 3 V ﬂ]n

V, m, V,V#(m)\? V2
272 n 2 n
+3(Un—3 +.3 +_31?(__3_) ﬁgzk:’—ka(.;) )A:z

€t comme 3 ne divise g, on voit que £*(n)e Z[4*].
(ii) Supposons que 3 ne divise pas ¢. D’apré i 3 divi
V] ST s ity pas g. D’apres (39) et (c), si 3.d1wse 3U, ou
s 32 O St trivial car z(n)e Z[4¥] et donc aussi &2(n).
e o ne divise pas 3U,, V, k, V,(m,/3)k?g et que &(n) est entier alors d’apreés
i nous sommes (Zians un corps cubique pur dont une base d’entiers est
»0,0) (on a donc fg* = +1 (mod 9)). Ceci permet d’écrire

&(n) = x+ yd +z9,

Montrons que &3(n)eZ+Z5+ Z5.
o dOn peut‘ecrlre "sz'(n) =u+vd+wp avec, u, v, weZ. Comme fo* = +1
801?5 l?) (;n sait que | ldzealz(f%) dans le corps de nombres Q((, 4,) se décompgqe
o a forme (3_) = P{P3P3, les P, étant des idéaux premiers distincts (;le
neDau des entiers dont le corps résiduel est Z/3Z.
autre part, ¢(n)¢ P, car &(n) est une unité. On en déduit les congruences

a'(e*(n)) = 1 (mod P)),

et H
€n sommant ces trois congruences,

x,y,zeZ.

jzo‘lszs

3u+w=0 (mod 3).
Donc 3 divise w, ie. e2(n)eZ+ 25+ Z5.

= Acta Arithmetica 59.3
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Reste a voir que &2(n)e Z[4}].
En effet, on a

V,V,m ATLAY
Fip) == (I 431200 23 122 4ax)ar
e*(n) Uc.+23 3 3f9-*\ +(2U03+31(3)A“) g
Vom Vi 2
= B o lA®
et donc
w T A LUAPEE
— n e Sl R Z
uty =Ud+23 3(3)19“ ’
(2 E-1-V—22 "\ 1 ke Z
v 3= 03732\ 73 " 2
W _ (v Vom, V_lz k*geZ
3 (" 033 137) 90

et comme 3 ne divise pas k et g on en deduit que e2(n)eZ[4¥]. =

LEMME 3. Soit ne E. Alors il existe un entier k > 1 borné indépendamment
de n tel que ¢ (n)eZ[4,].

Preuve. Il suffit de montrer que dans un corps cubique pur Q(4),
A3 = De Z, D non cube (D n’est pas suppos¢ sans cube), si on considére I'ordre
A, = Z[14], ou [ est entier > 1, I'indice que nous noterons v(l) du groupe des
unités G, de A, par rapport & G groupe des unités de Z[A4] est borné par une
constante indépendante de D.

En effet, nous savons que £°(n)e Z[4F] et que A¥ = A /m, ou 34,/m,
d’aprés le lemme 2. Donc si nous prenons |=m, on en déduira que
e(n)®™ e Z[4,], avec v(m,) borné indépendamment de A*. Comme m, est
borné indépendamment de n (m, divise m) on en déduit le lemme 3. =

Nous allons donc faire une étude de cet indice v(/).

On peut supposer que [ est une puissance d'un nombre premier car sil, et
[, sont deux entiers premiers entre eux, on a I'égalite

v(l,I,) = ppem. (v(ly), v(l,)).

LEMME 4. Soient | un nombre premier et o un entier naturel non nul.

(i) Si [ ne divise pas le discriminant du corps alors v(I*) divise ([— 1)1 ou
(2—1)1"1 ou (B—1)1>"1

(ii) Si | divise le discriminant du corps alors v(I*) divise 1**.

Preuve. (i) Traitons d’abord le cas o = 1. L’idéal (I) se décompose en au
plus trois idéaux premiers et si on désigne par & une unité de Z[A4], on @

(a) s’:‘ =1 (mod()) si () =piP;Ps.

(b) & ' =1 (mod()) si ()= pyPa;

(©) &° ' =1 (mod()) si () =p,.
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On en déduit que [lindice [G:G"] divise respectivement

I-1,12—1,P—1; on t 0 ;
4Oz Sla g Mot par GO le groupe des unités de Iordre

Posons i = [G:G"] et & = x+yld+2zI42€ A®. Puis calculons (&)

a_ | e
el = ‘ Z ( : .)xln}’llzizfi:+l'zdl‘1+2i;.
fo+ig+ia=1 tos Ty 12
Pour avoi ¢ i
ir le rés = ;
ultat pour o = 1, il faut montrer que &€ A4,. Posons
! o
Ligsiriz = ( ‘ )x"’y"Z'*I" HApIE R
foy Iy, 13

ou [ﬂ Fiésigne la partie entiére de 7.
Si iy +2i, > 3 alors vy(t,,;,) > 3, v, désigne la valuation l-adique.

Si i, +2i, <3 alo ]
A L +2i, 18 U)(ti-1,1,0) = 2, et v,(t;—.0,4) = 2. Par suite &le 40

Reste le cas o > 1. On part de I'égalité
[G:G"] = [G:GM][GV:G*]...[G¥* M. g™

?n{ I:ﬂgn;;re c;omme précédemment que lindice [G":G"""] divise | pour
i a—1, et I'i i (124)
Si< , et linclusion G < G, permet de conclure.

DS =3 i .
e:"e‘(,;lt)-‘“l,l__f 3, il suffit de remarquer que si ceZ[4] alors e A3,
Si I'#3, soit e€G. On pose & = x+yA+z42 et on calcule &

EI — ( ! )xiuyi|zl'_1Ai-|+2iz
iptig+ia=I Ic+l|+i2

On pose aussi
I o
rio.i:.iz = ( o )xroyu ziz pllis +2i2)/3]
Tgs Iy B3

€t en remarquant que si /|Dis(Q(4)) al
o EfEAUJ.l (Q(4)) alors I|D (I # 3), on montre comme

lnClllS'lon G = Gllc.

Fin de la preuve. Il résulte du lem ‘exi
: me 3 I’existence d’une partiti '
(F)i<j<s de E et dentiers ki, ..., k, tels que I

VneF; ¢“(n) est une unité de Z[4,].
X()?omme il n’y a 'qu‘ufl nqmbre fini de points extrémaux formels entre 1 et
o don en d;dult, d’'aprés le théoréme 2, que |6,/%,| est borné in
ndamment de n dans F,, et com ¢ ok
pen i me les F, sont en nombre
A lim|&,/%,)| < + 0. ' o
Ceci termine la preuve de l'inégalité¢ de droite de (37).

eks(
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3. 1l nous reste 4 montrer I'inégalite

|6/ < lim |6,/%,.
n—:]e-ll-E;t..

Posons 7 = |&y/%5").

Considérons les n premiers points extrémaux de (y dans la région
0l <15 @ =1, @1y ooy Pror. On 2 X))y <[Pemily <o <loyly < 1.

Ces points extrémaux ne sont donc pas des unités de norme 1.

Nous allons montrer qu'ils restent non équivalents modulo %, par
specialisation.

D'aprés le théoréme 2, il existe une partition finie (Ej;<j<s de Z
et un nombre fini ¢ de fonctions algébriques Y4, 0 <i<t;—1, attachées
a E; telles que pour tout n assez grand dans E;, la spécialisation de
ces fonctions Yl (n) = 1, Y (n), ..., Y-, (n) donnent la chaine des t; premiéres
meilleures approximations de ¢, de ||, <1 et ou la derniére fonction
algébrique Y?_,(X) est équivalente A (r-1(X) modulo Q* Enfin, pour
tout j, 1<j<s, il existe des entiers ig, iy, ... ln—1 tels que ip=1<1i,
<...<ip-y =1; et la fonction algebrique YY) est équivalente modulo Q*
aq@,0<k<sn-—L

Ona le(X)|, < WP, (X)|; <... < WY X)), <1.Ces fonctions algébrigues
ne sont donc pas des unités de norme 1.

Montrons que les meilleures approximations y{J'(n), ..., Y (n) ne sont
pas équivalentes modulo %, pour tout n assez grand dans E;nE. Pour cela
raisonnons par l'absurde.

Supposons qu'il existe j, 1 <j <, et un couple (i, i), 0<k<l<n-1,
tel que Y (n) soit équivalente, modulo %,, a y{(n) pour une infinité de n.
Comme le groupe des unités %, opére sur les meilleures approximations, on en
déduit que WYY, (n) est une unité de ¢, pour une infinite de n.

Comme d’autre part /., (X) est une fonction algébrique, on en déduit

que cest une unité formelle de norme 1, ce qui est absurde. m

Remarque. En fait, nous avons montré

lim 16,7, > |65/,
"nez”
En effet, lhypothése neE n'est pas utile dans la démonstration préce-
dente.

V. Exemples. 1.
P(X) = X3 +4, e(X) = (— X +4)%/4,

E,={neN; n=0 (mod 4);.

Sur la spécialisation des points extrémaux cubiques 241

VneE,, la suite des meilleures approximations de 0, est
¢y =—n+d,
9y = (—n+4)>
@3 =(—n+4)*/4, unité fondamentale de ¢ .
?15 @3, @3 proviennent d'unités formelles. "
E,={neN; n=2 (mod 4)}.
VnekE,, la suite des meilleures approximations de (7. est
@, = —n+4, "
@, = (—n+4)%
@3 =122+ 1+Gn*—n)A+(—3n+3)42
@ =n*/4—1+Gn*—n)Ad+EGn+3)4?
¢s=(—n+4)*2 =2+3n*4—-3n4?,
P =(—n+4)*/4 = —3n*—dn+(—3n*+1)4+3n2 42
@7 =(—n+4)°/4,
®g =(—n+4)°/4%, unité fondamentale de 0.

1 2 5 6 . § ité i
(P (P 3 (P N (P 3 fp N (ps pro viennent d unites formelles V.
) 8 7 mais ‘P3, (P4 pl‘O iennent

() _ ; [ TEvs
|6x/%"| =3, E=E UE, = {n;e(n) entier de K,}, lim |6/%,)=8.
ﬂ_r'lef'x.
2.

P(X)=X3-9X+9, e(X) = —X3‘X3+3X—4+{X2/3+X—2)A—Az,
Ey={neN, n=0 (mod 3)}.
Vn > 12, la suite des meilleures approximations de @), est
¢y=—n+1+4,
@, =n—4,
@3 = —n*/34+14n4/3,
Q4= —n=3+(—n+1)4+42
Qs = —n*=3n+9+(—n+3)4+242
P = —n/3+4n—5+(n—2)A+(n/3—1)42,
Q7= —n*/34+3n—4+(n*/3+n—2)4— 42

¢, unit¢ fondamentale de ¢,.
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©y» @3 Pa» P Proviennent de faces, ¢,, ¢s proviennent de points extremaux,
¢, provient d'une unité formelle.
i lim |6/%) =1.
|6/ =3, E=Ey={n;e(n) entier de K},  lim &/ %,
n=+

Remarque sur le théoréme 1. Pour montrer le thém_'é.me 1, on
pourrait penser utiliser le résultat de H. C. Williams [6] qui dit intuitivement la
chose suivante: _ .

“Si @ est un élément d’un ordre ¢ de petite norme alors ¢ est une meilleure

o Sl i
approximation de G”. Préciscmen ‘

Soit @ = Z+Zp+Zv un ordre de K (corps cubique pur) et D, son

discriminant. Soit ¢ un élément non nul de . Si:

(40) [N (@) <&/ Do/27

alors ¢ est une meilleure approximation de C. -

Malheureusement, I'approximation formelle obtenue de facon générale e
le résultat de H.C.Williams ne sont pas suffisants pour démontrer le théoreme 1.
En effet, si ¢ est un point extrémal de (y on a:

deg N(¢) < 3d—2 (voir proposition 3) et deg(Disc 4) = 6d,

I'inégalité (40) n’est donc pas satisfaite asymptotiquement.
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A Dirichlet series for modular forms of degree n
by

ALoys KRIEG (Miinster)

1. Introduction. In a recent paper Kohnen and Skoruppa [6] introduced
a new type of Dirichlet series, which is associated with the Fourier-Jacobi
expansion of a pair f, g of Siegel cusp forms of the same weight and degree 2.
The proof is based on the Rankin-Selberg method. If f = g is a simultaneous
Hecke eigenform in the so-called MaaB Spezialschar, this Dirichlet series is
proportional to the spinor zeta function attached to f by Andrianov.

Then Yamazaki [17], [18] derived the analytic continuation and func-
tional equation for this type of Dirichlet series in the case of arbitrary degree n.
The main point of his proof is the analytic continuation of an Fisenstein series
of Klingen type, which is derived from Langlands’ theory. Recently Raghavan
and Sengupta [13] obtained analogous results for Hermitian modular forms of
degree 2 with respect to the Gaussian number field.

In this paper we give an elementary proof of Yamazaki’s result [17], which
only makes use of well-known properties of Epstein zeta functions. A modifica-
tion of the arguments and another application of the Rankin-Selberg method
lead to the corresponding result for Hermitian modular forms of degree n with
respect to the Gaussian number field. Finally, we deal with modular forms of
Quaternions of degree n (cf. [11], [7]). We derive analytic continuation and
functional equation of the attached Dirichlet series. If f and g belong to the
MaaB space (cf. [8]) and if f is a simultaneous eigenform under all Hecke
Operators, then the Dirichlet series possesses an Euler product expansion and is
proportional to the Andrianov zeta function attached to f.

2. Preliminaries. A good deal of work can be done for all the three types of
modular forms simultaneously just as in [7]. Therefore let F stand for the field
R of real numbers resp. C of complex numbers resp. for the skew-field H of

Hamiltonian quaternions. Set r = [F:R] and denote the standard basis of
F over R by e,, .. where

w3 Epy

= 2 __ 2 __ .2 _ _
ep=1, e3=ej=ez=—1, e,e,=—eye,=c¢,.

Let a+ @ be the canonical involution on F and define

Re(a):=4(a+a), <a,bd:=Re(@h), N(a):=aa.
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