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1. Introduction. Soit G la classe des fonctions multiplicatives g ayant
les propriétés suivantes :

(1) g(n) > 0 pour tout entier n > 1.
(2) Il existe un nombre réel 6 > 0 tel que pour tout nombre premier p

9p) =1+0(p™").
(3) II existe un nombre réel 0 < b < 1/2 tel que pour tout entier n > 1
g(n)>n"".
E. J. Scourfield [5] a montré, entre autres choses, le théoréeme suivant :

THEOREME 1. Soit g € G. Il existe une constante

Alg) = H (1 - i:p (g@ia) ) g<pi-1>>) |

telle que, pour x — 400, on ait

Z 1= A(g)x + O (zexp(—(1 — €)1/ (6/2) log zloglog z))

ng(n)<z

pour tout nombre réel € > 0.

Ensuite, elle a décrit une procédure permettant d’obtenir les résultats
suivants comme conséquence du théoreme 1, ¢(n) désignant la fonction
d’Euler et o, la fonction

UV(TL):ZdV, v>0.
d|n

COROLLAIRE 1. On a, pour tout € > 0,
(a) Z 1= A z/0+)

n(e(n))”<z
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1
+O. <m1/(1+7) exp (—(1 — 5)\/2(14‘7) log:nloglogm))

ouy>—1ety#0,
(b) Z 1 = Apgt/(H+v7)

n(o,(n))7<z

+O. <m1/(1+w) exp (—(1 — 5)\/2(11) log:clogloga:>>
vy

ovv>0,v>—-1/v,v#0.

La méthode utilisée pour la démonstration du théoréeme 1 est analytique.
En fait, c’est exactement la méthode C qu’utilisa P. T. Bateman [2] pour
obtenir le cas particulier suivant de ce théoreme 1 :

¢(2)¢(3)

(1) Z 1= Ww + O (zexp(—(1 — €)y/(1/2) log z log log )

pour tout € > 0, ¢ étant la fonction de Riemann.

M. Balazard et I’auteur [1] ont retrouvé (1) par des méthodes élémentai-
res, c’est-a-dire, fondées sur des arguments n’utilisant pas I'intégration dans
le plan complexe. L’auteur [6], [7] a également généralisé (1) a une classe
de fonctions multiplicatives définies par A. Ivi¢ [4].

On se propose ici de donner une démonstration d’une version légerement
plus faible du théoréeme 1 ou dans le terme d’erreur § est remplacé par
# = min{l,d}. Mais notre démonstration est, en revanche, élémentaire.
Elle repose sur le théoréme suivant qui posseéde un intérét intrinseque.

p(n)<z

THEOREME 2. On a, uniformément pour q tel que 0 < logq < (1 logz)?,

M) = 3 2(n)
e
— B(q,g)z + O-(vexp(~(1 — £)y/(3/2) log x log log z))

ot p désigne la fonction de Mébius, = min{1, 6}, e réel positif arbitraire et

B(qﬂ)ZH(”;;(m)_lH(l_;) <1+pl(m>’

plg D

p €tant un nombre premier générique.
On a, par exemple, le corollaire suivant du théoreme 2 :
COROLLAIRE 2. On a, pour tout € > 0,

() > pP(n)=x+ O (xexp(—(1 —e)\/(1/2)logzloglog ),

p(n)<z




Répartition des valeurs d’une classe de fonctions 85

o) X e =TI (1 55 )

o(n)<z p

+ O-(zexp(—(1 —e)/(1/2) log zloglog ) .

Le reste de ’article est organisé comme suit : le paragraphe 2 est consacré
aux notations, le 3 a la démonstration de notre version du théoreme 1 comme
conséquence du théoreme 2 et enfin les paragraphes 4 et 5 a la démonstration
du théoreme 2.

Je remercie vivement Aleksandar Ivié d’avoir attiré mon attention sur
les travaux de E. J. Scourfield. Je remercie E. J. Scourfield et M. Balazard
d’avoir lu ce travail et soulevé certaines difficultés.

2. Notations. On désigne par p (respectivement par n) un nombre
premier (respectivement un entier) générique. On pose, pour g € G, f(n) =
ng(n) et

N@)= Y 1 M@= Y #*n
f(n)<= (f(n))Sﬂi‘
n,q)=

ou u est la fonction de Mobius. Si n est sans facteur carré, on a
gn) =[] o).
pln

Nous poserons, pour y tel que 2 <y < x,

gmy) = [ 9w),  fn,y) =ng(n,y),

p|n
p<y
My(z,y)= > p’(n), Semy)= > p(n).
f(ny)<z 1<n<z
(n,q9)=1 (n,q)=1

P_(n)>y

On notera Py (n) (resp. P_(n)) le plus grand (resp. le plus petit) facteur
premier de n.

3. Démonstration du théoréme 1. Soit n un entier > 1; écrivons
n = sq avec (s,q) = 1, s squarefree et ¢ squarefull. On a

Vo= 3= (X )= 3 ().
n=sq fl@<z f(s)<z/f(q) f@)<z
i Ex
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Posons d=1—-0,0<b<1/2;donc 1/2<d<1. Ona
N@az)= Y M«ﬁ3)+ 3 M&AB):&+E$
Fla)<z/? V7w lge I

Evaluons Y. D’apres la propriété (3) on a g(n) > n=°, donc f(n) > ne.
Mais comme z%2 > f(q), alors ¢ < /z et par suite ¢f(q) < qz¥? <«
z(@HD/2 « g est-a-dire ¢ < x/f(g). D’ott I'on obtient pour z suffisam-
ment grand,

logg < <1lo x>2
s=\1%7)

Le théoreme 2 s’applique donc a Y et donne

X == Z B(qag)

flg)<zd/2 f(a)
+0: |z Z 1 exp | —(1—¢) b log (x) log log (:c)
tarzaae 1@ 27\ f(g) f(q)
q)<z
Posons
e(q) = H (1 N 1 )_1 (n) = { 1 sin est squarefull,
V= pla pg(p) o 10 sinon.

Montrons maintenant que

S D Nloga)F ohA=(1-2d)/4, ~1/4<A<0 et k>1.
i 1@

Posons
1 1 1+ 2do

_ 6= 1+ — _ .
7 logz’ +2d+g7 i 2d
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On a, pour z suffisamment grand,

S g

flg)>zd/2
Mais
Z 1+9:H(1+Z> H< 1+2da)
q*l P (p g p

< ¢*(1 4 2do) < (logz)*,

k étant supposée entier. D’ou 'on obtient le résultat annoncé.

Posons
log t 1g<x>
u=1logxr e ug =log | — |,
! f(q)

et remarquons que :

sio 0< f(g) <1 alors u;>wu etdonc ugloguy, > ulogu,

et
sio 1< f(q) < 242 alors ug < u.
On peut écrire dans ce dernier cas,

ulogu — ug log ug

1 1/2 _ 1 1/2 =
(ulogu) (uq logug) (ulogu)t/2 4 (u, logu,)l/2

fuuq(logv +1)dv logu + 1
773 l0g f(q

(ulogu)t/2  — (ulogu)
Il s’ensuit que

logu +1

/2 1/2
(uq log UQ) (U log 'LL) + (U log U)1/2 log f(q) .

Posant
_ BY2(logu+1)
~ (2ulogu)l/?
et appliquant ce qui précede, on obtient

Z 7GXP (—5)((5/2)uq10guq)1/2)

fla)<z ‘”2

< ¥ f()exp< (1 - £)((B/2)ulogu)*/?)

0<f(g)<1

¥6X (1 — ulo u1/2
Y G e - a(s/2)ulogu) )

1<f(q)<ad/2

87
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1 2 - 3 1
< exp(—(1—2)((8/2)ulogu)"/ (g G+;f(q)>

< exp(—(1 = e)((8/2)ulogu)'’?),
pour z suffisamment grand. En effet, on a pour n > 1/(2d),

0 1 0
2 gy :rp[<”z<p ) <H(” ) <1
puisque
= 1 1
QZ::Qp“g(p“) < pr
Finalement,

31 = Alg)z + O(z"**(log 2)*)
+ Oc(zexp(—(1 — £)/(8/2) log z log log ))
— A(g)z + O-(w exp(—(1 — £)y/(B/2) logz log log 7))
Evaluons maintenant

ae 3 (i)

z#/2< f(q)<=

On a
X
u(;)= X ms ¥ s
f(?(z)sﬂi/fl(q) f(n)<z/f(q)
n,q)=

x x
() <5
f(a) f(a)
d’apres le théoreme 2. Par conséquent
1
Z2<<37 Z m<< Z m<<l‘1+)\10g x
vir2cf@<a T U pgsau

< zexp(—(1 —)\/(3/2)log zloglog z) .

Ceci termine la preuve du théoreme 1.

4. Lemmes nécessaires

LEMME 1. Soit A une constante positive. On a, pour x suffisamment
grand et y° > 16Alogz,

16A1 Alogz\ ™
Mq<xexp<—W),y)SMq(x)SMq<x<l—6y?g$> a?J)-
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Démonstration. Soit g € G. D’apres la propriété (2), il existe une
constante A > 0 telle que pour tout nombre premier p on ait

1-A/p’ <glp) <1+ A/p°.
Soit m un entier > 1 sans facteur carré. On a

g(m) = g(m,y) [T 9(p)-

plm
p>y

Posons

m(m,y) = ] 9(p)-

plm
P>y

Minorons II(m,y) :

m(m,y) = [[ o) = ] (1_;> >H<1_;> N <1_;>w<m)

plm plm plm
P>y P>y
A 2logm 241
> <1 _ 5> > 2Alsm
Y Y

pourvu que y° > A. Maintenant d’apres la propriété (3) définissant la classe
G, on a
f(m) =mg(m) > Bm'~" = Bm?,
avecd =1 —b, 1/2 < d < 1. 1l s’ensuit que si f(m) < a, alors z > Bm¢<,
c’est-a-dire m < (x/B)'/?; alors
logm < 2logx —log B < 3logx

pour x assez grand, d’ou

Al
II(m,y)>1-— 6 (;gJ:.
Yy
Finalement, on a
6Alogx
fm) = mg(m ) (1~ 257 )

pour z assez grand et y° > 6Alogxz, d’ou I'on obtient

6A1 -1
R )]

Majoration de IT(m,y) :

(m,y) =[] o) < [] (”;) =1l <1+;> = <1+;>w(m)

plm plm plm
P>y P>y
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A 2logm A
< <1+y5> = exp (210gmlog (1+y5>>

<2Alogm>
<exp| ——5— .
)

Donc

II(m,y) Sexp< 5
y

Supposons maintenant que

24 logm)

16A1
¥’ >8A et f(m,y):=mg(m,y) < zexp < - 6y(;0gx> ;
alors, on a

m? < f(m) < f(m,y)exp <2Aﬁyc;gm>

m, y) exp(logm!/*) = f(m,y)m!/*
<$exp< 16A10gm>m1/4§xm1/4,
d’ott z > Bm®1/4* = Bm™ T:d—fzf—b>7etdonc

logz > T7logm + log B > Zlogm+logB
(0 < B<1lcarl =g(l) > B-1 = B) et donc pour z assez grand,
logm < 8logz. Par conséquent,

Fm) = Fm. ) TGm,) < flm oo (2205 )

16Alog x
< f(m,y)exp <y§g>

16Alog x 16Alog x
Szexp| ———% | e&xp| ——— | =%.
Yy Yy
Donc, si y° > 8A et z est suffisamment grand, on a

16A1
Mq(xexp(— Gy;ogrv>’y) < My(z).

Ceci termine la preuve du lemme.
LEMME 2. Soient y et k des nombres réels tels que 0 < k < (logy, et
soit g € G. Posons

k
logy
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Alors, on a
2

Z (;L(r(L?;))” < logyexp(O(eX)).

Pi(n)<y

Démonstration. On a

> Gy I () 2 (S0 7))

n>1 p<y p<y

Py (n)<y
<on (2 5m7)

Py
Comme g(p) = 1+ O(p~?), § > 0, alors, pour o > 0,
(9(p)” = (1+0(p™")” =1+0(p")

et donc
1
E———C S e =5\ — 4L 0 7(5+0')'
@ P ( (%) =p (p )
On obtient
1 —o —(6+0)) — —o
> e~ 2 oS ) = X o,
<y p<y <y p<y

pourvu que o > 0 et 0 > 1 — (3. Mais
> p7 <loglogy + O(e*);
p<y

il s’ensuit que

> (}L(S;))U < logyexp(O(e*)) ,

pourvu que 0 >0et o >1— (.

LEMME 3. Soient 2 <y < x des nombres réels. Posons u =logx/logy.
Supposons que u < y®. Alors on a

Z p?(n) < xlogyexp(—ulogu + O(u)).

f(n)<z
Pi(n)<y

Démonstration. On a, pour tout o > 0,

o0 2
2 o H (n)
> )< D :
fim<e o ()
Py(n)<y Py

On pose o = 1—log u/ log y; le résultat suit alors de 'application du lemme 2.



92 A. Smati

LEMME 4 ([3], [8]). Soient x, y, u des nombres réels tels que 3 <y < x,
et u=1logz/logy. Silogy > /logx, alors

b(z,y) = Z ==z H <1 - ;){1 + O (exp(—(1 — e)ulogu))}

n<z p<y
P_(n)>y

ot € est un nombre réel positif arbitraire.

LEMME 5. Soient x, y, u des nombres réels tels que 3 < y < x et
u=1logxz/logy. Supposons que u < logy. Alors pour x et x/y suffisamment
grands, on a, uniformément pour tout g > 1,

s == I (- UL (0-5) T (- 5)

p<y plg plq
p>y p>y
log x 1
; 0< <1 T ))
va/y g VP

+O€<exp(— (1 —5)ulogu+2eu10gq>)}
)

ou € est un nombre réel positif arbitraire.
Démonstration. Soit A\(n,q) la fonction multiplicative définie par

AMLg) =1, A% q) = {0_1 zs:il?;;; et plgoua=2etptq,

Alors on a l'identité

_ [ r2(n) si(n,q) =1,
dzh;)\(d,Q)—{o si (n,q) > 1.
On a
Swy)= > wm= > (X Ada)
1<n<z n<x d|n
(n,q)=1 P_(n)>y
P_(n)>y
= > A(d,q)( > 1)2 > A(d7q)< > 1)
d<z n<z d<z m<z/d
P_(d)>y P_((iTILT)L>y P_(d)>y P_(m)>y
= > ANd)®(z/dy).
d<z

P_(d)>y
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Appliquons maintenant le lemme 4. Posons

_ log(z/d)
 logy
On obtient, pour u < logy,

Se(zy) == [] (1 — 1) > A(‘fl’ 9 {1+ O.(exp(—(1 — &)uglogug))} .

<y P/ a<ary
P_(d)>y
Ecrivons
Ad, q) Ad, q) Ad, q)
2 d 2 d 2 d -
dgm/y d>1 d>m/y
P_(d)>y P_(d)>y P_(d)>y
On a
A(d, q) — A(p“,q)
(D o
d>1 P>y a=1
P_(d)>y
1 1
= 1— = 1 - —
11 p> 11 p2>
plg plq
p>y p>y
et
A(d, q) IA\(d, q)] IA\(d, q)|
— < — < .
-y s ¥ PGte y RO
d>z/y d>z/y d>z/y
P_(d)>y P_(d)>y
Posant o = 1/log(x/y), on obtient, pour x/y > €2,
|A(d, ‘Z)| —1/240 |A(d,q)|
Z d Z di/2+o
d>z/y
< —1/%4e 14— 1 !
< (z/y) H p1/2+a H + G5 pl+2o
plg ptq
~1/2 1 1 1 1
(.%'/y H + 1/2+O’ H +p1+20'
plg P
1
—1/2
<e(z/y)~Y H<1+ 1/2+U>g(1+20)
plg
1
< xyil/Qlo x <1+>
(z/y) s(z/y) [] 7

plg
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< (z/y)"logz ] (1 + %) ,

plq
lorsque z/y tend vers l'infini. Ecrivons
ulogu — uglogug = f (logv + 1) dv

Uq

d
< (logu+1)(u—1ug) < (logu+ DlZiy
Considérons
Ad
3 | (d’q” exp(—(1 — €)ug log uq)
d<z/y
P_(d)>y
1
< exp(—(1 —e)ulogu) dg; ‘)\((fi’ ) exp <IS§Z(logu + 1)) :
P_(d)>y
On a
A(d, q)] logu +1 _ [Ad, q)|
Z g &P Tlogy logd | = Z e
d<z d<z
P_(d)>y P_(d)>y

On peut supposer

o= M < 1/4'
logy
On a
I\( > 1 1
Z dlo S Z dla _H 1+p1*‘7 H 1+p2*2”
d<z d: plg plq
P_(d)>y P_(d)> P>y P>y
mais 2 — 20 > 3/2, alors
IA(d, )| 1
Z dl—o’ S H 1 + pl—a :
d<z plg
P_(d)>y P>y
Comme
1 w(q)
[T (14 ) < ( ) < (155
plg plg
P>y

2logq
1 1
< <1+ - > :exp(Qlogqlog<1—|— i )>
Yy Yy
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21
< oxp (2021
y o

1 1
y” ! =exp((0 — 1)logy) = exp <(Ogu+ - 1> log y>
logy

=exp(logu+ 1 —logy) = eu/y,

et

on obtient finalement

Ald 1
Z wexp(—(l—e)ud logug) < exp (—(1—6)ulogu—|—26u qu) ;
d<z/y y
P_(d)>y

ceci termine la preuve du lemme.

LEMME 6. Soient x, y, u des nombres réels tels que x > y > exp(/log x)
etu =logx/logy. Pourx et x/y suffisamment grands, on a, uniformément
pour 0 <logq <,

w1~ T (-2

pfq p<y
A0 )00 )

plq

plq p<y
ptq
+ 0(@1ogx1‘[ <1 + %)) + O (zlogy exp(—(1 — &)ulogu))

plg

otu € est un nombre réel positif arbitraire.
Démonstration. Soit n > 1 un entier sans facteur carré. n s’écrit
n==~kl avec (k,)=1, Pr(k)<y et =1 ou P_(l)>y.
Donc
9(n,y) = g(kl,y) = g(k)
et

f(ny) = f(kl,y) = klg(kl,y) = f(k)L.
Il s’ensuit alors que
/ / /
My(z,y) = Z ( Z 1) —i—O( Z 1)
f)<z/y  1<I<z/f(k) f(k)<z

(k,q)=1 (l,g)=1 Py (k)<y
Py(k)<y P_(l)>y (k,q)=1
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ot 3’ signifie que la somme porte sur les entiers squarefree. On a

/ /
Z 1< Z 1 <. zlogyexp(—(1 —e)ulogu)

f(k)<z f(k)<z
Py (k)<y Py (k)<y
(k,q)=1

d’apres le lemme 3. Examinons, maintenant, la quantité

/ / / xr
f(’§<:/ ( 1<Z<Z 1) - Z Sq<f(k)7y> '
<z/y <i<z/f(k) f(k)<z/y

Py (k)<y (l,9)=1 (k,q)=1
(k,q)=1 P_()>y Py (k)<y

Appliquons le lemme 5, et étudions chaque terme de la somme obtenue.
On a

)T I0-5) 2

p<y plg plg f(k)<z/y
P>y P>y (k,q)=1
Py (k)<y
1 1\ ! 1 1 ’ 1
I () () T () ¥ g
plq plg plg p<y f(k)<z/y
p<y plq (k,q)=1
Py(k)<y
Mais
P 1 ;o1
2 flk) z_: f(k) 2 f(k)
f(k)<z/y k=1 f(k)>z/y
(k,q)=1 (k.q)=1 (krq)=1
P, (k)<y Py (k)<y P (k)<y
et
= = I )
S =T (1),
= Tk pg(p)
(k,q):l p'fq
Py (k)<y
Posons o = logu/logy. On a
o1 v 1 AR o
> qwc, 2 qws(i) X ver
f(k)>z/y fk)>z/y =1
(k,a)=1 Py (k)<y Py (k)<y
Py (k)<y

<. logyexp(—(1 —e)ulogu)
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par application du lemme 2. On a

—1/9 1 / 1
x(x/y) /logazH(l—l-\/ﬁ) Z R0}

plg f(kB)<z/y
(k,q)=1
Py (k)<y
1 iy -
<<xy>1/2logxﬂ(1+ﬁ) S (f)
rla P+k(?)1ﬁy
(k,q)=1

plg pp?y
q
< (xy)l/Zlog:EH 1+ 1) H (1 + 1>
plg \/]3 p<y by p)
Considérons maintenant
! 1
Z ) exp(—(1 — e)uy log ug, + 2eur(logq)/y) := X1
1<f(k)<z/y
(k,q):l
Py (k)<y
ou
_log(e/f(R) _
logy =
Mais
logu + 1

—uy logur < —ulogu + W log f(k).

Posant o = (logu + 1)/ logy, on obtient

Y1 <exp(—(1 —e)ulogu + 2eu(log q)/y) Z

P+2Sy

/

< logyexp(—(1 — 2¢)ulogu + 2eu(log q)/y)
<. logyexp(—(1 — 2e)ulogu + 2eu)

par application du lemme 2 et le fait que (log¢q)/y < 1. Maintenant

’ 1
Syi= Y 0 exp(—(1 — &)uy, log uy, + 2euy(log q) /y)
0<f(R)<1
(k,q)=1

Py(k)<y

97
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1
< Z/ 3 exp(—(1 — e)ulogu + 2euy)
0<f(k)<1 f(

(k,q)=1
Py(k)<y

car 0 < (logq)/y <1, et uy > u. Donc

’ 1
22 S exp(—(l — E)ulogu —+ Qeu) Z W
0<f(k)<1
(k,q)=1
Py(k)<y

ou o = 2¢/logy. Mais

3 g I ) < T (14 )

(k7Q):1
Py(k)<y

< *(1+0) < (logy)*.
Il vient alors que
Yy < (logy)* exp(—(1 — 2¢)ulogu),
et finalement
’ 1
Z 7 exp(—(1 — e)ug log ux, + 2eu(logq)/y)

F(k)<z/y

(k,q)=1

Py (k)<y

< log® yexp(—(1 — 2¢)ulog u)

uniformément pour 0 < log ¢ < y. Enfin, remarquant que

1 1
11 <1 — > < :
p logy

p<y

on obtient le résultat annoncé en regroupant les quantités estimées.
5. Démonstration du théoreme 2. Remarquons que

() T(35) T C-5) ()

ptq piq plg plq
p<y p<y

10 5) () T (0 )
() I05) ()

plq plq
P>y P>y
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(-5 o(d)

et

plq
p>y
—1 —1
H(l—l) <1+1> —1+0<1>
p pg(p) ys
plq
P>y

ou # = min{l,d} et § > 0. L’application des lemmes 1 et 6 donne, pour x
et x/y suffisamment grands,

My(z) = B(q,9)z + O(\/@l"ng (1 * \}15>>

plg
+0 <331;§x> + O (zlog" yexp(—(1 — e)ulogu))
uniformément pour ¢ tel que 0 < loggq < y. On choisit
y = exp(+/(1/(28))log zloglog ) .

Les hypotheses des lemmes 1 et 6 sont vérifiées et ’'on a
ulogu = (14 0(1))\/(3/2)logzloglog z

1c;g:z: < exp(—(1—¢)y/(3/2)log xloglogz) .

Maintenant, sous la condition

0 <logq < (§logz)?

on a

1 x
\/:Eylong <1 + \/f?> = O<y(1_5)6> .
plq
En effet, soit p, le rieme nombre premier. Soit r tel que

Il p<a<I]»

p<pr—1 p<pr

Alors le nombre de facteurs premiers de ¢, w(q) < r et d’apres le théoreme
des nombres premiers (dont on connait une démonstration élémentaire),

on a
1
pr=1logq(1+0 :
loglog q
Maintenant,

(o)< 11 (o)< ) = (2 )

plg P<Pu(q) p<pr




100 A. Smati

1 2Dy 1 2v/1 1
S == Priitio S G Ly Y L R
= VP logp, log pr- loglog g loglog ¢
D’ou

et

1 T
vrzylogz (lJr) L .
g VD y(l_e)ﬁ

Il s’ensuit que uniformément pour g tel que 0 < log g < (i log z)?, on a

M, (z) = B(q,g9)z + O-(zexp(—(1 — 5)\/(6/2) log zloglog z)) ,
pour tout e réel positif, ce qui termine la preuve du théoreme 2.
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