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1. Introduction. Soit ©(zx,y,z) le nombre des entiers < x et dont
tous les facteurs premiers sont dans Uintervalle |z, y|. Il apparait double-
ment opportun d’étudier cette fonction. En effet, la bonne connaissance
que nous avons maintenant du comportement asymptotique des cas par-
ticuliers ¥ (z,y) = O(z,y,1) et &(x,z) = O(x,+00,2) (cf. [15], III, 5 et
6) permet d’espérer des résultats ambitieux pour ©@. D’autre part, cette
fonction constitue un bon exemple de référence pour I’'étude générale de la
quantité > 1, ou E désigne un ensemble quelconque de nombres
premiers.

n<z,pln=pEE

Tout au long de ce travail, on notera systématiquement

log log x
U = et wv= .
logy log 2
On sait depuis longtemps (cf. [6], [5]) que
W(z,y) ~zo(u) (u< etz — +oo),

et
zw(v)

b(z,2) ~ (v, z>2zet x — 400)

log 2z
ou les fonctions g et w sont définies par

ofu) = 1 (0<u<1),
(1) ug'(u) +ou—1)=0 (ueR\{0,1}),
o est continue en 1
et
vw(v) =1 (1<v<2),
(2) (w(v)) =wlw—-1) (veR\{1,2}),

w est continue en 2.

En 1976, Friedlander ([8], Th. 1) a établi un résultat analogue pour
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O(x,y, ). 11 définit (1) la fonction o(u,v) comme I'unique solution continue
pour u > 1 de I'équation

(3) ug—g(u,v)jLa(u—l,v—v/u):O (u>v/(v—1),v>1),

avec pour conditions initiales
o(u,v) = w(v) 0<u<l1
olu,v) =ww)—1/v (A<u<v/(v-1),v>1).
Il démontre alors que pour

l<u—-1<v+1K1 et x— 400,

~—

on a
zo(u,v)
Ox,y,z2) ~ ———
( ’y7 ) 1ng
L’un de nos objectifs est d’étendre le domaine de validité de cette derniére
formule. Cela est réalisé dans [13] ou nous démontrons le résultat suivant.

On désigne par v la constante d’Euler.

THEOREME A. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout € > 0,
sous les conditions

(He) z>3, exp{(loglogz)®/***} <y<u
et
y > 2revios2oju >
on ait
1 logz )( <log2u)>
Ox,y,z) =€ 1——-)(zo(u,v) + —— 1+ O .
02) H( p)( (wv) logy logy

p<z

Comme le montre Hildebrand [9] dans le cas particulier de ¥(z,y), rem-
placer dans le Théoreme A le domaine (H.) par une région plus grande
est équivalent a améliorer le terme reste dans le Théoreme des nombres
premiers. Cependant on peut estimer, non plus ©(z,y,z), mais le rap-
port O(x,y, z)/¥(z,y) en dehors de (H.). C’est I'objet du résultat suivant,
démontré dans [14].

THEOREME B. Sous la condition x >y > 21°62% > 1, on a

O(z,y,2) = ¥(z,y) [| <1 - ;) <1 + oczgz 10g2u>) :

p<y

La démonstration du Théoréeme A (respectivement du Théoréme B)
nécessite une bonne connaissance du comportement asymptotique de la

(1) En fait, la définition donnée ici pour o differe de celle de Friedlander aux points
(1,v) avec v > 1.
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quantité o(u,v) (resp. o(u,v)/o(u)). Les résultats de Friedlander sur le
sujet (cf. [8], Th. 5 et 6) sont ici insuffisants. L’objet de ce premier article
est donc I’étude de la fonction o(u,v).

Je tiens ici a remercier Gérald Tenenbaum. Son apport a été tres impor-
tant, tant dans la conception que dans la réalisation de ce travail.

2. Nouvelle définition de o. Avant tout, notons qu’il est naturel de
prolonger ¢ en une fonction définie sur R? tout entier en posant

o(u,v) =0 (u<0),
ou,v) =0 (u>1, v<1).

L’équation (3) est alors vérifiée partout, sauf aux points de discontinuité de
o et do/0u.

La définition de Friedlander pour la fonction o(u,v) permet de mon-
trer I'analogie qui existe entre les fonctions g, w et . Toutes les trois
sont solutions d’équations différentielles aux différences, qui correspondent
aux versions lissées des équations de Buchstab, vérifiées respectivement par
¥(z,y), D(z,2) et O(z,y, 2).

Il est important de noter que ’on peut donner une définition plus synthé-
tique de o, en fonction de ¢ et w. De maniere précise, on a

(4)  o(u,) = +f (ut) wt) (W>u>0 utl).

Pour démontrer cette formule, il suffit de vérifier & ’aide des définitions
de o et w, (1) et (2), que le membre de droite obéit aux propriétés ca-
ractérisant ¢ dans la définition de Friedlander.

On sait que pour tout u positif, o(u,u) = 0 (cf. [§8], Th. 2(C)). En
spécifiant v = u dans (4), on obtient donc

oo
Jw)+ [ olu—t)do(t) =0 (u>0, u#tl),
0

ce qui, en intégrant en u, implique

oo
+ [olu—tw(t)dt=1 (u>0).
On retrouve ici I'identité de convolution (cf. [15], III, 6, Exercice 1(b)) qui
relie les fonctions ¢ et w.

Il est intéressant de remarquer que la relation (4) est en fait la version
explicitée d’une formule plus condensée qui relie de maniere intime les fonc-
tions o, w et 0. Pour décrire cette derniere formule, nous sommes amenés
a introduire le langage des distributions. Nous notons dorénavant r = u/v.
Soient dR = pdt et df2 = wdt+ 0 les solutions respectives des équations (1)
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et (2) au sens des distributions, § désignant ici la mesure de Dirac en 0. Par
le changement de variables u = rv, on est amené & considérer la nouvelle
famille de mesures

A2, =w(t/r)dt+rd (0<r<1) et df2y=e "dt.
On pose
or(u) =c(u,u/r) (0<r<1) et og(u)=e "o(u).
Les définitions de df2y et oy sont légitimes puisque 1'on sait (cf. [3], (1.5) et

[8], Th. 5) que lim, 4o w(v) = e~ 7 et que pour tout u€R, lim,_ 4 o(u,v)
= e 7p(u). On démontre facilement (cf. [8], Th. 4) que 'on a

(5)  (uor(u)) =o-(u—7)—0.(u—1)
0<r<1,u>1, u#2r1+r2).

Notons dX, = o,dt + rd la solution de (5) au sens des distributions. La
nouvelle formule, équivalente a (4), est alors

(6) d¥, = (dR*df2)".
Nous achevons ce paragraphe par quelques remarques. Soit n un entier

positif et 7 un réel vérifiant 0 < r < 1. En dérivant n — 1 fois I’équation (5),
on montre que o, est n fois contintment dérivable sur R\ D,, , avec

Dy, ={i+jr:(i,j) eN? i+j<n+1}.
De plus, o, et toutes ses dérivées sont des fonctions réglées. Cela permet de

définir chaque fonction a,(nn) sur D, , par continuité a droite. En dérivant n
fois (5), on obtient

(1) wol™V(u) = o™ (u—r) = o™ (u—1) = (n+ 1ol (u)
(n>0,0<r<1, ueR).

3. Enoncé des résultats. On utilise 'expression “sous la condition

(G) ...” pour signifier : “il existe une constante K telle que, sous les condi-
tions

(8) u>1l et v>u+ Ky/ulog2u,

on ait ...”. Onnote (Gy), »,,...) quand la constante K dépend des parametres
m <mnz...

Soit 7 un nombre réel vérifiant 0 < r < 1. Pour tout v > 1 — r, on
désigne par &.(u) 'unique solution positive £ de ’équation
9) et = e +uk.

La fonction &, (u) ainsi définie est analytique pour v > 1 — r. On pose de
plus & (1 —r) =0.
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On sait (voir par exemple [15], III, 5.4) que la fonction implicite &o(u)
permet de décrire le comportement asymptotique de p(u) = €Yog(u) ainsi
que de toutes ses dérivées. Cela s’explique par le fait que —&p(u) est 'unique
point-selle réel de la fonction de s, p(s)e“®. (Ici et dorénavant, on désigne

-~

par f(s) la valeur en s de la transformée de Laplace de la fonction f, soit
Fo)= [ fwetar)

Cette situation se généralise a la fonction o. Le nombre —¢,.(u), unique
point-selle réel de la fonction (o,(s) + r)e*® (cf. Lemme 1(iii)), permet
de décrire le comportement asymptotique de o,(u) ainsi que de toutes ses
dérivées.

THEOREME 1. Soient n et k des entiers > 0. Sous les conditions u > 2
et (Gpk), on a

"(u 1/2
(10) o) = (- &) (S5

<ol [ ewa}(14 a0 +0u(7))

ot frn désigne une fonction de classe C*° vérifiant

1
l
fr(,r)L(u) <n,l W (l > O) .

L’idée d’utiliser—comme nous le faisons ici—la méthode du point-selle
pour obtenir un équivalent asymptotique de o, a été suggérée par Friedlander
dans une remarque a la fin de son article [8].

En remplagant, dans (10), & (u) et &.(u) par des approximations ex-

plicites (cf. Lemme 4), on peut donner plusieurs estimations de o™ (u),
combinant & des degrés divers simplicité et précision. On a en particulier
sous la condition (G)

op(u) = (ﬂr

En utilisant (9), on montre facilement que

> —u(14+0((loglog 3u)/ log 2u))

U Er(u) rs
(11) — [ &dt=—ut(w)+ [ %ds.
1—r 0

En substituant dans (10) et en prenant r = n = 0 et k = 1, on retrouve
la forme usuelle de Iéquivalent asymptotique de o(u), démontré par de
Bruijn [4] et affiné par Alladi ([1], (3.9)).



352 E. Saias

Comme nous 'avons annoncé dans I'Introduction, I'estimation asymp-
totique du Théoreme 1 est indispensable pour établir le Théoreme A. De
manieére analogue, pour démontrer le Théoreme B, nous avons besoin du
résultat suivant.

On désigne par E(n,u,r) la quantité

(logu)(u}ogu)I*ZT (U Z n+ 1- TlOgT’, rlogu Z 1)7
E(n,u,r) =4 r?/u (u>n+1—rlogr, rlogu <1),
r (u<n+1—rlogr)

et par I,(s) la fonction entiere

THEOREME 2. Soit n un entier > 0. On a pour 0 < r < 1/2 et u >
n—rlogr
o™ (u) = o™ (u) exp{—7 — Io(—ro" " (u) /0™ (u))}
X (1 4+ On(E(n,u,r))).
On a (cf. Lemme 8(i))
0" (u)
oy = &o(u) + On(1/u) =logu+ O, (log log3u)  (u>1).

De plus, on a Iy(s) ~ s quand s — 0 et Io(s) ~ €°/s quand s — +o0.
Cela permet de donner, suivant les cas, une estimation plus explicite de

o™ (u) /0™ (u).
On a en particulier le résultat suivant.

COROLLAIRE. On a
or(u) ~e Yo(u) (u>1, v=u/r — +0)
si et seulement si rlogu — 0.

Posons

p

My 2) =2 [] <1 - 1>_1 joar(u — )yt

La quantité M(z,y,z) est une meilleure approximation de ©(z,y,z) que
zo(u,v)/logz ou méme que celle qui apparait dans le Théoreme A, soit

67,,1;[2 (1 - ;) (wo(u,0) +ry)  (voir [13]).

Tant pour le Théoreme A que pour le Théoreme B, nous avons besoin
d’estimer précisément M (x,y, z). C’est 'objet du résultat suivant.
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Pourn >0et x>y > 2> 1, on pose

dn(z,y,z) = max{(i + jr)logy — iloglog 2y + (1 — j)loglog 2z :
(i,7) EN?, i+ 7 <mn+1leti+jr<u}
et
An(x,y,2) =dn(z,y,2) —logz + (n+ 1) loglog 2y .

THEOREME 3. Soit € un réel > 0 et n un entier > 0. On suppose vérifiée
la condition

(Le) 1<z<y<az<exp{y??}.
(i) Sous la condition supplémentaire (G¢), on a

M(z,y,z) =€ H <1 - 219) (xaT(u) + E:; y> (1 + Os<l?fg2:>> :

p<z

(ii) Sous la condition supplémentaire (G, ), on a

- 1)

p<z p k=0

zo,.(u)(log 2u)" 1

(log 2z)(log )™+

(iii) Il existe une constante xq(c) telle que sous les conditions supplémen-
taires (Ge), & > y*T¢ et x > z0(€), on ait

M(z,y,2) =[] <1_}1))_llogy+xgg((§))/0r(u) <1+O£<bgﬂf110gy>>'

2<p<y

<<7‘L,E (1 + eAn(mvf%Z))

Un résultat analogue au point (ii), concernant la quantité

o0

Alz,y) = [ o(u—1t)d([y")/y"),

0

a été démontré au Lemme 4(ii) de [12].
Quand u > n+ 1+ ¢, on a max(A4,(z,y,2),0) <, 1. Le point (ii)
implique donc

(12)  M(z,y,2) } "
T [ o ()]

p<z

(L), (Gne) et u>nt1+¢).
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4. Quelques propriétés de o,.. Comme pour les transformées de
fonctions, on note
+oo
is) = [ e du(t)
—o0

la transformée de Laplace de la mesure de du.

LEMME 1. Soit r un réel vérifiant 0 <r < 1. On a
(i) o(s) = exp{y + lo(=s)} (s € C),

(i) B(s) = [sexp{y + To(—s)}]] ' — 1 (Res > 0),

(iii) o(s) = exp(I.(—s)) —r (s € C).

Démonstration. La transformée de p a été calculée par Bovey (cf. [2],
Lemma 1) et celle de w par Fouvry et Tenenbaum (cf. [7], (6.14)). Montrons
(iii). On obtient de maniere élémentaire (cf. [15], Th. III, 5.5, (iv)) que
o(t) < (I'(t + 1))~ ! pour tout ¢ > 0. Comme de plus (cf. [8], Th. 6(A))
or(t) <, o(t), cela montre que les transformées o,.(s) et d/Z\'T(S) sont bien
définies pour tout s € C. La formule (6) permet de calculer mécaniquement
ces nombres. On a en utilisant (i) et (ii)

A2, (s) = ((dR % d12,))\(s) = s(dR = d2,)"(s) = sdR(s)d2,(s)
= sexp{y + Io(—s)}[s exp{y + lo(—7s)}] " = exp(I,(—5)) .
Cela entraine (iii).

Soient n un entier > 0 et  un réel vérifiant 0 < < 1. Soient a € D, ,
et (i,7) € N? un couple d’entiers vérifiant

a=i+jr (i+j<n+1).
Avec ces notations, on a le
LEMME 2. o\ (a+0)— oM (a—0) <, r"™ (a € Dy).
Démonstration. Posons Al(a) = aﬁ”)(a +0)— Jﬁn)(a —0). On a
A%r) =1et A%(1) = —r pour 0 < r < 1. Par ailleurs, d’apres (7) on a
aA"a) = A"a—71) - A"a—1) — (n+1)A%(a) pourn >0.
En utilisant cette formule, on démontre le Lemme 2 par récurrence sur n.
Nous omettons les détails.

Remarque. Quand a € D, ,, on a souvent A(a) # 0. C’est par
exemple le cas si r est irrationnel. Ce n’est toutefois pas une regle générale,
comme l'atteste 'exemple suivant : A7 /3(6) = 0.

5. Etude de &, et I,.. Pour démontrer le Théoreme 1, il est agréable
de disposer d’un prolongement de &, au domaine complexe. On peut en fait
prolonger &, en une fonction analytique sur un ouvert simplement connexe
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de C\ V quelconque, V désignant ici un voisinage de 0 suffisamment grand.
Nous choisissons

C\ (VUR_i).

Ce choix permet de définir {y(w) quand w est un réel négatif, ce qui est utile
pour décrire le comportement asymptotique de la fonction w (cf. [10]). Nous
définissons, pour tout w € C*, argw comme l'unique réel ¢ €] — /2,37 /2]
vérifiant w = |w|e’. De méme on définit

logw = log |w| +iargw.

On désignera dorénavant par cg, c1, ... des constantes absolues stricte-
ment positives. On notera co(n), c1(n), ... quand ces constantes dépendront
du parametre 7.

LEMME 3. Pour 0 <r <1, w € C et |w| > ¢y, I’équation
(13) et = e +we
admet une solution unique vérifiant
€ — & (wl) — iarg | < 1.
On définit ainsi une fonction & = £,.(w) qui est analytique sur

{w e C: |w| > ¢, argw # 3w/2}.

Démonstration. Pour |[w| >3, on a
(14) &r([w]) = &o(|wl]) = log [w] + loglog Jw| + O(1)
d’apres le Lemma 1 de [11]. De plus

ebr(lwl) _ grén(lwl) !
‘w| — — etg'r(lwl) dt < (1 — rr-)6£7(|w|) ,
&r(Jw]) f
d’ou
(15) & (jul) > tog ().
Posons

E=¢&(Jw|) +iargw + 2.
On réécrit (13) sous la forme
(16) tL(z) =z
avec
b= elr=DE (D) (iarEw)(=1) _ 1) 4 1] argw - e~& (1D
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et

z z

z 1 .
_ ¢ (1 — =D (lwh+iargw))y

z

—6(1 r)z
— <1z> exp{rz+ (r — 1)(&(Jw|) + iargw)}

L(z)™t = el r-DE(w)riagw) (erz — 1) — Jw|e¢r(wD

Soit n un parameétre assez petit. Lorsque r < 1—n et |w| > ¢1(n), on a pour
2| =1

1
i < 9l ~&e(lwl) « 1
lt] < 2e L3 lee < 100

d’apres (14). Par ailleurs, comme m1n|z|:1 le* — 1| > 1/10, on a en utilisant
la premiere des deux formules pour L(z)7!,

|L(z)"'| > 1/10 — e nér(wl) _ lwle™ Er(lwl) > 1/50,
d’apres (14). D’ou

[tL(z)] <1/2 < |z] =1.

En appliquant le Théoréme de Lagrange (cf. [16], 7.32), cela montre qu’il
existe une unique solution a ’équation (16) et donc aussi a (13) sous les
conditions |w| > ¢1(n) et w € R_i. De plus, cette solution £ = &, (w) est
analytique en w.

Nous pouvons donc supposer maintenant 1 —n < r < 1 avec 7 choisi
arbitrairement petit. On a d’apres (15)

1
1—e 0n&(vh 5 (1 — 1) log 1

Cela implique
|1 — er= D& (uhtiargw)) — 11 _ o=(U=n&(wh (1 4 O(1 — r))|
1
> p(1—7) log <1

_T> —es(1—7)
204(1T)10g<1 ! )

-Tr

pour 77 convenablement choisi. En reportant dans la seconde expression de
L(z)~1, on obtient lorsque |z| = 1,

L) 2 10(1_T>log<1 : r) —cs(1—7) > cr(1—7)log <11T)

pourvu que 7 soit suffisamment petit. Par ailleurs, on a clairement
lt] < cg(l—7).
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Donc pour 7 convenablement choisi, on a

L) € oy <5 <= 1.

ce qui permet de conclure comme précédemment avec le Théoreme de La-
grange.

LEMME 4. Pour 0 <r <1, |w| >cq etn>1, on a

(1) Re &, (w) > log <1|1_U|r> ,

(ii) —7m/2—-1<Imé& (w) <37/2+1,
N rReé&n(w) [wér (w)]

(iii) (I1—r)e < Re &, (w)
W olu=vawio oY)

min(1, rlog |w|)

0 & w) = &lw) +0( ) (1= ) log o] 1),

(wlogw)t—"
() &) = (100 -r)og (1) (1= n)loglul <1).

(vi)) €M (w) = (_1)n+ul,£n =2 <1 + On (W>> '

Démonstration. Pour alléger I’écriture, on notera parfois £ pour

&-(w). On a

es —e” e

=[S ] <0
et
| | e{_erf eRe{_erRef
w| = >
3 €]
Re¢ tRe¢ Re¢ R
= s dt > (1 —r)erRes,
e f e

Cela montre les points (i) et (iii). Le point (ii) découle directement du
Lemme 3. Le point (iv) se démontre comme la formule (3.6) de [10]. 11
faut toutefois étre conscient du fait que nous n’utilisons pas ici la méme
détermination du logarithme que dans [10]. Montrons (vi). L’équation (13)
peut encore s’écrire

(17) ef(1— e (17M8) = e
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Cela entraine que si (1 —7)Re & > 1, on a e < wé et £ < logw. Donc sous
Ihypothese (1 — r)log|w| < 1, on a toujours (1 —r){ < 1 et d’apres (ii),
|(1—=7)Im¢| < 37/241 < 27. D’on & = log(w/(1—7))+O(min(1, (1-7)¢)),
ce qui nous permet de conclure la démonstration de (vi). En dérivant (13),
on obtient

(1 =r)e™ + (- Dw)¢’ =¢.
Les points (i) et (iii) montrent que le facteur de £’ dans cette derniere formule

est égal & £(1 + O(log™ ' (w/(1 —1)))). Cela permet de démontrer le point
(vii) pour n = 1. L’utilisation de la formule de Cauchy

o =e-1 [

ls—w|=|wl[/2

permet alors de montrer (vii) pour tout n > 1.
Il reste & montrer le point (v). Pour cela on suppose donc

(18) (1 —=r)log|w| >1.

Sir>1et w1, il suffit de montrer que £ < 1, ce qui se fait en utilisant
la continuité sur un compact de la fonction des deux variables w et r, &.(w).
On pose

erfr(uﬂ -1
&r(w)

Avec ¢y et ¢11 convenablement choisis, pour r < ¢19 ou |w| > ¢11, on a

(19) h=

(20) Ih| < |w| - 1.

En effet, si r < ¢, cela découle de (17), et si |w| > ¢11, en appliquant
successivement les points (iii), (i) et I'inégalité (18), on a

er£r(w)

) ]
&) | = A=) Re&(w) ~ (1 —r)log(jw]/( —7))
)

< .
~ 1+ (log2)/log |w|

On a e (") = 14 (w4 h)&,(w). En utilisant le Lemme 3 avec r = 0 et (20),
on en déduit que pour w réel > c11, on a

&r(w) =& (w+h).

Par prolongement analytique, cela reste vrai pour tout w € C tel que |w| >
c11. En appliquant (vii) avec n = 2, on en déduit que

(21) & (w) = &(w) + héy(w) + O(h? /w?),
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soit en particulier & (w) = &y(w) + O(1). En reportant cette derniere esti-
mation de &.(w) dans (19) et en utilisant (iv) on obtient

w” min(1, rlog |w|)
(logw)'="

h <

Pour conclure, il suffit de reporter cette derniére majoration dans (21).

LEMME 5. Soient r et u des réels vérifiant 0 < r <1 et u > 1. Soient s
et T des complezes vérifiant s = &, (u) +iT. Soit n un entier > 0. On a

(i) I (s) = u<1 + 0, <log(2u/1(1 ) + m)) (r<1),
(i) e < exp{L(&(w) —cram?u} (T ER, 7] <),
(i) || < exp{I, (& () — cr3umin®(1 — r, (logu) ™)}

(T €R, || > ),

—y &
(iv) 6“(8)2‘65<”O<e¢+”>> (ef < |7 < r ),

3 ré
W e0=r(1ro(SH D)) (2 ey,
T rT

Démonstration. Sir <1/2,on a

no= [ u=g(ro(g)) =u(vo(m)

d’apres les points (v) et (vi) du Lemme 4. Sir > 1/2, ona [.(§) =u+ A
avec

u

log(2u/(1—r))

1 te 1
et —1
A:f( " —etg)dt<<1—r+ f(l—t)etgdt<<

Donc

I.(§) _u<1+0<

Par définition de £, on a

log(?u/l(1 - T)))) '

(22) I(&(u) = u
et donc
(23) L& (u) = 1/&(u) -

En dérivant cette derniere identité, on obtient une expression de Ir(n) (€)
en fonction des dérivées de &, (u) qui permet par récurrence, et a l'aide du
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Lemme 4(vii), de montrer que

190 = (100 (g ) ) vzt

Pour 7 <« 1, on a donc

1 1
()= [ettdt < [t dt = I (€) < u
r r

et par la formule des accroissements finis

109 (s) = I (€) + O (ur) = u<1 +0, (log(Qu/l(l 5+ |T>> .

Cela démontre (i).
On suppose dorénavant 7 € R. On a

e )] < exp{L,(€) — H(r)}

avec
1

et —1
H(r)=Hpu(r) = [ — (1~ costr)dt.
On va obtenir (ii) et (iii) en minorant convenablement H (7). Pour 0 <¢ <1
et |7| <, onal—costr > 2t27% /7%, d’ont

272
H(r) > Z= [ (e~ Dtdt > 721/(€) > ru.
™

Cela démontre (ii). Par la seconde formule de la moyenne on a

seté 1 2(ef — 1
€ costTdtgu

)
: 7]

d’ou, pour |7| > 7 et k entier positif,

H(kr) = fl (et:—1>(1—cosk:7't) dt

T
1

et —1 2(ef — 1) c1a€s
—dt — ———— 1-— .
f t k|T| > u( ku )

v

T
Par ailleurs, on remarque que I'inégalité |1 — e™*7¢|? < k2|1 — ¢'™*| entraine
H(k7) < k*H(7). En choisissant k = 1 + [2c14€% /u], on obtient donc
H(kT) u o oud
> 5 X 5.

k2 k2~ e
Les formules (v) et (vi) du Lemme 4 permettent maintenant de conclure la
démonstration du point (iii) du Lemme 5.

H(r) >
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Les estimations de e/*(*) des points (iv) et (v) se démontrent & partir de

I'expression e!r(8) = ¢lo(s)=10(7s) ayec (cf. Lemme 7 de [12])
(24) Io(s) = — Log (—=s) — v+ O(e’/s) (se C\Ry).

Dans cette formule, le symbole Log désigne la branche principale du loga-
rithme.
On estime e~ 0("$) par 'intermédiaire de la formule élémentaire

Ip(rs) <rs (rs<1)
pour (iv) et de la formule (24) pour (v).
Cela acheve la démonstration du Lemme 5.

Nous désignons dorénavant par ¢y ;(u) (I =0,1,2,...) une fonction C*
de u paramétrée par le réel r, qui vérifie
d? o (u 1 .
Sih;j() <jm 5k (j>0)
uniformément en u et r. On désigne par Fj l’ensemble de ces fonctions.
On note ¢y, i (u, o) pour désigner une éventuelle dépendance en le parametre
supplémentaire .

LEMME 6. Sous les conditions 0 <r <1, w >0 et u > w4+ cg, 0N a

u

2
exp{ f & (1) dt} = ewr(w <1 — %{;(u) + w3 o(u, w))

u—w

g ewg’l“(u) 800,1 (U, w) .

Démonstration. Par la formule de Taylor avec reste intégral, on a

u 2 w
_j; (1) dt = wé (u) — o€ (u) — % Oft2g;/(u —wtt)dt

(3

w2
= w&p(u) = € (u) + w2 2(u,w)

d’apres le Lemme 4(vii). En prenant I’exponentielle de cette formule, on en
déduit la relation voulue.

6. Démonstration du Théoréme 1. Nous procédons par récurrence
sur 'entier n > 0. Nous examinons donc en premier lieu le cas n = 0.
Supposons dans un premier temps que 2 < u < ¢g. D’apres le Lemme 4,
on a alors sous la condition supplémentaire (G), &.(u) < 1. D’apres (23),
on a aussi & .(u) < 1. L’énoncé du Théoréme 1 est donc ici équivalent &
lassertion o(u,v) < 1. Or la fonction w est bornée (voir par exemple [15],
I11, 6, (22)). Donc o(u,v) est également bornée pour u < v/(v—1). Comme
o >0 (cf. [8], Th. 2), d’apres (3) o(u,v) est décroissante en u, a v fixé. On
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en déduit que o(u,v) est bornée sur tout R%. On suppose donc maintenant
U > Cg.

En appliquant la formule d’inversion de Laplace sur la droite d’abscisse
—& = —¢&,(u), on obtient

—&+4i00 &+ioco
2imo,(u) = f or(s)e"®ds = f (efr(®) — p)e " ds
—€—ioo §—1io0o

d’apres le Lemme 1(iii).

Examinons cette derniére expression de o,(u). La lettre s désignant un
nombre complexe, les réels k et 7 seront dorénavant implicitement définis
par la relation s = k + 7. On a

(25) —r f e " ds < e Ut

D’autre part, en choisissant convenablement la constante K (k) qui intervient
dans la définition (8) de (Gy), on a par le Lemme 5(ii) et (iii)

IT(s)—us eXp{Ir(é.) B ’U;f}
(26) 5 1;3[< B e ds < o ((Gp)).
Enfin, par une intégration par parties, on a
J = f (eIr(®) — p)e™us ds
R=E,|7|>e"
7 . . - i ers _ oS
= a[(elr(f—w) _ T)e—u(é—w)]:;e_ge5 + - f Telr(s)—us ds .
5:57‘7-'25&

En utilisant le Lemme 5(iv) et (v), il suit

(27) J<e vt

En réunissant les majorations (25), (26) et (27), on obtient
E+iu=1/3

eI (O)—u
(28) or(u) = = f elr)=us ds + O <I££> ((Gr)) -

ultk
ffiu_l/?’
Par (11) et le Lemme 4, on voit que le terme d’erreur ci-dessus est

convenable. Il reste a examiner le terme principal.
Par la formule de Taylor avec reste intégral, on a

I,(s) = () +irL(§) — 5 1(€) + Ko (u,7)
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avec
’[: T
2 .
K, (u,7) = —5 [ (r =01 (& +it) dt.
0

En utilisant (22), (23) et le Lemme 5(i) avec n = 2, on obtient donc

1 £+iu71/3
- I,.(s)—us
2im f ¢ ds
E*iufl/?’
—1/3
€_u€+lr(£) u 7—2
- f/ exp{ - 2[;'(§)+Kr(u,7‘)}d7‘
SV
, 1/2 )
avec
u—1/3
. {;.(U) 1/2 72 " K, (u,T)
.0 = (5 J el -Greje 1 dr.

Pour conclure la démonstration du cas n = 0 du Théoreme 1, il reste a
montrer, au regard de (28), que H, est élément de F;. Pour cela, nous
allons utiliser le résultat suivant.

LEMME 7. Soit T(w) une fonction analytique pour Rew > c¢i15. On
suppose que

T(w) < 1l/u (u>2cs5, [u—wl <u/2).
On a alors
T (u) <, 1/ut™  (E>0, u> 2e15).

Démonstration. La démonstration est immédiate en utilisant la for-
mule de Cauchy. On a

T(w 1
lw—u|=u/2
Revenons au cas spécifique de H,. Par le Lemme 3, la fonction &,.(w) est
analytique sur Rew > c¢g. De plus la fonction I, est entiére. Donc en
considérant la détermination continue de w=1/3 qui est réelle quand w est
réel, on voit que H,(w) est analytique sur Rew > ¢y. Par le Lemme 4 et le
Lemme 5(i), on a pour Rew > ¢g et |7] <1

K (w, ) = =il (6 (w)) = + O(ur).
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On en déduit que H,(w) < 1/u pour Rew > ¢y. Le Lemme 7 permet alors
de conclure que H, est bien élément de F;.

Nous passons maintenant a la partie inductive de la démonstration par
récurrence. Nous supposons donc le Théoreme 1 démontré pour l'entier
n > 0 et nous proposons de le montrer pour n + 1. Le point essentiel de la
démonstration est maintenant I'utilisation de la formule de récurrence (7)
qui exprime "t )( ) en fonction de o )( ). Voyons cela.

Posons

F(u) = F.(u) —exp{ f & (t dt}

et

620 = e = (4) " g

Conformément aux notations du Théoreme 1, notre objectif est de montrer

que

(29) o™V (u) = F(u)Gni1(u)(1+ frmi1(u) + Oni(1/u"))
(k>0, u>2et (Gpy))

avec de plus
B0 Frea) = Funw) ~ gy — gy + PR,

Pour simplifier ’écriture, on notera souvent f,(u) a la place de f,,(u).
D’apres (7) et I'hypothese de récurrence, on a

4
W =3 4,
1=0

Ao = (14 fulu =71)Gn(u =) (F(u—r) = Flu—1)),
Ay = (14 fa(u =) F(u—r)(Gn(u—7) = Gn(u—1)),
Ay = —=(n+ 1)1+ fu(u) F(u)Gn(u),

As (fn(u—T‘) fnu— D)F(u=1)Gn(u—1),

Ay = On,k< ()
Par le Lemme 4, on a

(31) &r(u) < %logu +0(1) (u>1-r (G))

Avec le Lemme 6, cela entraine que Ay <, 1 F(u)Gp(u)u®"", ce qui est
un terme reste convenable. En utilisant de plus que f, € Fi, on a par le
Lemme 7, A3 = F(u)G,,(u)y/upr,4(u,n), ce qui est également convenable.

2—k
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Le Lemme 7 sera dorénavant implicitement utilisé & chaque fois que 1'on
affirmera qu’une fonction appartient a I'un des F;. On a

(32) Ay = —F(u)Gp(u)(n+ 1+ @1 5(u,n)).
Par ailleurs, on a

Culu=r) = Gulu=1) _ (&) &) .
) = )(2f;<u>+ aw)w’ﬁ(’ ):

Par le Lemme 6 et la formule (31), on obtient donc

— PG () e 1 — & (u) nﬁi(u) ©o,7(u,n)
59) 1= PG00 = (g + ) + 2]

Enfin on a

&) | &(u)
Gt =1 = G (1= g5+ +omatun)
et par le Lemme 6 et I'inégalité (31),
Flu—r)—F(u—1)
F(u)

_ orér(w) (1 — ig;(@) — () <1 - g;;m) +Vupro(u)

/ 2
= —u,(u) <1 - 5Té“)) + eT€7~<“>1TT§;(u) + Vupio(u)
d’apres (9). On a

am — 2 eTfr(u) "(u
% = F(u)Gpi1(u) [1 + fn(u) — ;(‘SL(U) + ? ((u)) * s igr(“) = )>
&) pro(wn)
& T Va ] |

D’ou avec (32) et (33)

(31) o0 () = F(u)Crss (u) [1 Tl

: ( Lot (1= r)ere@E W e e

- e &)
WS e,
P UELE | (o yreg >)
o ((Q-netgw o
) (1 &) & )>

e1,11(u,n) 1
et o, ()]
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En dérivant (13), on obtient
() (1 =r)e ™ fu(é(u) = 1)) = & (u) .

Donc la deuxiéme expression entre parentheses dans le membre de droite de
(34) est = —ugl.(u) /& (u) et la premiere expression entre parentheses est

"

— 1_T6T5r(u)< ()+€'r >_2+u§r(u)57’(u)
U= g Fre ) (W)
En dérivant deux fois (13), on voit que cette derniere expression est =

ugl!(u) €L (u).
Cela conclut la démonstration de (29) et (30), et partant celle du Théo-
reme 1.

+ & (u) + ugy (u) .

Le résultat suivant découle facilement des formules (29) et (30).

LEMME 8. Soit n un entier > 0. Sous les conditions (G,,) et u > ci6(n),
on a

(D)
i (u) —&,-(u 1

() ~ = 1+0u(5)-

3 d 0(n+1)( ) ) (logu)2
(i) T T — )+ 0. (P57 ).

Démonstration. Supposons n > 0 fixé. D’apres le Théoreme 1, on
a pour u suffisamment grand

m =614 fan) - £+ 0,5 ).

La formule (30) permet alors de montrer le point (i). De méme on a

d " ) oW (w) - (o (w))?

du o™ () (0 (u))?
= (60 (£a(00 = 210 + o) +0u( 3 ) ).

La formule (30) permet alors d’estimer le facteur de (&, (u))? dans la derniere
expression, et partant de démontrer le point (ii).

7. Démonstration du Théoréme 2 et de son Corollaire. Le
principe directeur de la démonstration étant partiellement caché par des
problemes techniques, nous pensons utile de le donner ici.

Schéma de la démonstration du Théoréme 2. Nous spé-
cifions n = 0, le cas général se traitant de maniere analogue. D’apres la
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nouvelle définition de o (cf. (4)), on a

or(u) =ro (u) + f o(u — rt) dw(t)
0

0o u /
x
=10 (u) + o(u) f exp{ f — Q((x)) dx} dw(t)
0 u—rt 0
En premiere approximation, on a donc
o () = ro/ (u) + o(u) [ e~ /) dus(t)
0

= o(u) exp{—y — Io(—70'(u)/o(u))}
d’apres le Lemme 1(ii). Ce schéma de démonstration ne fonctionne efficace-
ment que pour rlogu < 1. Dans le cas contraire, notre méthode se ramene
pour l'essentiel & comparer les deux estimations du Théoreme 1 correspon-
dant & o,.(u) et & og(u) = e 7 po(u).

Démonstration du Théoreme 2. Notre premier objectif est de
montrer que

3) o= = M@ (1= S ) + 0,0

(n>0, u>n+t>n)

avec
o) (u)
et
(t* +th)/u® (u>t+n+2),
Volu,t) =V =< t?/u (t+n+1<u<t+n+2),
t t+n<u<t+n+1).

Supposons dans un premier temps que t > /u. Si u <, 1, (35) est alors
trivial. On peut donc se restreindre au cas ot u > c¢j7(n). On a alors en
appliquant le Lemme 8(i) avec r =0
u
et > exp{ f I(x) d:z:} =n

u—t

o™ (u—1)
o™ (u)
ce qui suffit ici.

Supposons maintenant que ¢ < y/u. Il suffit alors d’analyser convenable-
ment l'identité

(36) o™ (u—1) = o (u) exp {

u

L—

l(x) dx}.
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On rappelle que (™ (u) est continue pour u > n et dérivable pour u >
n + 1. On exprime [(z) par 'intermédiaire de la formule de Taylor en
u. L’obtention de (35) résulte alors d’un banal calcul de développements
limités.

Passons maintenant a la démonstration du Théoreme 2 proprement dite.
Pour cela on pose

min?(1, r log u)

R =R(u,r) = (logu)(ulogu)t—2"

et on fixe un entier n > 0. Conformément aux hypotheses du théoreme on
suppose que

(37) u>n-—rlogr.
On distingue deux cas. Dans un premier temps, on suppose que
(38) réo(u) <loglog3u .
On a (cf. [15], ITI, 6, Corollaire 6.1)
W) < o(u)<u™™  (u>1).
Cela permet de montrer, en dérivant ’équation (4), que

(u—n)/r
(39) o) =re™Vw) + [ o (u—rt)dwl(t)
0

wou(oof 5w (12 )

Or d’apres le cas r = 0 du Théoreme 1,

o™ (u) = exp{—ulogu — uloglog 2u + O, (u)}  (u>1),
et d’apres (38) et le Lemme 8(i)
(40) 1 <, exp{lp(rl(u))} <, exp{cislogu/loglogu} .
En utilisant de plus I'inégalité (37), le terme reste de (39) est donc
<n 0™ () exp{Io(rl(u))} R,

ce qui est convenable.
Quant au terme principal dans (39), il est d’apres (35)

(u=n)/r 27
41) = Q<n><u)[_ Ayt [ et (1 B (7“75)2Z(U)

0

—i—On(Vn(u,rt))) dw(t)] .
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D’apres le Lemme 1(ii), on a

—s+ f et dw(t) = e 710
0

et en dérivant deux fois
oo

[ et dw(t) = e PO (152 (s) - I (s))
0

Le terme principal de (41) est donc

= o) e 001 (1= T ) - 171

[ee]
+On( [ e (@) dt)] .
(u—n)/r
D’apres (37), (38) et le Lemme 8(i), le terme reste de la derniére expression
est

u—n u—n

o log " }<<Q(n)(U)Rexp{—IO(Tl(“))}7

<, o™ (u) exp { —

ce qui est convenable.
Quant au terme principal, il est

2 ri(u) _ 1 2
= o —y=lo(ri(u)) e+
e 1005 () )
= o™ (u)e W) (1 4 0, (R)).

Pour achever la démonstration du Théoréme 2 dans le cas (38), il suf-
fit donc de majorer convenablement le terme reste issu de (41), soit, en
omettant le facteur o™ (u),

(u—n)/r
[ etV (uyrt)dw(t)] .
0

On découpe l'intervalle d’intégration en trois sous-intervalles d’extrémités

—n—2 —-n—1 —
0. m(o) m<o> u—n.
T T T

On note Jp, Js et J3 les intégrales correspondantes. On a
r3 7 r3
Ji < 5 [+ ) dw(t)] < 5 (1+ 8(—ri(u)) < Reolr!00)
u? U

d’apres (40).
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Par (37), (40) et le Lemme 8(i), on a

max((u—n—1)/r,0)
Ty < 1 i "2 dw (t)]
max((u—n—2)/r,0)

—n—2 —n-2
< rlev) exp{ — max <un’ 0> log <max <un’ 0>>}
T T

< RC_IO (ri(u))
et

(u—n)/r
Js <1 f 6rtl(u)t‘dw(t)‘
max((u—n—1)/r,0)

—n—1 —n—1
< rett® exp{ — max <un’0> log <max <M,O>> }
T T

< Re~ o) (y >n+1—rlogr),
r (n—rlogr<u<n+1—rlogr),

ce qui permet de conclure le cas (38).
On suppose donc maintenant

(42) réo(u) > loglog3u, 0<r<1/2.

En appliquant le Théoreme 1 pour n = 0 et n = 1 et en tenant compte des
estimations

&M (u— h) —éﬁk)(U)<1+Ok(i>> (1+h<uk<1)

qui découlent du Lemme 4(vii), on obtient pour 0 < ¢ <1

(43) ol (u—tr)=— (1 +0 <i> ) & (u)e™ Mo, (u) .
Or on a (cf. [8], Theorem 3)

0
5o (vo(w,v) = o(u(l = 1/v),v 1),

soit encore
8 - -
: (u) o (u) o™ (u r

or r

) = fofn(u—tr)dt.
0

En intégrant (43) on a donc

WP (1eo(2)) S

or(u) r
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Or d’apres le Lemme 4(v),
t&e(u) _ q etée(u) _ etfo(u)

fetd = In(r&o(u f dt
0

= I()(T‘fo(u)) + O(R) 5
et 1/u < R d’apres (42). Donc en intégrant (44), on obtient
01 () = oo (w)e S (1 + O(R)).

En procédant par récurrence et en utilisant le Lemme 8(i) et le Lemme 4(v),
on en déduit que pour tout n > 0
ot (u) = 0" (we TN (1 + 0, (R)).
Cela permet de conclure la démonstration du Théoreme 2 puisque d’apres
le Lemme 8(i) et (42)
T, _ 1
I()(’I“go(u)) — Io(Tl(U)) <n EIO(TEO(U)) = W < R.

Le Corollaire est une conséquence quasiment immédiate du Théoreme 2.
On suppose dans un premier temps que 0 < r < 1/2. Quand v — 400, on
a R — 0. Donc d’apres le Théoreme 2, on a

or(u) ~e To(u) & Iy(rl(u)) — 0 < rli(u) - 0< rlogu — 0.
Comme (cf. [8], Theorem 1)

udo

Ou

et 0 > 0, o est une fonction décroissante de u, a v fixé.
Donc si v — 400 et r > 1/2, on a

U(u’ U) < a(u/2, U) = O(Q(u))

d’apres le Théoreme 2 appliqué au nouveau couple (u/2,v). Cela permet de
conclure la démonstration du Corollaire.

(u,v) +o(u—1,v—v/u)=0

8. Démonstration du Théoreéme 3. La démonstration est calquée
sur celle des points (i) et (ii) du Lemme 4 de [12]. Le role de g est joué ici
par la fonction o,.. Comme pour A(z,y) relativement a g, le comportement
de M (z,y, z) pour u petit dépend essentiellement de la proximité de u avec
les points de discontinuité des dérivées de o,..

LEMME 9. Soit € un réel > 0 et n un entier > 0. On a

or(wos20)" 3 G ).

f cM W)yt dt <,
logy
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Démonstration. Ce résultat est le pendant de la formule (21) de
[12]. On a

- xc o (u)(log 2u)™
(45) [ oMyt dt <, Kp 21 &
k logy logy

;; ol (t)y* dt, on procede comme

((Le), (Gn.e))

d’apres le Théoreme 1. Pour majorer

dans [12]. On compare o™ (t) a oM (u) par I'intermédiaire de la formule

(46) o) =0 e { ~ [ (oD (w)/ol (w))dw}
t
en estimant l'intégrande a 1’aide du Théoreme 1. Nous omettons les détails.

La démonstration du Théoreme 3 repose sur la formule suivante. On a
d’apres la formule de Mertens

M(z,y,z) = (1+ O(exp{—+/logy}))e” H <1 — ;) logy f o (t)y" dt

p<z
avec
U n )
(- o™ (u—0)
47 logy o)y dt =z
40 ogy) foron' =32 ST
n (_1)k+1 o
T2 o ak [0 (i + jr+0) — o (i + jr — 0)]y' 2
iz (loew)™ L
i+ir<u
(—1)"+1fu (n+1) (4, ¢
| o, (t)y" dt.
(logy)™ &

Cette derniere formule se démontre aisément a l’aide d’intégrations par par-
ties successives. En appliquant le Lemme 9 pour n = 0, on voit que le terme
d’erreur engendré par le terme O(exp{—+/logy}) est convenable tant pour
(i) que pour (ii).

Onao.(r+0)—o.(r—0) =1et o,(14+0)—0,(1 —0) =—r. Cela
permet de démontrer le point (i) en appliquant la formule (47) pour n = 0,
conjointement avec le Lemme 9.

Montrons (ii). D’apres le Lemme 9, I'intégrale du membre de droite de
(47) est d’un ordre de grandeur convenable. Par ailleurs, d’apres le Lemme 2,
la somme double de (47) est <, e%(®¥2)  En discutant suivant le signe
de n + 2 — u, on voit que cette derniere quantité est aussi d’'un ordre de
grandeur convenable. Cela montre (ii).

Pour démontrer le point (iii), il faut étre plus précis. Sous les conditions
(Le), (Ge) et © > xo(e), on a d’apres le Théoreme 1, 1+ o). (u)/(o(u) logy)
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<. 1. Sous la condition supplémentaire = > 3**¢. il découle du point (ii)

que

Mg = ] <1 - ]1)>3: [ar(u) - CI’O;“; +0. <ar(u> <1ffg2;>2 ﬂ :

p<z

Cela suffit si u <. 1. On peut donc supposer dorénavant u > 2e~'. Par
(45) et (46) appliqués avec n = 0, on est ramené a étudier

(1—e)u

J= exp{— fgzgzgdw}y_tdt.

0 u—t

q\

D’apres le Lemme 8(ii), on a pour u > w > 2

o) ot o),

or(w)  o,(u) U

Comme u > 2¢~ 1, on a en substituant dans J,

(1—e)u

, 12
I= e_t"r(“)/‘”(“)<1+0<>>y‘tdt
u

0
_ 1+ 0(1/(logzlogy))
logy + o7.(u)/or(u)

Cela permet d’achever le démonstration du point (iii) et partant, celle du
Théoreme 3 tout entier.
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