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1. Introduction. Soit {2 un ouvert borné de R™. Considérons une
partition de {2 par des cubes dyadiques Q);, j € J. Ces cubes seront appelés
des cubes de Whitney s’il existe une constante C' > 1 telle que, pour tout
J € J, la distance (notée L;) entre @, et la frontiere 042 de {2 et la longueur
l; du coté de Q; soient reliées par
(1.1) C ;< L;<Clj.

Sous certaines conditions (n = 2 et choix approprié des );), nous nous
proposons de construire une analyse de Fourier adaptée a une telle partition
de Whitney. 1l s’agira, en fait, de définir, pour chaque @Q);, une fenétre w;
adaptée a ();. Cela signifie que

(1.2) le support de w; est inclus dans 2Q); ,
(1.3) w; € C°(12),
(1.4) 09w, (z)| < Cal; 'l

Rappelons que 2Q); est le cube dont le centre est le méme que celui de Q;
et dont le coté est le double de celui de Q).

On a posé 0% = (9/0x1)** ... (0/0xy,)*, o] = a1 + ... + ap, et les
constantes C,, sont indépendantes de j.

Un programme trop optimiste est que 'on puisse choisir les fenétres
w;(x) de sorte que la famille l;n/ij(x) exp(2mik - z/l;), k € Z™, soit une
base orthonormée de L?(2). On consultera & ce propos [2]. Mais nous mon-
trerons que si n = 2 et si les w;(z) ainsi que les @); sont convenablement
choisis, notre programme peut étre réalisé, quitte a remplacer les exponen-
tielles imaginaire par les fonctions

(1.5)  sinfr(ky + 2)(z1 — o) /1] sinfr (ks + 3) (22 — al?) /1)

On a désigné par (aEl), a'?

;) un sommet du carré Q;.
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A quoi peuvent servir de telles bases? Si {2 est un ouvert borné régulier,
elles conviennent a la description des espaces de Sobolev H{(£2), s > 0.

Une fonction f appartient a H§({2) si et seulement si ses coefficients
a(j, k), k = (k1,k2), dans cette base vérifient >, > -, 478 (14 k]) % a4, k)|? <
oo. Il en résulte, par dualité, que les espaces de Sobolev H*({2), s < 0, sont
caractérisés également par cette condition.

2. Rappels sur la construction en dimension 1. Désignons par
O(x) une fonction indéfiniment dérivable de la variable réelle x, & valeurs
dans [0, 1], égale & 1 si x < —1, 4 0 si z > 1 et vérifiant, en outre,

(2.1) 0?(x) + 0*(—x) =1 pour tout x réel.

On désigne par Hy le sous-espace fermé de L?(R) composé des fonctions f(z)
nulles si z > 1, de la forme 0(z)p(x) ot p(z) € L*[—1,1], p(x) = p(—x), sur
[—1,1] et arbitraires si < —1. L’opérateur P de projection orthogonale
sur Hy est donné par

(2.2) Pf(x) = 0*(z) f(z) + 0(2)0(—2) f(~x).

On définit de méme H; C L?*(R) par les conditions f(z) = 0 si # > 1,
f(@) = 0()a(a), a(z) € L2[1,1]), g(—z) = —q(z) si —1 <z < 1 et f(a) est
arbitraire si x < —1. Alors 'opérateur de projection orthogonale sur H; est
donné par

(2.3) Qf () = 0*(x) f(z) — 0(2)0(—z) f(—x).

Donnons-nous maintenant un intervalle [a,b] ainsi que deux nombres
réels positifs 7 et 7’ tels que n + 7' < 1 = b — a. On définit, par simple
changement d’origine et changement d’échelle, les projecteurs P, et P,. On
a donc

2.4)  P.f(z) = e?(x ; “)f@:) +0<“’ ; “)e(“f)ma — )

et de méme pour P, en remplagant 7 par 7’.

On a, dans ces conditions, P, < P, et P, — P, est un opérateur de
projection orthogonale sur un sous-espace fermé W, ;) de L?(R) que nous
allons définir.

Une fonction f € W) est nulle si 2 < a —nousixz > b+, est
arbitraire si a +n <z < b — 1/, et elle s’écrit

(2.5) f(a:):9< 7 )9( 7 )q(m—a) silx—al<n
ot q(t) € L*[=n,n], ¢(—t) = —q(t). De méme,

2o 0 =o()o( ) ue -0 silo-tl<y

7]/
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o= [e(5) (5"

Alors les fonctions

(2.7) \/?sin [W<k+ ;) (g” . a)}w(a,b)(az), k=0,1,2,...,

constituent une base orthonormée de W, ).

Les remarques précédentes conduisent a la construction d’une base or-
thonormée de L?(R) adaptée & une partition arbitraire de R par des inter-
valles [aj,a;41]. On suppose donc que a;, j € Z, est une suite strictement
croissante de nombres réels vérifiant lim;_, 4., a; = £00. On considére une
suite n; > 0 vérifiant n; + 141 < I; pour tout j € Z et 'on construit les
fenétres w;(x) = w(q, 5,)(x). Alors les fonctions

2 1 —a;
(2.8) — sin [W(k—i—) (a: aj)]wj(x), jeZ, keN,
I 2 )\,

constituent une base orthonormée de L?(R).

En effet, pour chaque j fixé, les fonctions u; , k € N, définies par (2.8),
constituent une base orthonormée d'un sous-espace W, de L?*(R). L’opéra-
teur de projection orthogonale sur W; est Pj 1 — Pj ou P; = P,,. Or
lim;_, 4o Pj =1 car lim;_, ;o a; = +oo et limj_,_o P; = 0 car lim;_,_ a;
= —00.

Tous ces résultats sont établis dans [1] ou [2].

3. Le passage a la dimension 2. Soit R un rectangle [a,b] x [«, (]
de R2. Les deux cotés horizontaux de R seront appelés I et I3, les
deux coOtés verticaux I5 et Iy. On désignera par 71,792,713 et 14 quatre
nombres strictement positifs tels que m + 13 < 8 —a, 72+ < b — a.
Des que n1,m2,7m3 et 1y sont fixés, le sous-espace correspondant Wgr =
W}({m,na,ns,m) de L?(R?) est défini par les trois caractérisations équivalentes
suivantes:

(a) W est la fermeture dans L?(R?) du produit tensoriel W, p) @ W4, g)
ou Wi, est défini comme il est indiqué dans la section 2 avec n = 72 et
n' = n4 et de méme W, gy avec = ny et n' = ns.

(b) Wg est 'image de L?(R?) par le projecteur
Pr = (P, — Pa) ® (P — Fa)

ou 72, M4, M1 et N3 servent a définir respectivement P, P, P, et Pg.
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(c) Les fonctions

\/ZZTsin [w<x1 - “) <k1 + ;)} sin {w(“L_ “) (k:g + ;)]wR(wth)

ol =b—a, L = —aet wr(x1,r2) = Wi (21)W(,pz)(T2) constituent
une base orthonormée de Wg.

Notre propos sera de choisir convenablement les fenétres wg, c’est-a-dire
les valeurs de 71,7m2,m3 et ny pour que L?(£2) soit la somme hilbertienne
directe des espaces Wq associés a une partition de {2 par des carrés de
Whitney Q. Nous poserons m1 = dr(I1),..., na = dr(I'y) dans tout ce
qui suit. Tout comme en dimension 1, les choix de dr(I), dr(I%), 0r(I}s)
et dr(Iy) dépendront des choix déja faits pour les carrés R’ adjacents a R
ou rencontrant R. Cette dépendance, que nous expliciterons dans la sec-
tion suivante, assurera l'orthogonalité entre les Wg et également le fait que
L?(0) soit la somme hilbertienne directe des Wg.

4. Le choix des dg(I"). Soit 2 un ouvert borné de R%. Pour tout
carré dyadique Q = [a, b] X [a, 3] de R?, nous désignerons par 3Q le “carré
triple”, ayant méme centre que @) et dont les cotés ont des longueurs triples
de celles de Q.

On consideére l'ensemble £ de tous les carrés dyadiques Q de R? tels
que 3Q C (2. On désigne par F C & l'ensemble des carrés dyadiques,
appartenant a £ et maximaux pour l'inclusion. Alors {2 est la réunion dis-
jointe (& un ensemble de mesure nulle pres) des carrés ) appartenant a
E.

Soit £2; C £ la réunion des carrés dyadiques fermés @, de coté 277, tels
que 3Q soit inclus dans 2. Désignons, par ailleurs, par E; C E I'ensemble
des @ € E de coté 277 et par G leur réunion. Alors (2; est la réunion
disjointe de £2;_; et de Gj;.

Enfin, §2; n’est pas vide si et seulement si j > jo. Passons a la définition
des nombres g (1) lorsque @ € Ej et que I" est un coté de Q.

Tout d’abord on décide que dg(I") = %2_3'0 chaque fois que Q € Ej,.
On définit ensuite les nombres dg(I"), de proche en proche, si j > jp+ 1, en
appliquant les trois regles suivantes:

(4.1) SiQ € Ejp1 et QN 2; =0, alors 6g(I") = 127771 pour tout coté
I' de Q.

(4.2)  Siun coté I' de @ est contenu dans §2;, alors 6o (I") = 127971,

(4.3)  Si I'intersection @ N §2; se réduit & un sommet s de @, on désigne
par I7 le coté horizontal de () contenant s et par I, le coté vertical
de Q contenant s. Alors dg(Ih) = 227971 et dg(I3) = 127971
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(4.4)  Siaucune des regles précédentes ne s’applique a I', coté de @ (Q €
Eji1), alors 6g(I') = 327971,
Une fois que m1 = 0g(I1), ..., na = 0¢g(Iy) sont définis, la fenétre
wq(z1,x2) correspondante en découle par la construction des sections 2
et 3.

THEOREME 1. Si les fenétres wq(x1,x2) sont définies par les régles
précédentes, alors la collection des fonctions

(4.5) 279 Ysinfr(q + 1)(27x1 — k1))
x sin[m(go + 3)(2/ @2 — ko)|we(z1, z2)

ol j > jo, Q€ E, Q=[277k1,277 (ki + 1)] x [277kg, 27 (ke + 1)], 1 €N,
q2 € N, est une base orthonormée de L?($2).

Comme souvent, il est immédiat de vérifier que la suite 9g 4(z), Q € E,
q € N2, des fonctions définies par (4.5) est une suite orthonormale et les
difficultés apparaissent lorsqu’on veut établir la complétude. Nous nous
limiterons donc a la complétude.

5. La preuve du théoréme 1. Désignons par U; la collection des
cubes @ de c6té 277 inclus dans £2;. Pour Q € Uj, nous définirons la
“fenétre canonique” wgq(z1,22) en imposant le choix 6o (I") = 3277 pour

tous les cotés I' de Q. Enfin, on pose

(5.1) ;=Y P

QeU;

ou ]5Q est le projecteur sur le sous-espace WQ construit a l’aide de la méthode
de la section 2 & partir de wg. Nous revenons aux fonctions définies par (4.5).
Elles forment une base orthonormée d’un sous-espace Wg. Nous désignerons
par Pg : L?(R?) — Wy le projecteur orthogonal et nous aurons démontré
le théoreme 1 si nous établissons

(52) Z PQ = Hj — Hj—l avec Hjo—l =0.
QEE;

Il est, en effet, facile de vérifier que II; — I sur L?*({2) quand j tend vers
400, c’est-a-dire que lim [|I1;(f) — fllz2(0) = 0 pour j € L*(£2). En fait,
on se limite a des fonctions f continues, a support compact inclus dans
2. Pour une telle fonction f, on ne change pas II;(f) en remplacant U;
par I'ensemble de tous les carrés dyadiques de coté 277, du moins lorsque j
est assez grand. Dans ces conditions I1;(f) = f, lorsque j est assez grand.

Revenons a la preuve de (5.2). Sij = jo, E; =Uj et Py = ?Q pour tout
Q€ L.
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Sij > jo+ 1, on commence par décomposer chaque carré dyadique
@ € Uj_1 en quatre carrés dyadiques Q1, Q2, @3 et Q4. On décompose du
méme coup 'opérateur ]5Q en ng + Pég + Pgh + Pgh. Voici la définition
de ces quatre projecteurs. Revenons a la dimension 1 et aux notations de la
section 2. Sia < c¢ <betsin” >0 est assez petit pour que n + 7" <c¢—a,
n+n"<b—c alors P,— P, =P, —P.+FP.—P,ou P, =P, ,, =Py,
et P.= P, .

Si Q= [a,b] x[o,0], c = (a+b)/2 v = (a+3)/2, n+1n =1/4o0n
l=b—a=p—aetenfinn’ =1/8. On écrit (P, — P,) ® (Pg — P,) =
[(Py— P.)+ (P. — P,)| ®[(Pg — Py) + (Py — P,)], ce qui conduit aux termes
PCﬁ?l’ Pﬁ?z’ PéS et Pgh'

On a donc

a+ Y Po= )Y L
QEE; QEU;
ounLg=PFPysiQecFEet Lg= ng si @ ¢ E;. 1l reste a montrer que ’on
peut en fait remplacer chaque Lq par JBQ.

SiQeUjet QN2j_1 =0, alors Q € E; et, par construction, Py = ]SQ
de sorte que ces termes peuvent étre oubliés.

SiQ € Ujet QNI2;_1 n'est pas vide, alors I'un des sommets s de @) est
de la forme (2k;277,2k277). En outre les trois autre carrés dyadiques de
coté 277 et ayant s pour sommet appartiennent également a U;. Ces quatre
carrés sont donc obtenus en divisant en quatre la “boite” B, définie comme
le carré de centre s et de coté 2—7+1,

Ces boites sont deux a deux disjointes et nous nous proposons de démon-
trer que, pour tout s appartenant a la fois & {2,_; et au réseau 2-itlz2
on a

(5.3) Y Lg= ). Py
{QeU;,QCBs} {Q€eU;,QCB,}

Pour établir (5.3), on écrit B; = [a,b] x [a, (], on pose ¢ = (a + b)/2,
v = (a+ 5)/2 et 'on décompose chacun des opérateurs Lg & l'aide des
opérateurs P, Py, P, P,, Pg et P,. Ces six opérateurs sont, en fait, douze
car les trois nombres 7, n’ et n” peuvent prendre chacun deux valeurs, a
savoir %Q*j et iQ*j . On écrira dans le premier cas P,, Py, ... et dans
le second P,, P,... Les régles (4.2), (4.3) et (4.4) limitent cependant le
nombre de cas possibles. Une limitation supplémentaire est obtenue en
observant que le probleme est symétrique en les variables x; et xo et que
I’on peut également changer x; en —x; ou x2 en —x5. Finalement, il ne reste
que deux cas. Pour le premier, s = (¢,y), n =7 = iQ‘j et n’ = %2_j, tant
pour la variable x1 que pour la variable zo. L’identité (5.3) se réduit alors a

(54) (P.—P) @ (Py— Py) + (P. — Pp) @ (Pg — P,)
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+(Pb—P)®(PW Po) + (P — Pc) (PB_P’Y)
(Pc Pa)®(P'y a) (Pc Pa)®(P,6’_P’Y)
+( )®(P'y Pa)"‘( Pc)®(PB_P7)-
Ceci est presque évident.

Compte tenu des symétries, le second cas peut toujours étre défini par
les choix suivants :

®
+

(5.5)  En ce qui concerne la variable zo, les choix de n, 1’ et n” sont
o lo—j _ 19—
n=mn"=32"7etn’" =35277.

(5.6)  En ce qui concerne la variable z1, n = 1’ = 1’ = 1277 pour les

deux carrés supérieurs de la boite Bj, tandis que n” = 1277, 5 =
n = i2_3 pour les deux carrés inférieurs.

L’identité (5.3) se ramene alors a
(5.7 (Pe—Pa) @ (Py — Po) + (P — Pe) © (Py — Pa)
+(P.— P,) ® (Pg —Py) + (P, — P.) @ (P3 — P,)
=(P.—P,)®(Py—Py)+ (P, — P.) ® (Py — Pa)
+(P.— P,) ® (Pg — Py)+ (P, — P.) ® (Pg — Py).
La regle (4.3) a pour finalité d’éviter le choix n” = %2’j pour les deux
carrés inférieurs, n”" = %2_7 pour les carrés supérieurs (en ce qui concerne

la variable z1) et le choix similaire en ce qui concerne zo. Au lieu de (5.4)
u (5.5) on tomberait sur

(Pe—P,) @ (Py — P,) + (P, —P.) @ (Py — Pa)
+ (Pc — Pa) X (Pg — ]P’»y) + (Pb — PC) X (P,y — Pa)

que 'on peut simplifier.
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