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Dans cete note, nous présentons un théoréme de minimax (Théoréme A)
formulé seulement en langage de la théorie des ensembles. Ce résultat per-
met de déduire de facon immédiate (en utilisant un lemme de topologie
générale) plusieurs théoréemes de minimax bien connus.

Soient X et Y deux ensembles non vides et f : X x Y — R une fonc-
tion numérique. On désigne {f;}zcx et {fy}yey deux familles de fonctions
mumériques £, Y — R, fy 1 X — R ot fo(y) = f(z,9), fy(2) = f(z,9)
pour tout (z,y) € X x Y. Dans la suite, on note

ZH:AZ- —1, N\ > 0}
=1

le simplexe standard de dimension n—1 et on pose [n] ={i € Z | 1 <i < n}.
Une famille H = {h} de fonctions numériques h : Y — R est appelée
F-concave (resp. F-convexe) si pour tout hy,...,h, € H et tout A =
(Nis--osAp) € A" il existe h € H tel que h(y) > >, Nihi(y) (vesp.
hy) < ) Ashi(y)) pour chaque y € Y.
Nous partirons du lemme suivant qui nous servira dans la démonstration
du théoreme principal :

A”‘lz{)\:(Al,...,An)eR"

LEMME 1. Soient X etY deux ensembles non vides quelconques et f, g :
X XY — R deux fonctions numériques. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Quels que soient {x1,...,x,} C X et {y1,...,ym} C Y, Uinégalité
de minimaz suivante est vérifiée :

Inf Max f(z,y,;) < Sup Min g(z;,y) .
:cere[m]f( y]) yegie[n]g( y)

(i1) Quels que soient {x1,...,x,} C X et {y1,...,ym} C Y, et e >0, il
existe T € X ety €Y tels que

f@ ;) < g(23,9) +¢
pour tout i € [n], j € [m)].
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Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal :

THEOREME. Soient X et Y deux ensembles non vides quelconques et
fyg: X xY — R deux fonctions numériques telles que f(x,y) < g(x,y) pour
tout (x,y) € X x Y. Supposons en plus qu’au moins l'une des conditions
suivantes est satisfaite :

(Al. FEtant donné x1,29 € X et {y1,...,ym} CY il existe
T e X tel que
(A) pour tout j € [m].
A2.  FEtant donné y1,y2 € Y et {z1,...,z,} C X il existe
yeY tel que
L pour tout i € [n].

(B) Bl. La famille {f,}zex est F-conveze.
B2. La famille {g,}ycy est F-concave.

Cl. X et Y sont convezes.
(C) C2. x— f(x,y) est convexe sur X pour touty €Y.
C3. y— g(x,y) est concave surY pour tout x € X.

Alors, quels que soient {x1,...,x,} C X et {y1,...,ym} C Y, linégalité
sutvante est vérifiée :

Inf Max f(z,y,;) < Sup Min g(z;,y) .
:cEXje[m]f( y]) yegie[n]g( y)

Preuve. Evidemment, il est suffisant de démontrer le théoreme dans
le cas ou (A) est vérifié. D’apreés le Lemme 1, il suffit de montrer que
la propriété (ii) du lemme est vérifiée. Donnons-nous alors deux systémes
{z1,...,2n} C X et {y1,...,Ym} CY. Nous allons montrer qu'il existe £ € X
et y € Y tels que pour tout i € [n], j € [m] on a f(Z,y;) < g(x;,y) + .

En effet, pour chaque o = (ay,..., ) € A" tet 8= (B1,...,8nm) €
A™=! posons

Gla, ) =D aifif(i,y;).

i=1 j=1

Evidemment, la fonction G : A"~ x Am~! — R vérifie les conditions du
théoreme de minimax de von Neumann. D’apres ce théoreme, on peut
trouver @ = (Q1,...,0,) € A" Let B=(B1,...,8n) € A™ ! tels que

~

(1) G(@a,p) < G(a,B) pour tout (a,f) € A"t x A™L,
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En utilisant (1) et la définition de G on obtient aisément

(2) Maxzazf (i, 45) <Mm2ﬂg (i, 95) <Mm2ﬂgg (i, 95)

Jj€[m]

Choisissons @ = (ay,...,a,) € A1 B = (51, .. .,Em) € A™1 avec tous
les ;, §; rationnels dyadiques tels que

n n
Y @if(wiy;) <Y a@if(wi,y;) +¢/2  pour tout j € [m],
i=1 =1

Zﬁ]g zi, Yj) §Z g(zi,y;) +€/2  pout tout i € [n].

3)

Par les hypotheses Al et A2 il existe 7 € X et 7 € Y tels que

f(/.'E\, y]) S Z&zf(xlvy]) pour tout ] € [m] )
i=1
(4)
g(z;,7) > ZBJg x;,y;) pour tout i € [n].

Cela étant, fixons arbitrairement i € [n] et j € [m]. En utilisant (1)—(4) on
obtient

f(x yj <Za1f xz,y])+5/2<M Zazf a:z,y])—i—E/Q

=1
m
<}\é{171312ﬂ]g$“y])+5/ <> Biglzi,y;) +¢/2
j=1

< Z/ng(xiayj) +e<glxi,y) +e.
j=1

La preuve est complete.

Le lemme suivant nous servira a tirer les conséquences du théoreme prin-
cipal.

LEMME 2. Soient X et Y deux espaces compacts non vides et f,g
X xY — R deux fonctions numériques telles que :

(a) z — f(z,y) est semi-continue inférieurement sur X pour touty € Y

(b) y — g(z,y) est semi-continue supérieurement sur Y pour tout € X .
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Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

Quels que soient {x1,...,z2,} C X et {y1,...,ym} CY,
linégalité de minimaz suivante est vérifiée :

()

Inf Max f(z,y,;) < Sup Min g(z;,y).
acEXjE[m}f( y]) ye}lf)ie[n}g( y)

Linégalité de minimax suivante est vérifiée :

() Inf Sup f(z,y) < Sup Inf g(z,y).
zeX yey yeY zeX
En s’aidant du Lemme 2, on obtient, du théoreme principal, les résultats
suivants.

COROLLAIRE 1. Soient X etY deux espaces compacts non vides et f,g :
X xY — R deux fonctions numériques telles que :

(i) f(z,y) < g(x,y) pour tout (z,y) € X X V;
(ii) x — f(z,y) est semi-continue inférieurement sur X pour touty € Y;
(i) y — g(x,y) est semi-continue supérieurement surY pour toutx € X.

Supposons en plus qu’au moins 'une des conditions (A), (B), (C) du théo-
reme est vérifiee. Alors
Inf Sup f(z,y) < Sup Inf g(x,y).
T y y T
COROLLAIRE 2 (Nikaidé—von Neumann). Soient X et Y deux convezes
compacts non vides et f: X XY — R une fonction numérique telle que :

(i) x — f(z,y) est semi-continue inférieurement et convexe sur X pour
touty €Y et

(ii) y — f(z,y) est semi-continue supérieurement et concave sur Y pour
tout x € X.

Alors
Inf Sup f(x,y) = Sup Inf f(x,y).
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