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Opérations de Hausdorff itérées
et réunions croissantes de compacts

par

Sylvain Kahane (Paris)

Abstract. In this paper, motivated by questions in Harmonic Analysis, we study the
operation of (countable) increasing union, and show it is not idempotent: w; iterations
are needed in general to obtain the closure of a class under this operation.

Increasing union is a particular Hausdorff operation, and we present the combinatorial
tools which allow to study the power of various Hausdorff operations, and of their iterates.
Besides countable increasing union, we study in detail a related Hausdorff operation, which
preserves compactness.

Introduction. L’origine de ce travail se situe dans la tradition de I’étude
des classes d’ensembles minces apparaissant naturellement en Analyse Har-
monique et de leur stabilité par les opérations de réunions finies ou dénom-
brables. Une partie de ce travail est exposé dans ma These de Doctorat
dirigée par Alain Louveau [6].

Le probleme initial est ’étude de la stabilité par réunion dénombrable
croissante de diverses classes d’ensembles minces; la question de la stabilité
par réunion croissante de la classe des ensembles de convergence absolue a
été posée par J. Arbault en 1952 [2]. Ce probleme est résolu dans [7] grace
aux outils développés ici.

Pour construire le stabilisé par 'opération de réunion croissante (dénom-
brable) d’une classe C donnée, considérons les réunions de suites croissantes
(pour l'inclusion) d’éléments de C; elles constituent une nouvelle classe, notée
C", qui n’est pas, en général, stable par réunion croissante. Mais en itérant
w1 fois 'opération T, nous obtenons la plus petite classe stable par réunion
croissante contenant C. B. Aniszczyk, J. Burzyk et A. Kaminski ont montré
I'existence d’une classe pour laquelle il est nécessaire d’itérer w; fois I'opéra-
tion T avant d’obtenir le stabilisé par réunion croissante [1]. Nous démontre-
rons a nouveau ce résultat par deux méthodes tres différentes. La premiere
(Partie 3) utilise un autre théoréme de hiérarchie, le théoreme de Borel-
Lebesgue sur les classes de Baire, et est proche de celle de B. Aniszczyk,
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J. Burzyk et A. Kaminski. La deuxiéme (Partie 4) est purement combina-
toire et permet d’obtenir un résultat plus fort.

L’opération de réunion croissante est plus compliquée que les opérations
de réunions finie ou dénombrable d’un point de vue combinatoire (c’est la
présente étude) et d’un point de vue descriptif. En effet, dans [3], H. Becker,
S. Kahane et A. Louveau étudient la complexité descriptive de la classe C!
pour une classe borélienne C de compacts et montrent qu’il n’existe pas
en général de procédé simple (borélien) permettant d’obtenir & partir d’un
élément compact de C! une suite croissante d’éléments de C dont il est la
réunion.

Notre objectif principal étant de montrer que des classes existantes ne
sont pas stables par réunion croissante, nous donnerons un procédé pour
construire, a partir d’'une classe C donnée, des éléments dans les itérés de
C par l'opération T. Nous introduirons, en particulier, une opération, notée
P, qui permet de construire des boréliens de petite classe de Baire dans
les itérés de C. L’opération P a la propriété forte de transformer les suites
de compacts en compacts. L’opération P étant liée a l'opération T, elle
permet de construire des compacts dans les itérés d’une classe de compacts
par 'opération de réunion croissante compacte et de montrer 'existence
d’une classe pour laquelle il est nécessaire d’itérer w; fois I'opération de
réunion croissante compacte avant d’obtenir le stabilisé. Ce procédé de
construction de compacts suivant un rang transfini differe completement des
procédés classiques tels que celui de G. Cantor pour construire des compacts
nécessitant une dérivation transfinie pour extraire la partie parfaite ou celui
de A. S. Kechris, A. Louveau et W. H. Woodin [8] pour construire des
compacts de rang coanalytique quelconque dans les o-idéaux de compacts.

Pour une classe héréditaire, ’opération de réunion croissante est équi-
valente a ’opération de limite inférieure ensembliste. Nous serons amenés a
considérer des limites inférieures itérées que nous interpréterons comme des
opérations de Hausdorff dont la base est un filtre de Fréchet itéré. Nous ver-
rons que les comparaisons d’opérations de Hausdorff suivant diverses bases
monotones se ramenent a des problemes combinatoires sur les bases. Nous
introduirons une classe canonique Z qui ne possede aucune propriété de
stabilité par les opérations de Hausdorff. La classe Z contient une suite
d’éléments parfaitement indépendants sur laquelle peut étre comparée la
puissance respective de deux opérations de Hausdorff. Une classe ayant cette
propriété est appelée antistable. Dans [7], on démontre 'existence de nom-
breuses classes antistables naturelles d’ensembles minces, comme la classe
des ensembles de convergence absolue ou celle des compacts de Dirichlet fort.
Les méthodes permettant de passer de la classe Z a des classes d’ensembles
minces demande des outils spécifiques a I’Analyse Harmonique qu’il était
souhaitable de developper distinctement.



Opérations de Hausdorff 171

Nous étudierons également l'opération de réunion asymptotique, i.e.,
Popération de Hausdorff de base le filtre As des parties d’entiers de den-
sité 1, qui est liée a la limite inférieure. Il est courant en Analyse Har-
monique de considérer, pour une classe donnée C, la classe WC des parties
dont les mesures sont portées a e pres par des éléments de C (par exem-
ple, la classe WD des ensembles de Dirichlet faibles). Or la classe WC est
stable par l'opération As. Nous avons ainsi un procédé pour construire
des éléments de WC. Nous verrons qu'’il existe une classe pour laquelle il
est nécessaire d’itérer wy fois 'opération As avant d’obtenir le stabilisé par
réunion asymptotique (Partie 5).

Dans la Partie 1, nous rappelons quelques propriétés simples des opéra-
tions de Hausdorff qui, bien que trés connues, ne se trouvent pas facile-
ment dans la littérature. Les parties suivantes sont consacrées aux lemmes
combinatoires de comparaisons entre itérées d’opérations de Hausdorff, et
aux applications aux opérations de réunion croissante, de réunion croissante
compacte et de réunion asymptotique.

1. Résultats généraux sur les opérations de Hausdorff de base
monotone

a) Définitions. On désignera par w (resp. wp) le premier ordinal infini
(resp. non dénombrable). L’ensemble des entiers naturels sera également
noté w.

On identifiera P(E), ’ensemble des parties de E, avec 2 par la bijection
A+ 14; en particulier, la partie vide de E sera notée () ou 0.

DEFINITION 1.1. On dira qu'une partie F de 2* \ {0} est une base
monotone sur w, si F est non vide et monotone (ou cohéréditaire) (i.e.,

[Ac Fet AC B]= BeF).

DEFINITION 1.2. Soient F une base monotone sur w et (X, )nec, une
suite de parties d’'un ensemble E. L’opération de Hausdorff de base F est
Popération qui & toute suite (X,,),c. associe 'ensemble, noté Hx(X,,), des
x € Etelsque {n cw; z € X,} € F. (Si F est le filtre de Fréchet, on
obtient la limite inférieure ensembliste.)

Si C est une classe héréditaire (i.e., [B € Cet A C B] = A € C) de
parties de E, on note C” la classe des images de suites d’éléments de C par
lopération de Hausdorff de base F, c’est-a-dire

¢’ = {HF(Xn) 5 (Xn)new €C}.

L’opération F désignera I'opération sur les classes C — C7.
Si C¥ =C, on dira que C est une F-classe (de parties de E).
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Nous allons donner des exemples de bases monotones avec les opérations
correspondantes. Dans la suite, C désignera une classe héréditaire de parties
d’un ensemble FE.

EXEMPLES. 1) Posons o = 2 \ {0}.

7 = {X €P(E); I Xn)new €C, X C nLerXn}

= le o-idéal engendré par C.

2) Nous noterons Fr le filtre de Fréchet sur w, c’est-a-dire I’ensemble
des parties cofinies de w. Pour toute suite (X, )new, on a Hr.(X,) =
Umew Nisim Xn. Comme la classe C est héréditaire, la classe C77 est égale
a la classe

= {X € P(E) ; (X, )new croissante C C, X C U Xn}.

new

Attention, C! n’est pas, en général, la -classe (ou Fr-classe) engendrée
par C.

3) Posons U™ ={A €29 ; AN[0,n —1] #£ 0} (n € w).

(n)

cH" = {X S P(E) ; El(Xi)OSi<n—1 Cc(, X C XZ},

cu —¢.

Notons U = UP); les U-classes sont les idéaux (i.e., les classes stables par
réunions finies).

4) Nous noterons P ’ensemble des parties coponctuelles de w, c’est-a-
dire des parties de complémentaire de cardinal < 1. On a P C Fr. Pour

toute suite (X, )new, Hp(Xy) = UmEuj ﬂn;zsm Xn.

PROPOSITION 1.3. Si (X,,)new est une suite de compacts d’un com-
pact métrisable E, alors X = Hp(X,) est compact. Plus généralement,
81 (Xp)new est une suite de boréliens d’un espace polonais E appartenant a
la méme classe de Baire multiplicative IIO (voir Partie 3 pour une définition
plus précise), alors X = Hp(X,,) € I10.

Démonstration. Pour tout z € F/, on a
reXe&Vmew (xeX,ou[Vn#m, e X,]).

L’ensemble X est donc compact (resp. I10), car la classe des compacts (resp.
la classe I10) est stable par intersections dénombrables. =
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5) Nous noterons As I'ensemble des parties de densité 1 de w, ¢’est-a-dire
des parties A de w telles que

=1.

d(A) = lim card(AN[0,n —1])
n— oo n

On a Fr C As et As est un KC,5 de 2. Pour toute suite (X,)ncw,
1 n
Hs(X,) = {:L‘ eFE; lim — E 1x, () = 1}.
TS

Donnons un exemple de As-classe.

PROPOSITION 1.4. S§i C est une classe héréditaire de compacts d’un com-

pact métrisable E, alors la classe WC des parties universellement mesurables
X de F telles que

Yue MT(E), Ve>0, 3K €C, pwX\K)<e

(o MT(E) est I’ensemble des mesures boréliennes positives sur E) est une
As-classe.

Ce résultat est une conséquence simple du théoreme de convergence
dominée de Lebesgue [7]. Remarquons que WC n’est pas un idéal en général
(par exemple WD la classe des ensembles de Dirichlet faibles).

b) Comparaison. Considérons les “llots” I,, = {A € 2¥; n € A} (n € w);
ce sont des ouvert-fermés de 2 pour la topologie produit. Posons

I=|JP).
new
Nous allons voir que Z est ’exemple canonique de classe héréditaire dans la
comparaison des opérations de Hausdorff de base monotone.

PROPOSITION 1.5. Soient F et G deuzx bases monotones sur w. Les
propri€tés suivantes sont équivalentes.

(a) Ip:w—w, ¢ I FCG.
(b) VE ensemble, VC héréditaire C P(E), C* C CY.
(c) FeI9.

Si le couple (F,G) vérifie les propriétés précédentes, on note F < G.

Démonstration. Montrons que (a) entraine (b). Soient E un en-
semble, C CP(E) et (Xp)new € C. Soit x € E; si v € Hr(X,), alors
{new; zeX,}€F. Dapres (a), p H{new; zeX,}={kcw; x e
X, } € G, donc o € Hg(X k). On a bien 7 C CY.

Remarquons que F = Hx(I,,), donc F € Z7, et (c) est un cas particulier
de (b).

Supposons (c); il existe une suite (Xg)rew C Z telle que F = Hg(Xy).
D’apres la définition de Z, il existe une application ¢ : w — w telle que X C
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I,y (k € w). Mais F C Hg(I,x)), car G est monotone. Si A € Hg(I,)),
alors p 1 (A) ={kew; Ae I} €G, donc ¢ 'F C G. Ceci ferme la
boucle. m

Nous allons faire plusieurs remarques sur la relation <.

Remarques. 1) La relation < est un préordre (i.e., une relation re-
flexive et transitive) sur la famille des bases monotones sur w.

On notera < le préordre strict défini par F < G < (F X Get G A F),
= la relation d’équivalence définie par F =G < (F < Get G X F), et L la
relation “étre étranger 4” définie par F L. G < (F A Get G A F).

2) UM est le plus petit élément du préordre < modulo = et UM = {w}.

3) P est le successeur immédiat et unique, modulo =, de U M) pour le
préordre < [7].

4) o est le plus grand élément du préordre < modulo =.

5)Ona P<Fr<As, Fr LU et As L U.

6) On a P < U, et, plus généralement, si G est une base monotone sur w,
compacte pour la topologie produit sur 2¢, alors G < U™, pour un certain
n e w.

En effet, sinon pour tout n € w, il existe un A4, € G tel que A, N
[0,n — 1] = 0. Mais A,, - 0et 0&G.

7) Il n’existe pas de base monotone F telle que pour toute classe hérédi-
taire C, la classe C” soit I'idéal engendré par C.

En effet, sinon F € 77 = Unecw Iwn), et F <U™, pour unn € w, ce qui
est une contradiction puisque les U (") sont strictement croissants pour <.

¢) Dualité

DEFINITION 1.6. A toute partie F de 2“, on associe son dual F défini
par

F={Ae2*; A°c F°}.

Remarque. Soit F une base monotone sur w, (X, )nec, une suite de

parties de E et x € F; alors

g He(X,) e {new; o ¢ X,} € F.

EXEMPLES. Calculons les duaux des exemples usuels : ¢ = {w}, Frest
lensemble des parties infinies de w, As = {4 € 2¥ ; ds(A) =
limsup,,_,, card(AN[0,n[)//n > 0}, UD =UD UM = {A € 2 ; [0,n]
CA}et P={A€2¥; card(A) > 2}.

__ Remarquons que la dualité n’est pas compatible avec =<, puisque As =
Fr={b}.

Rappelons qu'un filtre (resp. une grille) est une base monotone vérifiant
[(Ae Fet Be F)= ANB € F| (resp. [AUBe€ F= (A€ FouB € F)]).
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PROPOSITION 1.7. (1) Pour toute partie F de 2%, on a :

(a) F = F.

(b) F est monotone si et seulement si VA € F, VB € F,ANB#0. En
particulier, si F est une base monotone sur w, alors F= {Be2v;VAec
F, ANB #0} et F est une base monotone sur w.

(c) F est un filtre si et seulement si F est une grille. Dans ce cas,

o~

FCF.
(2) Soient F et G deuzr bases monotones sur w et ¢ : w — w. Alors,
0 Y F C G si et seulement si oG C F. En particulier,

FAG&Vo:w—w JAEG, (A e F.

Les propositions de (1) sont classiques [4] et la démonstration de (2) ne
présente pas de difficulté (a4 noter que le fait que F et G soient monotones
est essentiel).

d) Composition. Nous allons voir que la composée de deux opérations
de Hausdorff est encore une opération de Hausdorff. Fixons une bijection
() :w? — w. Posons, pour tout A € 2¥ et n € w,

A, ={kecw; (nk)ecA}.
DEFINITION 1.8. Soient F et G deux bases monotones sur w. On pose
FGg={Aec2*; {ncw; A, €G} € F}.

Remarquons que F ® G est définie & une permutation sur w pres, ce qui
n’influera pas sur les propriétés élémentaires qui suivent.

PROPOSITION 1.9. Soient F et G deux bases monotones sur w.

(a) F®G est une base monotone sur w.

(b) Soient E un ensemble et (X, )new C P(E); alors
Hrgg(Xn) = Hno p[Hr—g(X(n,r)] -

En particulier, si C C P(E), alors C*®9 = (C9)7.
(¢c) La loi ® est associative.
(d) La loi ® est compatible avec la relation <.

() FRG=F®G.
PRrOPOSITION 1.10. U ® Fr < Fr ®U, i.e., il existe une classe C telle

que (CTY soit inclus strictement dans (CY)1. En particulier, la loi ® est
non commutative.

Remarque. Dans la pratique on visualisera F ® G comme un sous-
ensemble de w?.
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L -Q
L. -—--Q

—>
L _--Q

\ 4

Démonstration. Pour tout A € 2*, on a
AEQ@ﬁ@{nEw; Aneﬁ“}éﬁ@Ag et Ay infinis,
Aeﬁ@ﬁ@{new; Aneﬁ}efr

< A, D {0,1} pour une infinité de n € w.

A4

D
01

Considérons ¢ : w? — w?, (n,k) — (k,n). Comme go(j:\r ®U) C Ux Fr,
onaldRQXFrFrU.

N Irpiersement, montrons que pour tout ¢ : w
U Fr tel que p(A) & FreoU.

Considérons I'application ¢r; qui a u € w* associe la premiere coor-
donnée de ¢(u). Si ¢r1({0} x w) ou ¢ri ({1} x w) est fini, il suffit de
prendre A = {0,1} X w. Sinon, on peut choisir Ay et A; infinis tels que
e ({0} x Ag) N1 ({1} x A1) = 0 et que les applications f; : A; — w,
k — @i, k) (i =0,1) soient injectives; alors A = J,_ ,{i} x 4; convient.

En conclusion, Fr @ U AU R Fr. m

Remarque. Onaméme PRU AU R Fr.

2 5 w?, il existe un A €

2

2. Itérations d’opérations de Hausdorff. En général, le stabilisé
d’une classe de parties par une opération de Hausdorff n’est pas obtenu du
premier coup et il est nécessaire d’itérer 'opération de Hausdorff.

DEFINITION 2.1. Soient F une base monotone sur w et C une classe
héréditaire de parties d’'un ensemble E. Définissons, par récurrence sur
l'ordinal o, la classe C*% :

CO]—' -C C<a.7-' _ U Cﬁ]—' Ca]-' _ (C<a]-')-7: Coo]-' _ C<w1.7-"
<
Le rang de C pour 'opération F est rgx(C) = inf{a < w; ; C*F =C>} et
la hauteur de F est ht(F) = sup{rg(C) ; C}.

Remarques. 1) C®7 est une F-classe; c’est le stabilisé de C par
lopération F.
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2) ht({w}) =0, ht(o) = 1, ht(Uf) = w.
F®..QF
———
3) Pour tout n € w, C"F =C n fois
4) En général, pour « infini, C*F ne s’obtient pas par I'opération d’une
base monotone sur la classe : par exemple, C*“, qui est I'idéal engendré par
C, ne peut étre obtenu par une telle opération (Remarque 1.b.7).

Nous allons voir que néanmoins les bases monotones sur w s’introduisent
naturellement dans 1’étude de C**.

On appelle suite fondamentale associée a 'ordinal dénombrable o > 1
toute suite ([&]y)new vérifiant : sia = +1, [a], =0 (n € w); si o est un
ordinal limite, [a], / a.

DEFINITION 2.2. A tout ordinal «, on associe un arbre T, de w<¥
étiqueté par des ordinaux < « et défini par Ty = {0} et

Va>1, Vnew, Yuew<, OueT,suecTy,).
L’étiquette en u € T, est notée [a], et est définie par
o =, [a]urn=[[alu]n (€ WSY necw).

On a dans la définition de T}, associé implicitement une suite fondamen-
tale & tout ordinal (ce sont les étiquettes de ses fils dans I’arbre); un méme
ordinal pouvant apparaitre plusieurs fois, on s’autorise a chaque apparition
un choix différent de la suite fondamentale.

Des que « est infini, le choix de T, (ou de son squelette) n’est pas unique.

Remarque. T, est un arbre bien fondé (i.e., sans branches infinies) de
hauteur a.

DEFINITION 2.3. On note Tva I'ensemble des neuds extérieurs de T,,. En
particulier, Tl =wet ZINLH =w X fa.

Soit () une bijection de w? dans w. Nous construisons par récurrence
sur o > 2 une bijection { Vo de T, dans w par :

(Yo ={()et (nu)o ={(n, (U)a1,)) (@>3, n€w, ue wsY).

QEFINITION 2.4. Soient o un ordinal dénombrable > 1, A une partie
de T, et F une base monotone sur w. Le jeu G(F,«, A) est un jeu fini
entierement déterminé a deux joueurs 1 et II. Le joueur I commence et joue
des parties B; € F. Le joueur II répond par un entier n; € B;. La partie
s’arrete quand la suite (ng,...,ny) des coups joués par II appartient a Ty,
(T, est un arbre bien fondé, donc toute partie s’arrete). Enfin, I gagne la
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partie, si (ng,...,ng) € A.
I 11
By e F
ng € By
Bl e F
: niy € By
B, e F
ng € Bk

On appelle F,, 'ensemble des parties A de T, (resp. de w) telles que 1
ait une stratégie gagnante dans le jeu G(F, o, A) (resp. G(F,a, { )71 A)).

Remarque. La définition de F, dépend du choix de T, : il n’y a
pas a priori unicité de F, modulo la relation d’équivalence = associée a <
(Proposition 2.11). Quand il y a lieu de distinguer les différents F,, nous
les noterons Fr,. Nous verrons dans les Propositions 2.8 et 2.10 que pour
Fr et As les itérés ne dépendent pas du choix de T,.

PROPOSITION 2.5. (a) F, est une base monotone sur w.

(b) Si F est un filtre (borélien), alors F, est un filtre (borélien).

(c) Fi=F et Fog1 =F @ Fqu.

(d) Si F est borélienne, F.=F = {AC T.; II a une stratégie gagnante
dans le jeu G(F,a, A%)}.

Démonstration. (a), (b) et (c) se déduisent directement des diffé-
rentes définitions.

Clairement F, = {A; A° ¢ F,} = {A; Il a une stratégie gagnante dans
le jeu G(F, a, A°)}, puisque le jeu G(F, o, A€) est borélien, donc déterminé
(i.e., 'un des deux joueurs a une stratégie gagnante) (théoreme de D. A. Mar-
tin). Soit A € j—"; et s une stratégie gagnante pour II dans le jeu G(F, , A°)
ne dépendant que des coups précédents de II et du dernier coup de I (on
remarquera qu’une telle stratégie gagnante existe bien); on pose

s'(no,...,ni_l) =B; = {8(’!7,0,... ,ni_l,Ci) =n;; C; € .7:}

Alors A € ]/-:a, car s’ est une stratégie gagnante pour I dans G(]? ,a, A) ne
dépendant que des précédents coups de II; en effet, B; € F ,car B;NC # (),
pour tout C' € F, et si n; € B;, (ng,...,n;) est le début d’un élément de A.
Inversement, si A € j-:a et s’ est une stratégie gagnante pour I dans le jeu
G(F,a,A) ne dépendant que des précédents coups de II, on vérifiera que
s(ngy...,ni—1,C;) =n; oun; € B;NC; avec B; = s'(ng,...,n;—1) est une
stratégie gagnante pour II dans le jeu G(F, a, A°). m

PROPOSITION 2.6. Pour toute classe C, C* est la réunion, sur les diffé-
rents choir de T,, des C*To. En particulier, ht(F) = rgz(T).
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Démonstration. Montrons le résultat par récurrence sur a.. Si X €
Co¥, alors X C Hp(X,,) avec X,, € C*7 (a, < ). Quitte & grandir les
Qy,, on peut supposer que (o, )ne, est une suite fondamentale associée a «;
la construction d’un bon T, est immédiate.

On en déduit par la Proposition 1.5 que rgx(Z) = ht(F). n

PROPOSITION 2.7. Soit F une base monotone sur w. Pour tout ordinal
a < ht(F), il existe une classe héréditaire C C P(2¢) telle que rgz(C) = a.

Démonstration. Comme rg,(Z) = ht(F), pour tout o < ht(F),
alors il existe A € 7% \ <27, D’aprés la proposition précédente, il existe
une suite (By,)new d’éléments de 7 telle que A = Hg_(B,). Posons A, =
B,NA (n €w). Alors, A = Hr (A,); en effet, si x € A, alors {n ; = €
A} ={n; z € B,}.

Posons C = (J,,c,, P(An). Alors C est contenue dans Z N'P(A) et A €
C*F | donc C*F = P(A) = C>7, car P(A) est une F-classe. Inversement
CCZ,donc A¢C<". On a bien rgz(C) = . =

Revenons au cas du filtre de Fréchet.
On sait que C7" = CT = {X € P(E) ; 3(X,)neo croissante C C, X C
Unew Xn}- Nous noterons CoT = 7™,

PROPOSITION 2.8. Quel que soit le choiz de T, C*T = CF"7«. En par-
ticulier, il existe un unique filtre de Fréchet a-itéré Fr, modulo =.

Démonstration. Considérons un choix de T,, correspondant a une
suite fondamentale ([@],)new- Soit (X, )ne, une suite de parties telle que
X, € C*7% (a,, < a). 1l existe une application ¢ : w — w croissante surjec-
tive telle que a, () < [, (n € w). Alors, on a Hr (X)) € Hrr (Xpm))-
On en déduit, par induction sur «, le résultat. m

Le résultat peut étre également obtenu pour le filtre As.

LEMME 2.9. Soit F une base monotone sur w et o < wy. Si (p)new €t
(& )new sont deux choiz d’une suite fondamentale pour « correspondant a
deux arbres T, et T, alors la condition

(%) Af 1w — w, (VAEJ?, f(A) 6.7?) et (Vn € w, a}(n) < ap)
entraine Fr: = Fr,.
Démonstration. Soit f : w — w telle que pour tout A € ]?, on

ait f(A) € F et pour tout n € w, Oé}(n) < ay,. Alors, pour tout n € w,
./Ta} . = Fa, , donc il existe une application ¢,, : T, — Ta} o telle que

pour tout A,, € .7?%, on ait ¢, (A,) € .7?(1}( -
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Considérons l'application ¢ : T, — T, de la forme ¢(n’u) =
f(n) pn(u); on a immédiatement que pour tout A € Fr,, ¢(A) € Fry,
donc fT(; = fTa' u

PROPOSITION 2.10. Quel que soit le choiz de T,, C**° = CA%Ta. En
particulier, il existe un unique filtre a-itéré As, modulo =.

Démonstration. D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que
pour tout @ < wy et tout choix (ap)new €t (&), )new de suite fondamentale
pour « correspondant & deux arbres T, et T, il existe une application
f:w— wtelle que VA € As, f(A) e As et Vn € w, a}(n) < .

On powrra considérer g(p) = inf{n € w ; o), < a,}, puis ¢'(p) =
inf {2¢g'(p — 1),9(p)} et poser f(n) =inf{k € w; k+g'(p) =n (mod p)},
sig(p) <n<g(p+1). Ona f(n) < p avec g(p) < n, donc a}(n) < ap
pour tout n € w. De plus, les fibres de f sont suffisament réparties pour que
VA e As, f(A) € As; la vérification est laissée au lecteur. m

ProrosITION 2.11. Il n’y a pas unicité des w-itérés de P.

Démonstration. Si a < w; et si (ay,)new et (&, )new sont deux choix
d’une suite fondamentale pour « correspondant a deux arbres T, et TV,
alors pour P, la condition (*) devient

() 3f : w — w injective telle que (Vn € w, a}(n) < ap).

Cette condition ne peut pas étre vérifiée pour @« = w et ag = 0, a1 = 3,
ap,=1,a] =2et a, =a), =n+2 pour n > 2. Dans le cas particulier ou
F =P et a = w, on peut démontrer la réciproque du Lemme 1.9, et on en
déduit que Pr; L Pr,. =

QUESTION. Existe-t-il un filtre borélien pour lequel il n’y aurait pas
unicité du filtre w-itéré 7

3. Théorémes de hiérarchie et classes de Baire. Les exemples de
problémes ot une opération doit étre itérée wy fois sont nombreux en Analyse
(dérivation des compacts par Cantor, totalisation des fonctions dérivées par
Denjoy ...). Nous allons démontrer de nouveaux théoremes de hiérarchie
sur les itérées d’une opération de Hausdorff dont la base est un filtre borélien
libre, en nous ramenant au théoreme de Borel-Lebesgue sur la hiérarchie des
classes de Baire.

Dans les paragraphes suivants, nous exposerons des résultats plus fins,
liant les itérées de deux opérations de Hausdorff distinctes, dont les démon-
strations combinatoires ne peuvent étre a priori déduites de théoremes de
hiérarchie déja existants.

Donnons le résultat principal de ce paragraphe qui est une conséquence
du Corollaire 3.5 et de la Proposition 2.7.
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THEOREME 3.1. Pour tout ordinal o < wq, il existe une classe de par-
ties d’un ensemble dont le stabilisé par réunion croissante est obtenu par
exactement « itérations de l’opération T.

B. Aniszczyk, J. Burzyk et A. Kaminski ont également montré I’existence
d’une classe pour laquelle il est nécessaire d’itérer w; fois I'opération T
pour obtenir le stabilisé par réunion croissante [1]. Le schéma de leur
démonstration est proposé a la fin de ce paragraphe.

Soit E un espace polonais (i.e., métrisable séparable complet). Pour tout
ordinal dénombrable @ > 1, on note X9 (resp. 110, resp. AY) la classe de
Baire additive (resp. multiplicative, resp. ambigiie) des boréliens d’ordre « :

2? = ouvert, Eg = F,, Eg =G0y - - -
1Y = fermé, IT9 = Gs, II3 = F,s,. ..
AY =300,
THEOREME (E. Borel-H. Lebesgue [9], [10]). Si E est un espace polonais

non dénombrable, pour tout ordinal o > 1, X° # I10, i.e., pour tout couple
d’ordinauz (o, 3), avec 1 < a < f < wy, AY\ A% £ 0.

DEFINITION 3.2. Soient F un filtre et (X,,),e, une suite de parties d'un
ensemble E. On note traditionnellement

Hp(X,) =liminf(X,) et Hx(X,)=limsup(X,).
F F

Cette notation se justifie car, comme F C F ,on a
liminf (X,,) C limsup (X,,) .
F F
On dit que X € P(E) est limite suivant F de la suite (X,,)nen €t on
note X = limz(X,,), si liminfr (X,,) = limsup »(X,,) = X.

Si C est une classe de parties de F, on note limz (C) la classe des limites
suivant F de suites d’éléments de C.

EXEMPLES. Pour le filtre de Fréchet, on retrouve la convergence au sens
ensembliste :

X =lim(X,) & X = UNx=NUZx

meEw n>m mew n>m

< (1x,, )new converge ponctuellement vers 1x

et pour As, la convergence en moyenne de Cesaro :

17’L
X =lim(X,) & Iy =lim-Y lx,.
im (X,,) < 1x I’Iln”;;) X
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LEMME 3.3. Soient E un espace polonais de dimension 0 et o un ordinal
dénombrable > 1. On a

Aoy = ;}H: (A7)

Démonstration. L’inclusion de gauche a droite se déduit directement
d’un théoreme de K. Kuratowski (Théoreme 30.4 de [9]). La réciproque
s’obtient en remarquant que, pour toute suite (X,)new, liminfr.(X,) C
limsupz,(X,,), donc limz, (X, ) est obtenue par une opération a-itérée,
ou 'on peut alterner limites inférieures et limites supérieures de maniere a

obtenir la classe de Baire la plus petite : en effet, si (X,,)ne. C II2, alors
liminfz, (X,) € 20,4, et si (Xp)new C X2, alors limsupz,(X,,) € I, ;. m

LEMME 3.4. Soient F et G deux bases monotones sur w et C une classe
de parties (non nécessairement héréditaire). Alors

F=G=1m(C) Clim(C).
F g
Démonstration. Si F X G, alors il existe une application ¢ de w
dans w telle que
VBec2¥, (BeF= ¢ YB)eq).
Mais, on a également (Proposition 1.7(2)) :
VA2, (AeG= p(A)ecF).
On en déduit que si (X, )ne, est une suite d’éléments de C, alors

limfinf(Xn) C 1iIrlginf(X¢(k)) C limsup(X,)) € limsup(X,),
g F

donc limz (X, ) = limg(X,x)) et limz(C) C limg(C). =
COROLLAIRE 3.5. La suite (Fry)a<w, €st strictement croissante pour <.

Démonstration. Sinon, il existe deux ordinaux « et 3, avec 1 < «
< B < wy, tels que Frg <X Fr,. D’apres le Lemme 3.4, on a limg,, (AD)
C limg,, (A?), donc A% C AY, ce qui contredit le théoréeme de Borel-
Lebesgue. =

LEMME 3.6. Si (K, )new est une suite de compacts d’un compact métri-
sable E et F est de classe de Baire X° (resp. II2) dans 2%, alors Hr(K,,)
est de classe X9 (resp. IS ;) dans E.

Démonstration. L’application ¢ : F — 2¥ x+— {ncw; = € K, },
est de premiere classe de Baire; en effet, tout ouvert de 2“ est une réunion
dénombrable d’ouverts élémentaires de la forme I, = {A € 2¥ ; Vn < lg(s),
A(n) = s(n)} ot s € 2<¥ est une suite finie de longueur 1g(s). Alors

red I, e (Vnes (1), re K,) et (Vnes 10), r¢K,),
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donc I'image réciproque par @ de tout ouvert de 2¢ est un F, de E X IC(E)“,
car {(z,K) ; v € K} est un fermé de E x K(E).
Comme Hz(K,) = & 1(F), on a bien le résultat souhaité. m

COROLLAIRE 3.7. St F est un filtre borélien libre, alors lopération F
n’est pas idempotente (i.e., F < F3).

Démonstration. Si F est idempotente, alors, pour tout ordinal dé-
nombrable a > 1, F = F,. Comme, Fr C F, on a Fr, = Fu, donc
Fro = F.

La base F est borélienne d’une certaine classe de Baire g+ 1. D’apres le
Lemme 3.6, si ' est un compact métrisable, alors limz(A?) € Aj. Or 2¥
est un compact métrisable de dimension 0, pour lequel on aurait pour tout
ordinal dénombrable a > 1,

Ag-ﬁ-l = }}E(A?) < li}n(A?) < A%+17
ce qui contredirait le théoreme de Borel-Lebesgue. =

THEOREME 3.8. Si F est un filtre borélien libre, la suite (Fo)a<w, est
strictement croissante pour < (i.e., ht(F) = wy).

Démonstration. Sinon, il existe un ordinal dénombrable o« > 1 tel
que Fo = Fa41. Alors, pour tout ordinal dénombrable 8 > o, F3 = F,,
donc l'opération F, est idempotente, ce qui est impossible, car F, est un
filtre borélien libre. m

Remarque. Rappelons la méthode de B. Aniszczyk, J. Burzyk et
A. Kaminski qui utilise également le théoreme de Borel-Lebesgue : le sta-
bilisé par réunion croissante de la classe

M={(A,B)ec2¥x2¥;3Cec A}, AcCc B}

ne peut étre obtenu par moins de wy opérations.

Par des arguments du genre de ceux du Lemme 3.3, on peut montrer
que {(A,B) € 2 x2* ; 3C € A},,, A C C C B} C M*T et M C
{(A,B)e2*x2v;3Cex),  ,,AcCcCBet3IDell)  , ACDC B,
ce qui permet de conclure immédiatement.

4. Un théoréme de hiérarchie pour la réunion croissante com-
pacte

a) Les résultats. Pour étudier les classes de compacts nous aurons besoin
d’une version plus fine du Corollaire 3.5.

THEOREME 4.1. Pour tout couple d’ordinauz (o, 3) avec 1 < a < 8 < wy,
on a

Ps 2 Fra.
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La démonstration de ce résultat constitue I’élément principal de cet ar-
ticle et sera développée dans les sous-sections b), ¢) et d).

Dans les questions de stabilité, les compacts jouent un role particulier.
Par exemple, N. Bari a montré que la réunion dénombrable de compacts
d’unicité est un ensemble d’unicité, alors que le probleme reste ouvert dans le
cas général (méme pour la réunion de deux Gs d’unicité). D’autre part, une
réunion croissante de compacts de convergence absolue est un ensemble de
convergence absolue [7], mais c’est faux pour des ensembles non compacts :
c’est ce probleme qui a motivé notre étude.

Dans la suite, C désignera toujours une classe héréditaire de compacts
d’un espace métrisable compact E et F une base monotone sur w.

DEFINITION 4.2. On pose
CL=CTNKE)={K cK(E); 3(K)new CC, K = Hr(K,)}.

On en déduit, comme dans la Définition 2.1, les notations C& (a < wy),
C¥7, rgx k(C) et ht(F, K).

Reprenons les notations du Paragraphe 1.b, en remarquant que les I, =
Ae2¥; ne A} (n € w) sont compacts, et posons
{ ; pacts, et p

I=Ink@*)=JK).
new
Remarquons que [ est un ouvert de K(2¢).

Attention, I ne joue pas a priori le role d’exemple canonique dans ’étude
des opérations (F, K) et on a aucun équivalent de la Proposition 1.5.

Nous allons étudier en détail le cas de ’opération de réunion croissante.
Nous noterons C%' = C&F" (a < wy ou o = o), T K(C) = gz, x(C) et
T(C) = rg#,(C).

Remarque. C*P C C?{T.

En effet, d’apres la Proposition 1.3, C& = C”, donc C*7 = C¢F C C?g.

PROPOSITION 4.3. TK(I) =1(I) = wi. En particulier, ht(T, K) = w;.

Démonstration. Il suffit de montrer que pour tout couple (a,f3)
d’ordinaux avec 1 < a < 8 < wi, on a IIBJ \ ZT £ 0.

Notons que Pg = Hp,(I,) € I ? (remarque précédente). Supposons que
Pg € Z°1; alors il existe une suite (Xj)rew C Z telle que Pg = Hr,, (Xi).
Mais par définition de Z, pour tout k € w, il existe un entier n; tel que
Xk - Ink, donc 'Pﬁ - H}'rq (Ink)

Considérons ¢ : w — w, k +— ny. Pourtout A € Pg,ona A € Hz, (I, ),
donc Fro, 2 {k; A€, } ={k; ny € A} = p71(A), ce qui revient & dire
que Pg < N, et qui contredit le Théoréme 4.1. m
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La méme méthode permet de montrer que diverses classes de compacts
liées a la classe des compacts de convergence absolue sont de rang T K égal
a wy ([6], [7])-

COROLLAIRE 4.4. Pour tout ordinal dénombrable

a > 1, il existe une
sous-classe C borélienne (KC,) de IC(2) telle que TK(C) =

1) = a.

Démonstration. Soit K € I;T \ I;O“T (donné par la proposition
précédente). Par définition de I}'g et comme [ est héréditaire dans IC(2), il
existe une suite (K, )ne, d’éléments de INK(K) telle que K = Hp_ (K,) et
qu’a toutes les étapes de l'itération de I'opération P les ensembles obtenus
soient des compacts. Posons C = J,,c,, K(/K,). Alors, C est un K, de K(2¢)
et TK(C) = 7(C) = «a; cette derniere affirmation se démontre comme dans
la Proposition 2.7. =

Un exemple particulierement intéressant est celui de la classe N des
compacts de convergence absolue qui est une ]-classe de compacts (i.e.,
T K(N) = 0) telle que T (N) = wy ([5], [7]). C’est également le cas de
la classe M = M N (K(2¥) x £(2¥)) ou M est la classe introduite par
B. Aniszczyk, J. Burzyk et A. Kaminski.

Ces résultats nous amenent a poser la question suivante.

QUESTION. Quels sont les couples («, 3) d’ordinaux < w; tels qu'il existe
une classe C héréditaire (borélienne?) de compacts vérifiant T K(C) = « et

1(C) =p?

Le probleme pour a > 3 ne se pose que si § > 2 et si la réponse a la
question suivante est positive.

QUESTION. Existe-t-il une classe C héréditaire (borélienne?) de com-
pacts de E telle que Cfg £ C*' N K(E)? Qu'en est-il de la classe I en
particulier?

b) La propriété de séparation. La propriété étudiée ici est essentielle
dans la démonstration du Théoreme 4.1.

DEFINITION 4.5. Soient F une base monotone sur w, A € F et f:
A — w. Considérons le jeu J(F, A, f) infini entierement déterminé a deux
joueurs I et II. C’est IT qui commence.
I IT
o
ni > no

ng 2 Ny
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I et II jouent chacun leur tour un entier supérieur au précédent joué. I
gagne la partie si
f_1< U[n2ian2i+1[) €F.
IS
On dira que F a la propriété de séparation si pour tous A € Fet f: A —
w n’ayant aucune fibre F, I a une stratégie gagnante dans le jeu J(F, A, f)
(ol une fibre est I'image réciproque d’un singleton).

Le choix du terme “séparation” se justifie par la proposition suivante.

PROPOSITION 4.6. Soit (F;, A;, fi)icw une famille de triplets comme ci-
dessus ot I a une stratégie gagnante dans J(F;, A;, fi). Alors, pour tout i €
w, il existe une partie A, € F, incluse dans A; telle que fi(A}) N fi(A)) = 0
pour i % j.

Démonstration. Nous allons faire jouer les différentes stratégies de
I dans les jeux J(F;, A;, fi) a tour de role dans une méme partie. Soit
¢ : w — w une application infinijective (i.e., Vn € w, p~{n} infini).

Soit i € w; supposons les 2i+1 premiers coups (ng, - . ., ny; ) joués. Posons
7 _QO( ) 1{]}0[0 ’L[ {io,...,ik_l}aveci0<i1 < ... <1ip_1 <i. Alors
Pentier no; 41 sera donné par la stratégie de I dans le jeu J(F;, 4;, f;) ot ont
été jOlléS les 2k + 1 coups (ngio,nzio_;,_l, N2y s s M24p_15M24 141, n2i).

Posons, pour tout j € w, A} = fj_l(UiegO—l{j}[nQi,n2i+1[); par con-

struction A} € .7/-:] et les f;(A}) sont deux & deux disjoints. m

LEMME 4.7. Si F est un filtre sur w, A € Foet f:A— w sans fibre .7?,
alors le fait que I ou II commence dans le jeu J(F, A, f) n’a pas d’impor-
tance.

Démonstration. Pour tout n € w, f~10,n[¢ .7?, car F est une grille
et f est sans fibre F, donc l'expression “f~({U,; e, [n2i,n2i41[) € F7 ne
dépend pas des premieres valeurs n; (i € w). m

PrOPOSITION 4.8. §i F est un filtre borélien, alors F a la propriété de
séparation.

Démonstration. Raisonnons par I'absurde et supposons qu’il existe
AEF et f A — w sans fibre F tels que I n’ait pas de stratégie gagnante
dans le jeu J(F, A, f).

L’ensemble {(n;)icw € w* ; Vi € w, n; < nipq et [ (U, ep[n2i, n2it])
eF } est borélien dans w* muni de la topologie produit; en effet, I’applica-
tion @ = f~1:2¢ — W, A fLA, est continue et 'application ¥ : w* —
2“ (ni)icw = UjcwlM2isn2ig1], est de premiere classe, donc la condition
“F7HUiewln2i n2ip1]) € F7 est équivalente & “(n;)ice € (B o W)"LF7 et
elle est borélienne dés que F est borélienne.
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Alors le jeu J(F, A, f) est déterminé (théoreme de D. A. Martin), c’est-
a~dire que I'un des deux joueurs possede une stratégie gagnante. D’apres
notre hypothese, IT possede une stratégie gagnante dans le jeu J(F, A, f),
ou ce qui revient au méme dans le jeu J'(F, A, f), jeu similaire a J(F, A, f)
ou I commence (Lemme 4.7).

Nous ferons jouer I dans le jeu J(F, A, f) suivant la stratégie de II
dans le jeu J'(F, A, f). Mais comme II gagne dans le jeu J'(F, A, f), il

en résulte que [ (U, e, [n2i41, n2ival) € F, donc T H U ewln2i n2iva|)
= AN (f N U;ew[n2i+1, n2i42]))¢ € F C F; nous avons exhibé une stratégie
gagnante pour I dans le jeu J(F, A, f). =

Remarque. Si F est un ultrafiltre, alors F n’a pas la propriété de
séparation.

En effet, le jeu J(F, A, f) n’est pas déterminé, car F = F, donc une
stratégie gagnante pour I permet de construire une stratégie gagnante pour
IT et vice-versa.

c) Démonstration du Théoréme 4.1

Notations. 1) On dira que I passe au i-ieme coup (dans un jeu G(...)),
si I joue B; = w. Dans ce cas, II peut répondre ce qu’il veut.

2) Si F est une base monotone sur w et A € F, nous noterons F(A)
I’ensemble des parties appartenant a F et incluses dans A. .

3) Notons la propriété élémentaire suivante : pour tout A € Fr et toute
application f : A — w sans fibre ﬁ, il existe A’ € .7:\7“(14) telque f: A - w
soit injective. Nous dirons que P est lié a Fr.

Démonstration du Théoréme 4.1. Nous allons montrer par
récurrence sur « que pour tout A € ]:ra, tout ordinal § avec a@ < f < w1,
et toute application ¢ : A — Tg, il existe une partie A’ € Fr ro incluse dans
A telle que p(A’)¢ € Pg, c’est-a-dire que I est une stratégie gagnante dans
le jeu G(P, 3, p(A")°).

On note ¢; l'application de A dans w qui a u € A associe le i-ieme
terme de la suite ¢(u) € Tp. S'il existe A’ € Frq(A) telle que or(A") soit
un singleton, alors I a une stratégie gagnante dans le jeu G(P, 3, p(A")¢) en
jouant ¢r;(A")¢ € P au premier coup et en passant ensuite. Sinon :
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FarT 4.9. Si pour tout A’ € .7:\7“&(14), on a o1 (A’) infini, alors il existe

une partie A’ € j:\ra(A) telle que I ait une stratégie gagnante dans le jeu
G(P,B,p(A)) en passant au premier coup.

Nous allons démontrer le fait par récurrence sur o > 1.

Cas a = 1. Comme P est lié & Fr, il existe une partie A’ € Fr
incluse dans A, telle que ¢ : A’ — w soit injective. Alors I a une stratégie
gagnante dans le jeu G(P, 3, p(A’)¢) en passant au premier coup; en effet,
si ng est le premier coup de II, alors I répondra, pour son deuxieéme coup,
par (¢raler ~H{no}])¢ € P et passera ensuite.

Cas général. Supposons 'hypothese de récurrence vérifiée jusqu’au
rang o (a > 2).
Considérons, pour tout j € w, Papplication f; : A; — w, u— @ (5 u).

Posons J = {j € w ; f; a une fibre ﬁ[a]j}. Deux cas sont a envisager.

ler cas: A'=AnJeFr (i.e., est infini). Pour tout j € A’, il existe
Al e ﬁ[a]j incluse dans A; telle que ¢r({j} x A}) est un singleton noté
{k;}. Considérons I’application f : A — w, j +— kj; pour toutes parties
A" e ﬁ(ﬁ’) on a f(A") € P, sinon il existe 4’ € Fre (A) telle que ¢r(A")
soit un singleton, ce qui est contraire a I'hypothese du fait. Comme P est
lié & Fr, il existe une partie A” € .7:7“(A’) telle que f: A” — w, J +— kj, soit
injective.

De plus a < 3, donc il existe un n € w tel que [B], > «; mais f~1[0,n|
est fini, donc, quitte & remplacer A” par X"\f—l[o, nle Fr,ona pour tout
j e A, [8]k;, > a. Considérons, pour tout j € A" Tapplication pj+ AL —

[ﬁ]k deﬁnle par, pour tout u € A%, o(ju) = k;j"p;(u); par hypothese de

récurrence appliquée a [a]; (< [B]x,), il existe une partie A7 € j:\r[a]j incluse
dans A’ telle que p(A7)° € Pig), -

Posons A’ = {j"u ; j € A", u € A7}, En appliquant I'hypothese de
récurrence, on construit comme précédemment une partie A’ = {j"u ; j €
A ue A7} Alors A’ € j—"\ra(A) et I a une stratégie gagnante dans le jeu
G(P,3,p(A")¢) en passant au premier coup; en effet, si ng est le premier
coup de II, alors il existe au plus un k; égal & ng. Si k; = ng, I jouera a
partir du deuxieme coup avec la stratégie de I dans le jeu G(P, 3, ¢, (A;’ )9),
sinon I passera tout le temps.

2¢me cas: A = A\ J € Fr. Le deuxiéme cas semble plus difficile
car les fj(A;) ne sont plus des singletons, mais ces ensembles peuvent étre
rendus disjoints a I'aide du lemme de séparation.

En effet, Fr est un filtre borélien, donc tous les Fr, sont _des filtres
boréliens : on en déduit que, pour tout j € A il existe A’ € Q o]; inclus
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dans A;j tel que les f;(A}), i € A , soient deux a deux disjoints (propriété de
séparation).

Considérons, pour tout j € A" I'application i Ay = T, ur o(j Mu);
on a ¢;r; = fj. Alors pour tout Bj; € ﬁ[a]j(A;), f;(Bj) est infini, ce qui
permet d’utiliser 'hypothese de récurrence (du fait) au rang [o]; : il existe
une partie A7 € ﬁ[a]j (A}) telle que I ait une stratégie gagnante dans le jeu
G(P, B,¢;(AY)) en passant au premier coup. Posons A" = {j"u ; j € A,
u € AJ}. Alors, A" € ﬁa(A) et T a une stratégie gagnante dans le jeu
G(P,3,¢p(A")¢) en passant au premier coup; en effet, si ng est le premier
coup de I1, alors I jouera pour son deuxiéme coup dans le jeu G(P, 3, p(A"))
le deuxieme coup donné par la stratégie de I dans le jeu G(P, 3, p; (A7)°)
a partir du deuxiéme coup (puisque I a passé au premier coup dans ce jeu)
ou j est 'unique valeur pour laquelle ng € f;(AY), et ainsi de suite. Si
no n’appartient a aucun f;(A .), il suffira a I de passer jusqu’a la fin pour
gagner.

C’est 'obligation de jouer un deuxiéme coup dans la premiere étape de
la récurrence qui nécessite 'intervention du fait dans la démonstration. On
conclut comme dans le premier cas et ceci termine la démonstration du
théoreme. m

d) Démonstration courte d’un Théoréme 4.1 simplifié

PROPOSITION 4.10. Pour tout entier n, on a Ppy1 R Fra.

LEMME 4.11. Soit F et G deux bases monotones sur w. Alors
FARAG=>FRQPAGR Fr.

Démonstration. Soit ¢ : w — w. Montrons qu'’il existe une partie
A€ G® Fr telle que p(A)¢ € F ® P. Rappelons que GoFr =G Fr.
Soit @; 1 w — w, j+ @({i,5))11, ot n = (n[1,n[2) pour tout n € w, et

J={icw; 34 e Fr, 3k; € w, wi(A;) = {ki}}.

Soit f : w — w la fonction qui associe k; a ¢ € J et rien sinon. Comme F A G
il existe A € G tel que f (A ) € F. D’autre part il existe des parties A; pour
tout ¢ & J telles que les p;(A;) soient deux & deux disjoints et les applications
¢; + A; — w solent injectives pour chaque i ¢ J (en utilisant la propriété de
séparation et le fait que P soit lié a Fr). Alors ;o ; ¢i(4:) N (k,.)(w) est
de cardinal < 1 pour tout k € w. Donc A = () U, 7{i} x A; appartient a

G®Fret ©(A)¢ appartient A F @ P. m
Démonstration de la Proposition 4.10. Puisque P A U,

Py=(P®P) A (U & Fr)= Fr. Le résultat s’obtient par récurrence sur
n:osi Py ﬁ Fryp—1, alors Pn+1 =P,®P ﬁ Fro1@Fr=Fr, =
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5. Un théoréme de hiérarchie pour la réunion asymptotique.
Cette section est plus exotique que les précédentes. Son but est d’obtenir
d’autres informations sur le préordre =<, d’autres théoremes de hiérarchie
liant deux bases monotones et d’étudier plus particulierement le filtre As
qui joue un role important en Analyse Harmonique dans 1’étude des classes
de type WC (Proposition 1.4).

a) Un théoréme de hiérarchie

THEOREME 5.1. Pour tout couple d’ordinauz (o, ) avec 1 < a < 8 < wy,
on a Frg £ Asq.

__ LEMME 5.2. Pour tout A € As et toute application f: A — w sans fibre
As, il existe A € As(A) tel que f: A" — w soit finijective (i.e., les fibres
de f sont finies). On dira que Fr est lié a As.

Démonstration. Soit A € As et f A — w sans fibre As. Nous
allons construire par récurrence sur ¢ € w, des suites (a;)icw €t (1)icw
d’entiers telles que

Viewv f[o’az[g [Ovnz[
et A= J((0, a1 [N A)\ F7[0,mi]) € As.
1Ew
Supposons a; et n; construits; la densité de f~1[0,n;[ est nulle, car f n’a
pas de fibre As, donc il existe a;11 € w tel que
_ ds(A
card(([O,aiH[ﬂA)\f l[O,ni[) > (2 ) St -
Nous prendrons n,;11 tel que f(AN[0,a;41]) C [0, n41].
On vérifie aisément que ds(A’) > 1ds(A4), donc A’ € As. De plus,
f+ A — w est finijective; en effet, si n < n;, alors f~Hn} C[0,a;[. =

QUESTION. Existe-t-il une propriété de liaison plus générale telle qu’on
puisse dire que si F et G sont deux filtres boréliens avec F C G (ou F < G)
et si F est lié & G, alors pour tout couple d’ordinaux («, 3) avec 1 < a <
B < wi, on ait Fg A Go?

Démonstration du Théoréme 5.1. Nous allons montrer par
récurrence sur a que pour tout A € As,, tout ordinal 3 avec o < 8 < wy,
et toute application ¢ : A — Tp, il existe une partie A’ € As, incluse dans
A telle que p(A')° € Frg, cest-a-dire que I ait une stratégie gagnante dans
le jeu G(Fr, 3, p(A')).

Le schéma de la démonstration est le méme que pour le Théoreme 4.1 en
remplagant P par Fr et Fr par As. La seule variante se trouve dans le pre-
mier cas de la démonstration du fait : comme on a Fr lié a4 As (Lemme 5.2),
il existe une partie A” € QA(E’) telle que f : A” — w, j — k;, soit finijective.
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En appliquant I'hypothese de récurrence, on construit comme précédemment
une partie A = {j’u; j e A, u e A;’} Alors A’ € As,(A) et 1 a une
stratégie gagnante dans le jeu G(Fr, 3, p(A’)¢) en passant au premier coup;
en effet, si ng est le premier coup de II, alors I jouera l'intersection sur j
avec kj = ng des stratégies de I dans les jeux G(Fr, 3, 9;(A7)°); 1 jouera
bien des éléments de Fr, car U'intersection est finie (car f est finijective) et
Fr est un filtre. C’est pour cette derniére raison qu’on ne peut pas obtenir
Pz £ Asq (voir Proposition 5.4). =

b) Un résultat de non commutativité

PROPOSITION 5.3. Fr® As L As® Fr.

2

Demonstratlon Soit ¢ : w? — w?; montrons qu’il existe un A €

As @ Fr tel que
o(A) & Fr o As.

Considérons pour tout n € w, f,, : w — w, k+— @ri(n, k).

ler cas: Il existe un A € As tel que, pour tout n € A fn a une fibre
A, € Fr. Posons fa(An) = {an}. Sila fonction f: A — w, n — a,, a une

fibre A’ € As, on gagne en prenant A = | {n} x A,. Sinon, comme

EA’
Fr est lié & As (Lemme 5.2), il existe A’ € As incluse dans A telle que
[+ A" — w soit finijective. D’autre part, As A Fr, donc, pour tout n € A,
il existe A/, € Fr incluse dans A,, telle que ¢, (A]) & As ot ¢, : A, — w,

ki ppa(n,k). Alors A=, 5{n} x A, € As® Fr et p(4) & Fr o As;

en effet, {a € w ;(p(A)), € As} = 0, car As est une grille, et, pour tout
a €w, (p(A))a = U,ep-1{a) Pn(4y) avec f~Ha} fini.

2¢me cas : Il existe une partie A € As telle que, pour tout n € ﬁ
fn 1’a pas de fibre Fr. Comme Fr_a la propriété de séparation, il existe,
pour tout n € A, une partie A4, € Fr telle que fn( n) N fn(Am) = 0 pour

n # m. En prenant pour tout n € A Al e Fr incluse dans A, telle que
era({n} x A;,) & As et en posant A = U, ezint x Al | on aura la conclusion
désirée.
On a montré que Fr® As A As® Fr. Inversement, considérons ¢ : w —
2 ¢t montrons qu'il existe un A € Fr @ As tel que w(A) & As @ Fr.

ler cas: Il existe un A € As tel que, pour tout n € /T fn a une fibre
A, € Fr. Posons fn(An) = {a,}. Sila fonction f A — W, N =, &
une fibre fr c’est évident; sinon, il existe A" € Fr incluse dans A telle
que f(A’ ) & As et f : A' — w soit injective. On conclut en prenant

A=U, _zAn} x A,.
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2¢me cas : Sinon, il existe une partie A € Fr telle que, pour tout
n € A, f, n’a pas de fibre As. D’aprés la propriété de séparation pour As,
il existe, pour tout n € A, un A, € As tel que f, : A, — w soit finijective
et les f,(A,), n € A, disjoints deux a deux. La conclusion est immédiate.

Ceci démontre que As @ Fr A Fr @ As. =

c) Un résultat de non liaison. Dans la section précédente, on a montré
que ht(7 K) = w; par U'intermédiaire de l'opération P qui a la particularité
de transformer les suites de compacts en compacts. Nous allons voir que la
méme méthode ne peut étre appliquée au calcul de ht(As, K). La raison en
est que :

PROPOSITION 5.4. Pour tout ordinal dénombrable o > 1, on a P, =< As.

QUESTION. Existe-t-il une base monotone F compacte incluse dans As
(ou mieux dans Fr) telle que Fy A As?

Une réponse négative a cette question enléverait tout espoir de calculer
ht(As, K) par une méthode similaire au calcul de ht(T, K).
Nous allons terminer par la démonstration de la Proposition 5.4.

DEFINITION 5.5. On définit sur 2 un ordre partiel < par, pour tout
A, Be2¥,

A< B&Vnew, card(AN[0,n]) < card(BN[0,n]).

On appelle borne inférieure (pour < sur 2¢) d’une base monotone F,
I’ensemble A € 2“ défini par

Vn € w, card(AN[0,n]) =inf{card(BN[0,n[); B € F}.

On dit qu'une bijection { ) de w? sur w est parfaite, si ((n,)w)new
est décroissante pour < et les applications (n,-) : w — w sont croissantes
(n € w).

EXEMPLES. 1) La borne inférieure de P est w \ {0} = 01¥. Si F =
{1"0™1%; n € w}, alors la borne inférieure de F est (01)“, pourtant F = P.

2) La borne inférieure de Fr est () = 0%.

3) Si F est une base monotone compacte (dans 2*) contenue dans Fr,
alors la borne inférieure de F appartient a Fr.

En effet, supposons que la borne inférieure A de F est finie de cardinal
k; pour tout n € w, il existe une partie B,, € F telle que card(B,, N[0,n[) =
card(AN[0,n[) < k. Par compacité, (B),)nc. a une sous-suite convergente de
limite B € F; mais, pour tout n € w, card(BN[0,n[) < k, donc card(B) < k,
ce qui n’est pas possible.

Rappelons que F,, est construit sur T, et que F, est envoyée sur w en
construisant par récurrence sur « une bijection de T, dans w a 'aide d’une
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bijection de w? sur w. Quitte & choisir une bijection de w? sur w nouvelle &
chaque étape de la récurrence (ce qui revient a faire une permutation sur w
et qui est compatible avec <), on peut assurer des conditions particulieres
sur F,. Il n’est pas question de modifier T, w, donc il y a bien unicité de la
base F, considérée.

LEMME 5.6. Soient F une base monotone sur w, o un ordinal dénom-
brable > 1 et () une bijection parfaite. Si pour tout 3 < o, Ag est la borne
inférieure de Fg, alors Ay = () {n} x Ay, est la borne inférieure
de Fy.

Le lemme précédant découle automatiquement de la définition d’une bi-
jection parfaite.

n6A1

LEMME 5.7. Soient A € As et (Ay)pew C As. Alors, il existe une
bijection parfaite () de w? sur w telle que A = ( YU, eq {n} x Ay € As.

Démonstration. Pour définir une bijection parfaite ( ), il suffit de
construire une suite (wW))new d’éléments de 2¢ décroissante pour < et for-
mant une partition de w, puis de poser (n,k) = “le k-ieme élément de w(,)”
((n, k) € w?).

Posons f,,(i) = inf{card(A, N[0,])//j :j > i} et f(i) = inf{card(A N
[0,7])//7 ;7 =i} (i,n € w); on a lim; o frn(i) =1 et lim; f(z) =1, car
A, € As (n€w) et A € As.

On définit, facilement, par récurrence sur k, une suite (ig)re telle que

io = 0, ik — ik—l =0 (HlOd k‘) s

T — Th—1 1
Vo <n <k, fn< ? >21 e
Posons wi,y ={i€w; Ik >1, i1 <i<ipeti—ir_1=n (modk)}.
Bien entendu, (w))new est une suite décroissante pour < sur 2¢ et définit
ainsi une bijection parfaite () de w? sur w.
Montrons que A = ( )Une;{{n} x A, € As. Mais, pour tout k,7 € w,
avec 1 < % < ip41,

card(A N [0,i) > card(A N [0,ix]) + F(k) Y fu <zk — zk_l) Zk_:'f
n=0

k

> card(AN[0,ix[) + f(k) (1 - %) (1 —ig) .

Comme f(k) est croissante, cette derniere inégalité est en fait vrai pour tout
i > 1y, donc

A(A) = lim card(A4 0 [0,i[)//i > F(k)(1 ~1//k),

et comme ceci est vérifié pour tout k € w, d(4) =1. =
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COROLLAIRE 5.8. Soit F une base monotone sur w. Sila borne inférieure

de F appartient o As, alors pour tout ordinal dénombrable @ > 1, on a

Fo = As.

On déduit de ce corollaire la Proposition 5.4, car la borne inférieure

w \ {0} de P est dans As.
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