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1. Introduction. Cette étude est consacrée essentiellement a la discré-
pance quadratique T et a la diaphonie F' des suites de van der Corput
généralisées (voir les paragraphes 2 et 3 pour les définitions); elle est pa-
rallele & celle, menée une dizaine d’années plus tot par 'un des auteurs, sur
la discrépance extréme et publiée au Bulletin de la S.M.F. [6]; elle est réalisée
selon le méme schéma : détermination de formules exactes sous forme de
séries pour les mesures d’irrégularités de distribution étudiées, puis com-
portement asymptotique précis de ces mesures, avec prospection poussée a
la machine; elle couvre la totalité des travaux effectués précédemment sur
le sujet ([1], [12] & [16]). Les résultats détaillés font I’objet du paragraphe 4;
nous en donnons ici un apercu en les situant dans leur contexte historique, en
relation avec 'autre famille de suites & faibles irrégularités : les suites (n«).
Notons que les paragraphes 2.2, 3.2 et 3.3 ne sont pas nécessaires pour
aborder le paragraphe 4.

Etant donnée une suite infinie X a valeurs dans [0, 1], posons

t1(X) = limsup(T(N,X)/Log N),

— 400
t2(X) = limsup(T?(N, X)/Log N) et
N——+oco
f(X) = limsup(F?(N, X)/Log N).
N—+o00

Définissons alors les constantes
po=inft (X)), pp =infta(X) et v =inf f(X),

ou X parcourt I’ensemble des suites infinies de [0, 1]. On sait déja grace au
théoreme de Roth [7] que pg > 0.00002, et Proinov [12] a annoncé en 1986
que v > 0.0002.

Pour les suites (na), Proinov [11] a le premier montré que ps et v sont
finis : « étant le nombre d’or, il obtient

v < 90.32 et, en symétrisant la suite, ps < 9.16.
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Ces résultats ont récemment été améliorés par Xiao [17] :
v<T75 et pus<0.76,

toujours avec (na) ou « est le nombre d’or. Remarquons que py est nulle,
puisque o est fini.

Pour les suites de van der Corput, on peut distinguer trois familles im-
briquées : la famille originelle des suites Sg dites de van der Corput—Halton,
celle des suites Sy ou agit une permutation o sur les chiffres de la base b
et enfin celle des suites S ot la base B est variable et X est une suite de
permutations associée a B (voir le paragraphe 3).

En étudiant la famille des suites S{, Proinov et Grozdanov ([15], [16])
ont trouvé des majorations pour t2(S{) et f(S%), les meilleures de ces ma-
jorations obtenues pour b = 2 conduisent a

v<14.24 et py <1.45 (grace a la suite symétrisée pour pus).

Toujours dans la méme famille et pour b = 2, une amélioration a été donnée
par Proinov et Atanassov [14], avec v < 1.59.

Notre bonne maitrise des mesures d’irrégularités de distribution des
suites Sy nous permet d’obtenir les meilleurs résultats actuels : nous avons
des formules exactes pour ¢1(Sy) et f(Sy) qui fournissent d’une part, les
majorations

r<1316 et pu2<0.134

(avec la base b = 19 et une permutation bien choisie) et, d’autre part, une
autre preuve que gy = 0 (avec limy_ 1o t1(S7") = 0, out 0, est optimale
pour 7).

En outre, nous sommes en mesure d’effectuer le calcul explicite de f(S7)
et t1(SE).

Enfin, s’agissant de la famille des suites S7, nous avons des formules
exactes sous forme de séries pour T2 et F?; nous retrouvons ainsi des
résultats obtenus par Proinov et Atanassov ([1], [13], [14]) que nous com-
plétons par la construction de familles de contre-exemples relatifs a des
conditions suffisantes pour que T'(N, S%) et F%(N,S%) soient de I'ordre de
Log N.

Les paragraphes 5, 6, et 7 sont consacrés respectivement aux démonstra-
tions des formules exactes, des estimations asymptotiques et enfin a I’étude
numérique de cas particuliers.

La plupart des résultats ont été annoncés dans les trois notes aux
Comptes Rendus de I’Académie des Sciences ([3]-[5]).

2. Mesures d’irrégularités de distribution

2.1. Définitions. Nous donnons ici les principales définitions concer-
nant la discrépance pour une suite quelconque.
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Soient « et [ deux réels de [0, 1]; on appelle intervalle [«, 5[ I'intervalle
semi-ouvert usuel si a < 3, 'ensemble [0, 5[U[a, 1] si @ > § et ensemble
vide si o = 3.

DEFINITION 2.1. Etant donnés une suite infinie X = (z,) a valeurs
dans [0,1], un entier N > 1 et un intervalle [o, 3], I"écart (ou reste a
l’équirépartition) pour [a, ([ est

E([e,, B[; N; X) = A([a, B[; N; X) — Ni([er, B])

ou A([e, B[; N; X)) est le nombre d’indices n tels que 1 < n < N et z, €
[a, B et ou I([ev, B]) est la longueur de [« (].

Pour simplifier, nous noterons E(a, N, X) = E([0,a[; N; X).
Remarquons que

E(lo, B[; N; X) = —E([8,a[; N; X) = E(6,N, X) — E(a, N, X).

DEFINITION 2.2. La discrépance extréme a l'origine de la suite X au
rang N est définie par

D*(N,X)= sup |E(a,N,X)|,

0<a<1
et la discrépance extréme par

D(N, X) = sup [E([o, B[; N; X)].

0<a<B<1

DEFINITION 2.3. Pour un réel p > 1, la discrépance LP de la suite X au
rang N est définie par

DP(N, X) (f|E N, X)|P da) e

Remarque. La discrépance quadratique D(®) est souvent désignée par
T, et la discrépance extréme & origine D* aussi par D).

Une autre notion, introduite par Zinterhof [19] en 1976, est la diaphonie.

DEFINITION 2.4. La diaphonie de la suite X au rang N est définie par

© N » 2 1/2
= (2 mz:l ‘ nz:l exp(QZwmxn)‘ /m2> .

Remarque. Certains auteurs ([9], [11]) divisent par N ces formules de
définition.

2.2. Propriétés. Nous donnons ci-dessous des propriétés que nous
utiliserons par la suite.
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PROPRIETE 2.1. On a les relations
D@ < D@ < D*< D<2D*
ou les réels p et q vérifient 1 < p < q.

PROPRIETE 2.2 (Formule de Koksma; [9], p. 110). Pour toute suite X
et tout entier N > 1, on a

N
2
T%(N, X) = (2(1/2 - xn)> + F2(N, X)/(4n2).
n=1
PROPRIETE 2.3. Pour toute suite X et tout entier N > 1, on a

FA(N,X) =21 [ [ E*([o, B[; N; X) davdf3.

Preuve. La démonstration résulte du fait que

ffE2 B[ N; X)dadB = ff (3,N,X) — E(a, N, X)) dad3

1 1
:2sz(oz,N,X)da—2<fE(a,N,X)dOZ>2,
que ’ ’
1 N
[ E(a, N, X)do = (1/2 - x,,)
0 n=1

et de la formule de Koksma (propriété 2.2). m
PROPRIETE 2.4. Soit une suite X a valeurs dans [0,1]; si a tout réel t
de [0,1[, on associe la suite X' définie par

z, =z, +t (mod 1),
alors

D(N,X')=D(N,X) et F(N,X')=F(N,X).
Preuve. Pour a et 8 réels de [0, 1], posons
o =a+t (mod1) et [ =+t (modl);
on vérifie facilement que A([«, B[; N; X) = A([o/, F'[; N; X'), d’ou
E([a, B[; N3 X) = E([e/, B'[; N; X') .
Pour D, on en déduit la propriété annoncée, en remarquant que

DIN,X")= sup |B([),0[; N; X')
0<a’<p’'<1

car 1 n’est pas terme de X’. Pour F, il suffit de se reporter & la défini-
tion 2.4. m
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3. Suites de van der Corput généralisées et fonctions associées

3.1. Définitions

DEFINITION 3.1 (Suites en base b). Soient un entier b > 2 et X' = (0;);>0
une suite de permutations de {0, 1,...,b—1}; la suite de van der Corput en
base b associée a X, notée S, est définie [6] par

Sy (n) = a;(a;(n)b7 !
=0

ol aj(n) est la jieme décimale de n — 1 développé en base b :
oo
n—1= Zaj(n)bj, avecn > 1et 0<a;(n) <b.
§=0
Remarque. La suite originelle de van der Corput s’obtient pour b = 2
et X = I, suite constante égale a la permutation identique; certains auteurs
appellent suites de van der Corput—Halton les suites Slf .
De la méme fagon, nous noterons Sy la suite associée a la suite constante

Y = (o).

DEFINITION 3.2 (Suites en base variable). Soit B = (b;),>0, avec by = 1
et b; > 2 pour j > 1; la suite de van der Corput en base B associée a X est
définie [6] par

SE(n) = 0;(a;(n)/Bj1
5=0

ou X = (0j)j>0 avec o; une permutation de {0,1,...,bj41 — 1}, B; =
gzo)bi et n—1 = > 7, a;(n)B; (développement en base variable B de
n—1).

DEFINITION 3.3 (Fonction ¢f,). Soit Z7 = (0(0)/b,0(1)/0,...,
o(b — 1)/b); pour tout entier h tel que 0 < h < b — 1, la fonction ¢f
est définie, sur [(k — 1)/b, k/b[, par

- [ A([0,h/b]; k; 27 ) — hx si0<h<olk-—1),
Prn(@) = { (b—h)z — A([h/b,1[;k; Z8) sio(k—1)<h <b

ou k est un entier tel que 1 < k < b. La fonction C,Dg"h, ainsi définie par
morceaux sur [0, 1], est étendue sur R par périodicité.

Remarque. Au couple (b, o) sont donc associées b fonctions ¢f ; =
0,68 15+, ¥5 41 qui sont les clés pour exprimer 'écart E(a, N, S%), d’ou
résulteront les formules pour les discrépances et la diaphonie. Pour cela, il
est commode d’introduire les nouvelles fonctions suivantes.
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DEFINITION 3.4 (Fonctions ¢, ¢, x, 1).

b—1 b—1
Yy = Z Cons Py = Z(Sag,h)Q J
h=0 h=0

2
Xp = E (Pon—wor)” et Yy = sup |@), —@pkl-
0<h<k<b 0<h<k<b

Remarque. Notons que I'on a

Xf =0 —(e)* et W= sup ofyt sup (o).
0<h<b

3.2. Premiéres propriétés des suites S5

Notations. Pour alléger les écritures nous noterons souvent z; = S35 (i),

_SB() X = SB,Y SB? n:(Il,...,ﬂjBQ et Yn:(yla---7an);
nous désignerons par X,, le support de X,, et par Y,, celui de Y,,.

PROPRIETE 3.1. Soient n, i, k trois entiers tels que
1<i<Bp1 e 0<k<b,—
alors

TkB,_1+i = Ti T (On-1(k) — 00-1(0))/ By .

Preuve. Sii—1= Z?jaj(i)Bj, on a

ZJJ a;(i))/Bj+1 + Z ;(0)/Bjt+1

Jj=n—1
et
n—2
kB, i = Y _ 05(a;(i))/Bjs1 + on_1(k)/B, +Zag (0)/Bjt1,
j=0

d’ou le résultat. m

PROPRIETE 3.2. Soient un entier n > 1 et u,v appartenant ¢ Y, _; tels
que v —u = 1/B,_1; alors [u,v] contient b, termes de X,, dont un seul est
terme de X,,_1; si ce dernier terme est d’indice i (1 <i < B,,_1), alors les
by, termes de X,, dans [u,v] ont pour indice kB,,—1 +i ou 0 <k <b, — 1.

Preuve. Cette propriété résulte du fait que les éléments de X,, cons-
tituent les sommets d’un polygone régulier de B,, c6tés inscrit dans [0, 1]
identifié au tore et de la propriété 3.1. m

Remarque. En ordonnant ’ensemble des o,,—1(k) pour 0 < k < b,

0= O'n_l(kio) < O'n—l(kl) < ... < o-n—l(k:bn—l) = bn
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on a

U S ZoB, 1+i < Thy By q+i < oo < Thy, —1Bp_1+i < V-

L’ordre des points de X, dans [u,v] est donc le méme que celui des points
de Z;"~" dans [0, 1.

3.3. Propriétés des fonctions associées & un couple (b, o)

PROPRIETE 3.3. Les fonctions ¢, (0 < h <b), o7 et by sont affines
par morceaux et continues; les fonctions ¢f et x7 sont paraboliques par
morceaur et continues.

La démonstration pour ¢f , est analogue a celle des propriétés 3.2 de [6];
les propriétés pour les autres fonctions s’en déduisent immédiatement.

PROPRIETE 3.4. Les coefficients des fonctions ¢f , sont des entiers de
valeur absolue au plus égale a b — 1; de plus,

ofnl Sb/4 et (7,) (k/b) = (03,) (o (k) /D)
ot k est un entier (0 < k < b—1) et ot par convention f' désigne la dérivée
a droite de f.

Ces propriétés résultent directement de la définition des fonctions ¢f ,
et, pour |¢f ;| < b/4, de la propriété 3.2.2 de [6].

PROPRIETE 3.5. (i) La fonction ¢f = Zz;ll ©p p, vérifie
(05) (k= 1)/b) =b((b—1)/2—o(k—=1)) pourk=1,....b;

par suite, on peut reconstituer o avec la donnée de . En outre, on a
k

7 (k/b) =D (9§) (= 1)/b)/b.

=1

(ii) Sur chaque intervalle [(k—1)/b, k/b], les arcs de parabole constituant
le graphe de x§ sont tous translatés d’arcs de la parabole y = b*(b*>—1)x? /12;
en particulier,

g (x) = b*(b* — 1)z? /12 sur [0,1/b].

Preuve. (i) La quantité ¢’'((k —1)/b) représente la pente de la fonction
¢ sur [(k — 1)/b,k/b]; on vérifie facilement que la somme des pentes des
fonctions ¢ donne la formule annoncée. Les pentes de ¢ sont prises une
fois et une seule dans ’ensemble des b((b—1)/2 — k) ou k varie de 0 & b— 1;
grace a la continuité de ¢, les pentes sur chaque intervalle permettent donc
de reconstituer o.

(ii) Rappelons que x = bp — p? et ¢ = Zz;ll(aph)2; il suffit de calculer le
coefficient dominant de y sur chaque intervalle; on s’apercoit alors qu’il vaut
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b2(b? — 1)/12. L’expression de x sur [0,1/b] est enfin obtenue en calculant
x(1/b) = (b* — 1)/12 puisque x(0) = 0. m

4. Résultats

4.1. Formules pour la discrépance et la diaphonie

THEOREME 4.1. Pour tout entier N > 1, on a

*(N, S5) de” Y(N/B)) b+ ¢y (N/ By (N/By)/ (bib;) -
i#]

THEOREME 4.2. Pour tout entier N > 1, on a
F2(N,S5) = 4n> S X~ (N/B,) /B2
j=1

THEOREME 4.3. Si I désigne la suite des permutations identiques en base
variable B, pour tout N > 1, on a

DW(N, 8L = ngb (N/B;)/b;

j=1

La propriété 2.4 nous a conduit a étudier ’effet d’une translation modulo
b sur une permutation o pour la discrépance extréme et la diaphonie de S7 ;
nous obtenons le théoréeme ci-apres.

THEOREME 4.4. Soit | un entier tel que 0 < | < b; étant donnée une
permutation o, soit T la permutation définie par

7(k) =0(k)+1 (mod b) pour 0 <k<b—1;
on a alors
D(N,S{)=D(N,S]) et F(N,S7)=F(N,S]).

Remarque. La suite S] n’est pas translatée modulo 1 de S (voir la
fin du paragraphe 5.6).

4.2. Estimations asymptotiques
4.2.1. Bases variables

THEOREME 4.5. Pour toute base B, pour toute suite X de permutations
et pour tout p vérifiant 1 < p < 0o, on a

D®P)(N,S5) € O(LogN) si Y b; € O(n)

plus précisément, si Z?Zl bj < Kn et b=infb;, alors
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DW/(N,S85) < D(N,S3) < (K/(4Logb)) Log N + K/4+1,
pour tout N > 1.

THEOREME 4.6. Pour toute base B et toute suite X, on a

F2(N,S%) € O(Log N)  si Zbg € O(n)

plus précisément, si Z b2 < Kn et b=infb;, alors
F?(N,S5) < (C/Logb)Log N + C +7?/3  ou C = (K —b)w*/4.

Remarques. 1. Dans les deux théoremes précédents les conditions
suffisantes sur la base B ne sont pas nécessaires (voir les familles de contre-
exemples données au paragraphe 4.4).

2. Notre constante du théoreme 4.6 améliore un résultat de Proinov [13]
qui obtient C' = (K — 1)7?/3.

3. Le théoreme 4.6 et la formule de Koksma impliquent

T2(N, 8%) = (Z¢”71N/B /b) +O(Log N) si Zzﬂeo

Cette derniére condltlon avait été oubliée dans la deux1eme formule du
théoreme 1 de [3].

THEOREME 4.7. Pour toute base B et pour tout p vérifiant 1 < p < oo,
on a

D®(N,SL) € O(Log N) si et seulement si ij €0(n).
j=1

THEOREME 4.8. Pour toute base B, on a

n
F%(N,SL) € O(Log N) si et seulement si Zb? € O(n).
j=1
Remarques. 1. Les théoremes 4.7 et 4.8 ont été montrés par Proinov
et Atanassov ([1], [13] et [14]); nous les retrouvons ici avec de meilleures
constantes explicites.
2. Rappelons que pour toute suite X, on a F?(N, X) € 2(Log N) d’apres
[12] et T?(N, X) € 2(Log N) d’apres K. F. Roth ([9], p. 105).

4.2.2. Bases fizes
THEOREME 4.9. Si X = (o) est une suite constante, en posant

By = inf sup‘ngb (z/V7) /n)

n>1x€R
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on a

1(SF) = limsup(T(V, 57) /Log N) = 67 /(b Log’).

THEOREME 4.10. Si X = (0) est une suite constante, en posant
":mfsup< X (/b7 n)
n>1xeR Z b / >/
on a
f(S7) = limsup(F%(N, S{)/Log N) = 4n*~7 /(b* Logb) .
N—+oco

4.2.3. Application auzx suites symétriques. Une suite Y = (y,,) est dite

symétrique si, pour tout n, on a
Yon + Yont1 = 1.

Une suite symétrique Y = (y,,) est dite produite par la suite X = (z,) si,

pour tout m, on a Y2, = Ty OU Yont1 = Tpn; o0 nNote alors ¥ = X.
Pour toute suite symétrique Y, on a la relation

‘flE(a,N,Y)da‘:‘g:(l/g_yn) <1/2;
0 n=1

grace a la formule de Koksma (voir la propriété 2.2), on en déduit la propriété
(théoreme A, [15])
T*(N,Y) < (F([N/2], X)/m + a)® +b°

ou a et b sont deux constantes, ce qui permet d’obtenir le théoreme suivant.

THEOREME 4.11. Pour toute suite Sg vérifiant > 15 €0(n), on a
t2(S5) = limsup(T*(N, S5)/Log N) < f(S5)/x*

N——+oc0
et, pour tout N,

T%(N,S5) < 42;{5 "([N/2]/B;)/b? + O(y/Log N) .
7=0
Remarque. L’intérét des suites symétriques pour la discrépance qua-
dratique T' a été remarqué pour la premiere fois par Proinov [11]; il a obtenu
ainsi l'ordre exact de T pour les suites infinies en dimension 1, a savoir
v/Log N. Le probleme est & présent d’obtenir la meilleure constante possible
pour cet ordre de croissance (voir le théoreme 4.17).

4.3. Etude détaillée de cas particuliers en base fixe. Nous traitons
d’abord le cas des suites de van der Corput—Halton pour lesquelles nous
obtenons les limites supérieures exactes relatives a la discrépance D) (pour
1 < p < 2) et aladiaphonie F.
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Nous déterminons ensuite, pour chaque base, des permutations optimales
pour la discrépance quadratique 7" des suites S} .

En ce qui concerne la diaphonie, nous avons d’abord trouvé au moyen de
calculs sur machine les meilleures permutations (actuelles) pour 2 < b < 11,
ces calculs nous ont suggéré un type de bonnes permutations pour b im-
pair, le cas b = 19 s’est avéré étre le meilleur de notre étude numérique.
Nous signalons enfin les retombées de ces derniers résultats pour les suites
symétriques associées.

THEOREME 4.12. Dans le cas des suites de van der Corput—Halton, en
posant

d®(S{) = limsup(D®) (N, 5])/Log N) ,
N—+o00

on obtient, pour p réel (1 < p <2),

AP (81) = (> +b—2)/(8(b+ 1) Logb) si b est pair,
577 1 (b* —1)/(8bLoghb) si b est impair.

Remarque. Ce théoreme a été annoncé par Proinov et Atanassov dans
leur note aux Comptes Rendus [14]; nous le retrouvons ici par nos propres
méthodes.

THEOREME 4.13. Dans le cas des suites de van der Corput—Halton, en
posant

f(Slf) = limsup(Fz(N, Slf)/LogN) ,
N—+o00
on a

F(SD) = 72(b% +b? +4)/(48(b + 1) Logb)  si b est pair,
877 2 (b* + 20 — 3)/(48b% Log b) si b est impair.

Remarque. Le résultat de ce théoreme rend caduques les majorations
obtenues par Proinov et Grozdanov [16] :

F(SH) < 72> — 1)/(3Logh),
Xiao [18] :
F(SI) < 72(b+ 1)2(b2 — 1)/(126° Log b)
et Pages [10] :
F(SE) < 72(1® —1)/(12Logb) .

THEOREME 4.14. Dans la famille des suites S{, les meilleures permuta-
tions pour la discrépance quadratique sont :

— dans le cas b pair, la permutation oy définie par

ooli) = b/2—(i+1) pouri pair (0<1i<b/2),
O\ b2+ pour i impair (0 <1i < b/2),
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oo(i) +op(b—i—1)=b—-1,
cette permutation donne ’estimation
1/(8Logh) < 1(55°) < (b+1)/(8bLogb);
— dans le cas b impair, la permutation og définie par
. (b—1)/2—=(i+1) pouripair(0<i< (b—1)/2),
JO(Z)Z{(b—i— 1)/2+41 pour i impair (0 < i< (b—1)/2),
oo(i) +oo(b—2—1)=b—1 et oo(b—1)=(b—-1)/2,
cette permutation donne l’estimation
1/(8Logb) < t1(S,°) < (b+4)/(8bLoghb) .

Remarques. 1. La constante t1(S;°) tend donc vers zéro alors que
t1(S) = d®(S]) tend vers I'infini quand b tend vers Uinfini (voir théoreme
4.12); cela n’est pas surprenant car l'ordre exact de T est y/Log N. On voit
bien ici I'intérét d’introduire des permutations pour les discrépances.

2. Notons que les permutations w construites par Braaten et Weller
[2] peuvent aussi étre étudiées par notre méthode a I’aide des fonctions ¢
associées. Cette étude montre que

(b—3)/(2bLogh) < 1(S") < (b—1)/(2bLogh).

THEOREME 4.15. Pour 2 < b < 11, la plus faible diaphonie est obtenue
pour les permutations données dans le tableau suivant :

b permutation o minorant de f(Sy) majorant de f(Sy)
2 (01) 1.58209 - - - 1.58209- - -
3 (012) 1.99637 - - - 1.99637 - - -
4 (0213) 1.58200 - - - 1.58209- - -
5 (03124) 1.59440 - - - 1.667

6 (042135) 1.74867 - - - 1.824

7 (0351426) 1.42613 - - - 1.479

8  (03516247) 1.51146 - - 1.636

9 (053716248) 1.37528 - - - 1.451
10 (0472851639) 1.33525--- 1.433
11 (073591842610) 1.43887 - - - 1.592

Remarques. 1. Ces permutations ont été obtenues par recherche
systématique a la machine, recherche facilitée du fait qu’il suffit de considérer
les permutations o telles que o(0) = 0 d’apres le théoréeme 4.4. En fait, pour
chaque base nous trouvons plusieurs permutations donnant le méme résultat.

2. Les résultats pour b = 2, 3 et 4 sont les valeurs exactes de f(S7). Pour
les autres valeurs de b les minorants sont probablement les valeurs exactes
de f(S7); nous n’avons pas jugé utile de mener au bout ces calculs, car nous
avons un meilleur résultat pour b = 19 (voir le théoreme 4.16).
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3. Les permutations obtenues pour b impair inférieur & 11 suggeérent une
famille de permutations donnant, pour toute base impaire, une tres faible
diaphonie; ces familles sont construites selon la régle suivante : ¢(0) = 0,
o((b—1)/2) =1,0(b—1) =b—1, o(i) impair pour 1 <i < (b—1)/2 et
ob—i—1)=o0(i) — 1.

Le meilleur résultat pour 13 < b < 21 est obtenu avec b = 19; il constitue
la plus faible diaphonie actuellement connue, pour cette raison nous avons
mené le calcul a son terme, consigné dans le théoreme suivant.

THEOREME 4.16. En base 19 et pour la permutation
c=(011515931771311261628 14 4 10 18),

on obtient

Am2~7, 382672
S%y) = 19— =1.31574. ..
1(St) 192Log19 ~ 27 x 192 Log 19

Remarques. 1. Pour les autres bases impaires entre 13 et 21, les
permutations obtenues par la méme regle donnent pour minorant de f(S7)
respectivement 1.35..., 1.40..., 1.33... et 1.36... qui sont probablement
les valeurs exactes.

2. Les théoremes 4.15 et 4.16 améliorent les résultats annoncés dans [2].

THEOREME 4.17. Avec les couples (b, o) des théorémes 4.15 et 4.16, on
obtient les majorations suivantes pour la discrépance quadratique des suites
symétriques S{ (voir 4.2.3) :

b 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 19
majorgnt
de t2(Sy) .161 .203 .161 .169 .185 .150 .166 .148 .146 .162 .134

Remarques. 1. En base 2, I’étude directe de ’écart de la suite de van
der Corput symétrique a permis un encadrement tres précis :

089 < t5(S)) < .103 (H. Faure [7]);

le majorant est la meilleure constante actuellement connue pour la discré-
pance quadratique.

2. La majoration du théoreme 4.11 et les constantes du théoreme 4.17
qui en résultent montrent les limites de 'approche de t2(S7) par f(Sy); il
faut une étude spécifique directe des suites symétriques en base b quelconque
pour espérer faire mieux que pour la base 2.

4.4. Familles de contre-exemples pour la discrépance et la dia-
phonie en base variable. Signalons que les résultats obtenus ici résultent
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d’un algorithme décrit par H. Faure [8], permettant de construire des suites
Yy = (0j_1); de permutations telles que

dzj'_i_l < Logb,;/Log2 pour tout j > 1,
ou dj = maxty et 1)y = maxy gogh — miny, gogh et ol 0;_1 est déterminée a
partir de b; par une correspondance dont la construction est la suivante :
— Pour b = 2, prendre o = I,
— Supposons toutes les permutations construites pour b = 2,3,...,0 — 1;
si ' = 2c¢, prendre o définie par

o(l)y=27(h)+k
oul=kc+h, 0<h<c—1,0<k <1etour est la permutation déja
construite pour la base ¢; si b’ = 2¢ + 1, prendre ¢’ définie par
a'(c) =c,

o(k) pour 0 <o(k) <cet0<k<c,
o (k) = ok+1) pour c < o(k)<2cet 0<k <c,
) o(k—1) pour 0 <o(k—1)<cetc<k<2c,

o(k—1)+1 pourc<o(k—1)<2cetc<k<2c
ol o est la permutation déja construite pour la base 2c.

Pour les premieres valeurs de b, on obtient la correspondance :

b2 3 4 5 6 7 8
o (01) (012) (0213) (03214) (024135) (0253146) (04261537)

THEOREME 4.18. Soit B = (b;) une base variable vérifiant les deux hy-
pothéses 2?21 bj & O(n)” et “il existe K > 0 tel que, pour tout entier
n > 2, b, < (H?z_ll b))57: alors il exviste des suites Yo de permutations
telles que, pour N > 1,

D(N,S3°) < (K +1)Log N/Log2+ 1.

Remarque. Ce théoreme, démontré pour la discrépance D, est encore

valable pour les discrépances D* et T' en vertu des inégalités
T(N,S5) < D*(N,S5) < D(N,S5).

Exemples. Nous donnons ici des exemples de base variable B =
(bj)j>1 vérifiant les hypotheses du théoreme 4.18.

1. Avec by = 2 et b; = j pour j > 2, on obtient Y7 | b; ~ n?/2 et on
peut prendre K = 1.

2. Soient deux entiers b > 2 et ¢ > 1; avec b; = b%° et bj = b€ pour
j > 2, on obtient 2?21 bj ~ b+ /(b¢ — 1) et on peut prendre K = 1.

Remarquons que Atanassov [1] a donné comme exemple B = (2%) avec
a,, une suite d’entiers positifs, mais sa suite de permutations X est telle que
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S% coincide avec la suite S de van der Corput en base 2. Il en est de méme
dans notre exemple 2 avec b puissance de 2; ce qui est di a la construction des
permutations associées aux bases puissance de 2 dans 'algorithme précité ou
seule la premiere partie est utilisée; par contre, si b n’est pas une puissance
de 2, on ne retrouve pas la suite Sg.

THEOREME 4.19. Soit B = (b;) une base variable vérifiant les deuz hy-
pothéses “ Z?Zl b? Z O(n)” et “il existe K > 0 tel que, pour tout entier
n>1, Z?Zl(Log b;j)? < Kn”; alors il existe des suites Xy de permutations
telles que, pour N > 1,

F2(N,S83°) < 2n%(Log2) 2K (Log N/Logb + 1) + 72/3.

Remarques. 1. Plus simplement ce théoreme donne
f(S5°) < 27”K(Log2)~*(Logh) "
et, d’apres la propriété rappelée en 4.2.3, il en résulte
tg(gfgo) < 2K (Log2)?(Logb)~".

2. Rappelons que ce résultat est aussi un contre-exemple pour la réci-
proque d’un théoréme de Proinov sur la diaphonie ([13], théoréme 1).

Exemple. Soit B = (b;);>1 définie par by = b, b; = b si j est non
carré, b; = /7 si j est un carré différent de 1, olt b est un entier strictement
supérieur a 1; cette base vérifie les propriétés

n n
Zb? ~n32/3 et Z(Log b;)? < 3(Logb)*n.
Jj=1 Jj=1
Si, dans la conclusion du théoreme 4.19, on se contente de la propriété pour
N assez grand, on peut ramener la constante K de cet exemple & (Log b)?+e.

5. Démonstration des résultats du paragraphe 4.1. Nous utili-
serons les notations et propriétés des paragraphes 3.2 et 3.3.

5.1. LEMME DE DISCRETISATION. Soient n et N deuz entiers vérifiant
1 < N < B, et a un réel de [0,1]; on a alors

E((X,N,Sg) = E(y(a)7N>S§) + (y(OZ) - Oé)N
ot y(a) est défini comme suit : il existe u et v uniques de Y, tels que

u<a<vetv—u= B, etil eviste v unique de X,, tel que u < x < v;

cela étant, y(a) =u sia <z et y(a) =v si a > x.

Preuve. Le choix de y(«) entraine que A(a, N, X) = A(y(a), N, X),
d’ou le résultat. m
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5.2. LEMME DE DESCENTE. Soient n et N deux entiers vérifiant 1 <
N < B,, soient A un entier tel que 0 < A < B,, et Z?:l )\iBanl son
développement en base variable B; alors

E(\Ba,N,S5) = > ¢ 2 (N/B))
j=1

ot les € sont n entiers définis de proche en proche comme suit : €, = 0, =
A et, 511 <5 <mn,

;= Aj + 0j41/bj1 + (9, ) (N/Bjs1) /by,
5j:5j 8i0§5j<bj et EjZO Siéj:bj.

Preuve. La construction de ¢; résulte de la démonstration suivante qui
s’effectue par récurrence de j =n a j = 1.

Le procédé consiste a écrire ’écart sur des intervalles de plus en plus
grossiers avec des suites ayant de moins en moins de points; a chaque étape,
le passage d’un intervalle & un intervalle plus grossier fait apparaitre les
valeurs des dérivées des fonctions ¢f ;. et la différence entre les écarts sur
ces intervalles fait apparaitre les valeurs de ces mémes fonctions.

Le cas N = B,, est trivial car N/B; est entier et A(A/B,, N) = A.

Pour N < B,,, on note N = Z?__ol N, B, (développement en base B).

Etape 1 : Posons y = \/B,; y appartient a Y,,, il existe donc u et v
uniques dans Y, tels que u <y < vetv—u = 1/B, ;. Dapres la
propriété 3.2, il existe un indice ¢ unique tel que x; appartienne & X,,_; N
[u,v] et de plus x;1 N, ,B,_, appartienne & X,, N [u,v].

Siy<xitn,_,B,_,, en posant ¥’ =u, on a

E(y,N,X,) = E(/,N,X,) + Ay, y[; N; X,) =Ny —¢);

lordre des points de X, dans [u,v[ étant le méme que celui des points de
Z{)’:‘l dans [0, 1[ (propriété 3.2), on a

Ay y[; N; X)) = A()\n/bn,Nn_ﬁl,Zg:*l) car  (y—y')Bn_1 = A/bn;
nous obtenons alors, avec €, = A,
E(y,N,X,) = E(y',N,X,,) +¢;" 2 (N/By)
puisque 0< A\, <0o,-1(Np-1)

(ce qui se vérifie en utilisant le développement de z; et la propriété 3.1). De
plus, en posant \' = ' B,,_1, on constate que

N = ()\ + (SOZ:,_E:L)/(N/BH))/bn puisque (SOZ:;;)/(N/BTL) — e
Si Ti+Np_1Bp_1 < Y, €N posant y/ =9, o0n a
A(ly v [N 5 Xn) = A(An/bps 1[Ny + 1, 2707
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pour les mémes raisons que précédemment, d’ou
E(y,N,X,) = E(y',N,Xy) + ;"' (N/B,)
puisque 0p,_1(Np—1) < Ap < by, .
De nouveau, en posant A = y'B,,_1, on a

N'= A+ (g 20) (N/Bn)) /bn

nsEn
mais ici avec (QDZ:;;)/(N/B”) =b, —en.
Avec N' = N — N,,_1B,,_1, nous avons
A(y', N, Xy) = A(Y', Nn—1Bp—1, X»)
+ card{j; Np—1Bn—1 <j <N, z; € [0,y'[}
= A(y',Np-1Bn-1, X)) + A(y', N', X, 1),
d'ou E(y',N,X,) =E(y',N', X,_1).
Finalement, la premiere étape fournit les formules
E(A\/Bp,N,Xy) = E(N/Bp_1,N', Xp_1) + ¢, . (N/By)
avec €, = A, et N’, N définis ci-dessus.
Etape 2 : On commence par vérifier que

n—2

N = Z NiBn 1Bt 46,4
i=1
oW 0p_1 = An_1 +(5n+(cpZ:7;i)’(N/Bn))/bn et 0, = &,, puisque 0 < 9,,_1 <
bp—1 (car 0 < A1 < bp—1).
Sidp_1 =bp_1, comme e, 1 =0, ¢
d’ou
E(A//Bn—h N/v Xn—l) = E()‘”/Bn—2a N/v Xn—l) + @Z::f,€n71 (N//B"_l)

avec

On—2

et sa dérivée sont nulles;
bnflzgnfl

N = ()‘/ + (‘PZ::ign_l)/(N/Bn—l))/bn—l .

Si d,_1 < b,_1, tout se passe de la méme fagon que dans ’étape 1, ou
A, est remplacé par d,,_1; le résultat obtenu est le méme que dans le cas
Op—1="bp_1 avec €,_1 = Op_1.

En posant N = N’ — N,,_oB,,_2, de méme qu’a la fin de I’étape 1, on a
E\N'/B,_o,N',X,, 1) =E\'/B,_2,N", X, ).
(Ellélfr?é du fait que SOZ::f,en,l(N//Bn—l) = SOZ::f,en,l(N/Bn—l)v Iétape 2
E(\/B,,N,X,)
= E(\'/Bp—2,N", Xy 2) + ;" 2. (N/Bn-1) + ¢, 2 (N/By).
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Les étapes suivantes se déroulent de maniere identique a 1’étape 2; au
bout de n — 1 opérations, on obtient

E(\/Bn, N, X,,) = E(01/B1, No, X1) + > _ ¢y M (N/B),
j=2
ce qui fournit le résultat annoncé en remarquant que
E(61/B1, No, X1) = ¢;° . (No/B1) = ¢p° . (N/B1);
en effet, cela est évident si §; = by (1 = 0) et sinon E(d1/B1, Ny, X1) =
E(61/Bi, No, Zgl“) car les suites X, et Zgl” = (z;) sont liées par x; = z; + «
ot a=31%0;(0)/Bjs1 (0<a<1/by). m

5.3. LEMME (ol on explicite les €;). Avec les notations du lemme 5.2,
pour 7 =0,...,n— 1, posons

Aj= Y M\Bn/Bn,

h=j+1
n—1 n—1
vi=3 on(Np)Bn/Bni1 ot N=> NyBy;
h=j h=0
on a alors, pour j =1,....,n—1,
5': >‘j SiOSAjSZ/j,
J Aj—f—l SiVj<Aj<Bn/Bj

et
0 SiOSAjflng,

gj=<p sivi+(p—1)B,/B; <Aj_1 <v;+pBy/Bj pour 1 <p<bj,
0 st Vi + (bj — 1)Bn/B] < /1]‘,1 < Bn/Bj,1 .

Remarque. Les relations sont encore valables pour j = n, avec la
convention A,, = v, = 0.

Preuve. Montrons tout d’abord par récurrence les relations sur les §;
dans le cas particulier ou o; = I pour tout j.

Cas j=n—1:Icd

Ap_1 =Xy =0p =6n, Vp—1=Np_1,
On—1=An—1+ (6n + (go{,msn)/(N/Bn))/bn (voir lemme 5.2)
et
Np—1/bn, < N/B,, < (Np—1+1)/b, .

Si0 < An—l < Un—1, (‘Pimgn)/<N/Bn) —&n Car &p < I(Nn—l) = Nn—l
(voir la définition 3.3); d’ott 6,1 = Ap—1
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Sivep—1 < A—1 < by, (gpgmsn)’(N/Bn) =b,—epcar I(Ny,—1) = Np_1 <
gn (voir la définition 3.3); d’ou 0,1 = Ap—1 + 1.

Cas1 < j <n—1: Supposons les relations sur les § vraies au rang j + 1.
Ici

Aj=Ajp1 +XNj11Bn/Bjv1,  vj=vjy1+ NjBn/Bji1,
85 = Aj + (8541 + (b, e,00) (N/Bj11)) /i

et
Nj/bjr1 < N/Bjy1 < (Nj +1)/bjp1
Si 0 < A; <vj, deux cas se présentent :
Ou bien Aj41 < vjqpq, donc A\j;q < Nj et, d’apres 'hypothese de
récurrence, 0j41 = Ajy1 = €;41; d'ou (‘Pij+1,sj+1)/(N/Bj+1) = —gj41 et
5j = )\j-

Ou bien v;11 < Aj11 < By, /Bjt1, donc Ajy1 < N; et, par hypothese

de récurrence, 941 = Aj41 + 1; comme N; < bjyq, on a nécessairement
i . _ i _

)‘j+1 +1< bj+17 d’ou Ej+1 = )‘j+1 + 1, ((pbj+1,€j+1)/(N/Bj+1) = —¢gjy1 et
5]‘ — )‘j'

Si v; < A; < By,/Bj, en suivant le méme plan on aboutit au résultat
0j = A;+ 1.

Dans le cas général ol les permutations o; sont quelconques, on se
ramene au cas précédent : D’apres la propriété 3.4, on a

(6 o VN Byin) = (9 (N fby)
= (¢£j+1,6j+1)/(0'j (N])/bj+1) Y
d’ou
85 = Aj+ (0ja1 + (b, e00) (05(N;) /b5 11)) /bjn s
on se trouve alors dans le cas des permutations identiques avec

n—1 n—1
N/:ZO'h(Nh)Bh et I/J,- :Zgh<Nh)Bn/Bh+1 =Vj,
h=0 h=j

d’ou les relations sur les §;.

Montrons maintenant les relations sur les €; : Si 0 < A;_; < v, on
a )l =0,dou A1 = A et donc d; =¢; =0. Sil < p < by, ou bien
A; < wj, dou \; = p donc 6; = A; et par suite €; = p, ou bien v; < Aj,
d’ou A\j = p—1donc §; = A\; + 1 = p et par suite €; = p.

Dans le dernier cas, \; =b; —1let d; = A\; +1 car v; < A;, d’olt ; = b,
ete;=0. m

5.4. Démonstration du théoreme 4.1. Pour alléger, nous omettrons
ici d’écrire S3. Nous devons calculer T?(N) = fol E?(a, N)da. D’apres
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le lemme 5.1 dont nous garderons les notations, dans chaque intervalle
[((A—=1)/Bn,A\/By], il y a un et un seul point de X,, noté z/, et, en outre,

E(AN-1)/B,,N)+ ((A—1)/B, —a)N
E(a,N) = si(A—-1)/B, <a <z,
E(A\/B,,N)+ (A\/B, —a)N sizh <a <)/ By;

ces relations nous conduisent a intégrer sur [(A—1)/B,,, 2] et sur [z}, \/B,,].
Le calcul fournit

B B
1 & A N &5 [ A A
=— Y B N) - E( o, N (o) + ), -2
B”)\,l (Bn’ ) B”)\,l (Bn’ ><x/\+$>\+1 B’n)

N2 Bt s 2 A A
a5 2 () (5 -8) (5 -4)
A 2 N2
+ (Bn - 95/A+1> ) + ?(55/13 +(1-2% )%,

formule qui se réduit a

B, B,
T2(N):BLZE2(A/BH,N)—NB (22, — Z (\/B,, N

+ N?2(322 - 32 B + B, ?)/3
car ) — A\/B,, ne dépend pas de A, d’apres la propriété 3.2.
Calcul de A = ngl E(\/By,,N) : D’apres le lemme 5.2,

A= Z Z SOEj,aj (N/Bj) oules ¢; sont fonctions de A, n et N .
j=1 =1
Pour j fixé, en remarquant que A = \yB,,/B1 +...+\;_1B,,/B;_1 + 4;_1,
on voit que I'ensemble des A est partagé en B,,/B;_ classes de B;_; termes
chacune ol A;_; est constant; d’ot1, d’apres le lemme 5.3, quel que soit p
(0<p<b;—1),ej(N) =ppour (B,/Bj)Bj_1 = By/b; valeurs de A. On
en déduit
bj—1

=i( (Bu/b;) Zso"“N/B) ZWIN/B

Calcul de B = Zf;l E?(\/B,, N) : Toujours d’apres le lemme 5.2,

B = ZZ or o P(N/Bj) 2 ) Zsoz’:,; (N/Bi)ey 2 (N/B)).

j=1X=1 1<i<j<n A=1
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De la méme facon que pour le calcul de A, la premiére somme double vaut
Bn 375y ¢y (N/Bj)/b;.

Fixons i et j; rappelons que €;(\) = p pour B,,/B; classes de I’ensemble
des A ol 4;_; est constant; plagons-nous dans une de ces classes; d’apres
le lemme 5.3, ¢;(\) = ¢ pour (B, /B;)/(Bn/Bj_1) = Bj_1/B; sous-classes
de B;_1 termes chacune ou A;_; est constant; d’ou, quels que soient p et
¢, €j(A) =p et g4(X) = g pour (B,,/B;)(Bj-1/B;)Bi—1 = By, /(b;jb;) valeurs
de A. On en déduit que la seconde somme double de B vaut

B, > @y M(N/Bi)gy T (N/By)/(biby)

1<i<j<n

ce qui fournit

B =B, Z‘bd] '(N/B;)/

+2B, > ¢p N (N/Bi)gy T (N/B;)/(biby) -
1<i<j<n
Les résultats étant valables pour 1 < N < B,,, on obtient alors la formule
du théoreme en faisant tendre n vers 'infini; pour cela, il suffit de remarquer
que [py'] < b?/4 d’apres la propriété 3.4, que Z 1 bj/By tend vers zéro
quand n tend vers Iinfini et que z; < 1/B,. =

5.5. Démonstration des théorémes 4.2 et 4.3. D’ apres la formule
de Koksma (propriété 2.2) et la relation Z 1(1/2—2y,)= fo a, N, X) da,
on obtient

(2r)"2F2(N, $5) = T*(N, §%) — (fE (a, N, SB)da)

Comme dans 5.4, on montre que
1

[ E(a, N, S%) da

0 B,

B
=B," Y E(\/Bn,N)+ N(2B,)"" ) ((2A = 1)/Bn — 22}) ;
A=1 A=1

en utilisant ’expression de Zf;l E(\/B,,, N) obtenue précédemment et en
introduisant la fonction y = bp — 2, on obtient le théoréme 4.2. m

Remarquons que pour tout h, @i’ , = 0 puisque

[ (—=h)x size0,h/],
@i,h(x) = {h(l —x) sizelh/b1].

Par suite, d’apres le lemme 5.2, E(\/B,, N, SL) = Z] Lot (N/Bj) est

j>€35
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positif pour tout A; on en déduit que E(«, N, SJIB.) > 0 pour tout «, puisque
E(a,N,SL)=E(\/B,,N,SL)+ (\/B,, —a)N

ou A est défini par (A —1)/B,, < a < A\/B,. D’ou le théoreme 4.3 puisque

Jy Ble. N, Sp)da = Y232, o} (N/B;)/b;. m

5.6. Démonstration du théoreme 4.4. Rappelons que

o
D(N, 57) Zwb (N/V) [6],  F2(N,S7) =4n® ) xg (N/V)/b%,
Jj=1 j=1
o o o4 o 1 o o 2
Yy = sup |opn,—@pul et xp = B Z (Oon—Pon)” -
0<h<h’'<b O<hol <b
Pour démontrer les propriétés, il suffit donc de montrer que I’ensemble des
différences @p — @ est le méme pour les permutations o et 7; pour cela,
du fait que la translation de vecteur (I,1) est une bijection de {0,...,b—1}?
sur lui-méme, il suffit de montrer que ¢y , — ¢, = ¥y, — ¥y h ol hy =
h+1 (mod b) et by = h' +1 (mod b). Les fonctions ¢7 ; étant affines sur
[(k — 1)/b,k/b] et continues, on peut se contenter de vérifier 1'égalité en
k/b (1 <k <b). Or gpbh(k‘/b) E(h/b,k, Z7) d’apres la définition 3.3 et
E([W /b,h/b]; k; Z7) = E([h’l/b, hl/b[;k;ZbT), d’ou le résultat. m
Remarquons que les b premiers termes de Sy et S se correspondent dans
la translation (7(0) — o (0))/(b(b—1)) 4+ 1/b (mod 1) et que cette propriété
n’est plus vraie au-dela, d’ou la remarque suivant le théoreme 4.4.

6. Démonstration des résultats du paragraphe 4.2

6.1. Démonstration des théorémes 4.5 et 4.6. D’apres la pro-
priété 2.1, il suffit de démontrer le théoreme 4.5 pour D. Rappelons que

D(N,S%) Zw"f '(N/Bjy)

0< wo’ P<b;/4et 1/)03 "(z) = (bj — 1)z sur [0,1/b;] (voir [6]).
Soient N et n tels que B,,_1 < N < B,; d’une part,

ZW! '(N/Bj) < K(Log N/Logb+ 1) /4

car (n — 1) Logb < Z 1 Logb < Log N; d’autre part,

S U /B = 3 (b~ DN/B, = N/B, <1
j=n+1 j=n+l

car ici N/Bj < 1/b;; le théoreme 4.5 est alors immédiat. m
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Nous majorons ijj’l par quﬁzj"*l, ij’l vérifiant qSZJ_jil < b3(b;—1)/16,
et nous utilisons la propri¢té 3.5(ii) donnant xj () sur [0,b,]. D’une part,

Zqﬂ Y(N/B;)/b; < (K —b)n/16;

d’autre part,

3 o5 (N/By) /b2 = (N?/12) S (- 1)/B
j=n+1 Jj=n+1

= N?/(12B2) < 1/12;
d’otut le théoreme 4.6, car B,,_1 < N < B, et (n —1)Logb < LogN. m

6.2. Démonstration des théorémes 4.7 et 4.8. Pour le théo-
reme 4.7, il suffit de démontrer que Y7 b; € O(n) si DW(N,SL) €
O(Log N), compte tenu du théoréeme 4.5 et de la propriété 2.1.

D’apres le théoreme 4.3, pour B,,_1 < N < B,

DW(N, SL) ngb (N/B;)/b; _Z% (N/B;)/b;j + N/(2B,,)

car ol (x) = b(b—l)x/Q sur [0, 1/b] (voir la propriété 7.1); d’apres cette méme

propriété, p! atteint son maximum en 1/2; de plus, ¢ (z) > (b* —4)/8 sur

[1/2,1/2+1/b] si b est pair et sur [(b—1)/(2b), (b+1)/(2b)] si b est impair.
Considérons la suite

n—1

Nn = Z[bi+1/2]B

i=0
(ou [z] désigne la partie entiere de x); on vérifie aisément que 1/2 < {N,,/B;}
< 1/241/b; si b; est pair et (bj —1)/(2b;) < {N,,/B;} < (bj +1)/(2b;) si
b; est impair (ou {x} est la partie fractionnaire de x); on obtient alors

Z@b (N,./Bj;)/b; >Z /(8b;) >Zb/8—n/2b)
ou b = inf b;. Par hypothese D(l)(N, SLy < KLog N, d’ou

n n
> b;/8—n/(2b) < KLog N, < KLog B, = K » Logb; .
j=1 j=1
Par convexité de la fonction Log, en posant M, = 2?21 b;j/n, on obtient
M, <4/b+ 8K Log M,, ;
on en déduit que M,, est bornée, c’est-a-dire Y ;. b; € O(n). m
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Remarquons qu’un calcul plus précis donne, pour K > 1, Z?Zl b; <Cp
avec C' =4 + 16K Log(8K Log(16 K Log(8K))) — 16 K.

Grace a la propriété 7.1(iii), la majoration du théoreme 4.6 peut étre
améliorée si X = I; on obtient

F?(N,S%) < (C/Logb)Log N + C' +n%/3 avec C = (K + 8)1?/48,
d’ou la condition suffisante du théoreme 4.8.

Réciproquement, avec la suite (N,,) utilisée précédemment, nous obte-
nons

Xo, (Nn/Bj) = (b — b} = 965 /(b — 1)) /192,
en utilisant la minoration de 7 sur [1/2, (b + 2)/(2b)] si b est pair et sur
[(b—1)/(2b), (b+1)/(2b)] si b est impair (voir propriété 7.1(iii)); en ajoutant
ces inégalités on aboutit, toujours avec b = inf b;, a

> X, (Nu/B)) /8 = (n/48) (Zb2 149/(b = 1)n).
j=1
Par hypothese F%(N,, SL) < K Log N,, et, comme N,, < B, on a
KZLogb > (n2/48) (ZbQ (1+9/(b? ))n);

en posant M, = >."_, b2/n, par convexité du logarithme, il en résulte que

J=1"J
M, <1+9/(b* = 1) + (24K /7*) Log M,, .
On en déduit encore que M, est bornée, c’est-a-dire > " =1 b? €0(n). m

Ici aussi, un calcul plus détaillé donne une constante du méme type que
précédemment pour le théoreme 4.7.

6.3. Démonstration des théorémes 4.9 et 4.10

6.3.1. LEMME. Soit f une fonction réelle bornée; on pose

—sup‘Zf z/b) ’ et a:%r;fldn/n;

z€R

alors on a

a= lim d,/n.
n—-+oo

Preuve. Pour n et m donnés, soient ¢q et r le quotient et le reste de la
division de m par n. En décomposant Z;ﬂ:l f(z/V) en ¢ + 1 sommes, on
obtient

v(n+1)
dp < qdn +d, car ‘ S S/ ‘ ‘ Z ((z/b"™) /)] < d,,.

j=vn+1 =1
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Il en résulte que d,,,/m < d,,/n — (r/m)(d,/n) + d,/m et, en faisant tendre
m vers 'infini,

limsupd,,/m < d,/n  pour tout n,
m— 400

d’ou la propriété annoncée. m

Remarque. Si f est de période 1, en posant g, (z) = Zz;é f(xb), on
a aussi dn, = Sup,¢o 1] |gn(@)]-

6.3.2. LEMME. Soit f une fonction réelle bornée de période 1; avec

gn(z) = Z:;é f(xb®), on a|g,(a/(b” —1))| < va quels que soient les entiers
a et v tels que 1 < a < b”, a étant défini comme au lemme 6.3.1.

Preuve. En remarquant que

(h4+1)r—1 v—1
S flabh /0 - 1) = 3 flab /0~ 1)
k=hv =0

puisque ab”" = a mod (b — 1) et que f est 1-périodique, on obtient

gun(a/(0” = 1)) = ngy(a/(¥” —1)).
On en déduit que

190 (a/(b” = D)|/v < dyn/(vn),

d’out |g,(a/(b¥ —1))|/v < « car pour v fixé d,,/(vn) est suite extraite de
dp/m qui admet « pour limite d’apres le lemme 6.3.1. =

6.3.3. LEMME. Si la fonction f du lemme 6.3.1 est 7, alors o = 37
est strictement positif.

Preuve. Casb = 2 : ¢t = ol = —pJ avec J = (10); par suite,
lg2(a/3)| = 2/3 pour a =1 ou 2, d’ou @ > 1/3 (en fait a = 1/3 d’apres [7],
notamment).

Cas b > 3 : Rappelons (voir propriété 3.5) que

wp(x) =b((b—1)/2 —o(1))(x = 1/b) + (b—1)/2 = 0(0)  sur [1/b,2/0],

d'ot pf (1/(b—1)) =b/2 = a(1)/(b = 1) — 0(0).

Si b est impair, ¢7(1/(b — 1)) ne peut étre nul que si o(1)/(b—1) =
1/2 puisque 0 < o(k) < b — 1; mais alors on aboutit a la contradiction
0(0) = o(1). On en déduit donc que g1(1/(b—1)) # 0 et a > 0 d’apres le
lemme 6.3.2.

Si b est pair, ¢f(1/(b— 1)) ne peut étre nul que si o(1) =0 ou b — 1.

Dans le cas (1) = 0, ¢7(1/(b — 1)) est nul si de plus o(0) = b/2;
il suffit alors de calculer 7 (2/(b — 1)) = b/2 — 20(2)/(b — 1), d’apres la
propriété 3.5; il en résulte que o7 (2/(b — 1)) ne peut étre nul que si b = 4;
reste donc a regarder le cas particulier b =4 et 0 = (2 0 3 1) pour lequel
g2(1/15) = —8/15; on a donc bien a > 0 dans le cas (1) = 0. Le cas
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o(1) = b—1 se traite de maniére analogue : g1(1/(b — 1)) ne peut étre nul

que si 0(0) =b/2—1; alors 7 (2/(b—1)) = (4—0)/2—0(2)/(b—1) ne peut

étrenul que sib =4 et 0(2) =0; en ce cas 0 = (1 30 2) et g2(1/15) = 8/15.
En conclusion, on obtient

a>gi(1/(b—1)) ou a>[g(2/(b—1)) ou 2a > [g(1/(b*—1)),
donc a > 0 dans tous les cas. =

6.3.4. Démonstration du théoréme 4.9. Grace a la remarque
3 suivant le théoreme 4.6, en base fixe, on a

T2(N, 57) (ngg N/H)/b) +O(Log N).

j=1
Soient N et n tels que b™ < N < b"*1; alors

‘ i soZ(N/bj)\SbQ/u‘ f: gog‘(N/bj))ng/sz/z,

en utilisant I'expression de ¢f sur [0,1/b]; d’ot
T?(N, S7) (Zcpb N/bj)/b) +O(Log N) puisque |p§| < b*/4.
Montrons alors que

limsup‘ g goZ(N/bj)/LogN‘ = 7 /Loghb.
N—+oo !~
Jj=1

D’apres le lemme 6.3.1, appliqué a f = ¢f, on a
n
‘ Zapg‘(N/bj)‘/LogN <d,/Log N,
j=1

d’ou f /Log b majore la limite supérieure étudiée.

La fonction \Z _, 7 (x/b)| est continue et b"-périodique, donc elle
atteint son maximum d,, en un point N,, de [b",2b"[; de plus, N,, est entier
car 7 est affine sur les intervalles [(k — 1)/b,k/b]. On a donc une suite
d’entiers (IV,,) strictement croissante telle que

n

dn/((n+1)Logb) < Z (N,,/V’)/Log N,, < d,,/(nLogb),

d’ou

lim > ¢f (N, /b7)/Log Ny, = 57 /Logh,

n—-400 4
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ce qui achéve la démonstration car, d’apres le lemme 6.3.3, 37 n’est pas
nul. m

6.3.5. Démonstration du théoréme 4.10. Grace au théoreme
4.2, pour b" < N < bntt,

n
F2(N, 8) = 4n> Y " xg(N/¥)/b* + O(1).
j=1
De la méme maniere que dans 6.3.4, on a
limsup » 7 (N/b7)/Log N < 7 /Logh.

N —+oco j=1

La fonction x§ atteint son maximum en un point k/b (voir propriété 3.5);
d’ott le maximum de la fonction b™-périodique 2?21 X§(x/b7) est atteint
pour un entier N,, de [b™,2b"[ et on conclut de la méme fagon que dans
6.3.4 avec le lemme 6.3.1. =m

7. Démonstration des résultats du paragraphe 4.3

7.1. Propriétés des fonctions ¢! et i
(1) Pour 0 <k <b-—1, sur [k/b,(k+1)/b],
pi(z) = (b/2)(b— 2k — 1)(z — k/b) + k(b — k) /2;

(ii) i est symétrique par rapport a la droite x = 1/2, elle est maximum
en1/2 et

— si b est impair
eir(z) = (b —1)/8 sur [1/2—1/(2b),1/2 4 1/(2b)],

— st b est pair

(b? = 4)/8 < pp(x) < @5 (1/2) =0°/8  sur [1/2—1/b,1/2+ 1/8];

(iii) pour 0 <k <b-—1,

X (k/b) = k(b — k)(2 + k(b — k))/12;

(iv) X% est symétrique par rapport a la droite x = 1/2;

— si b est impair, sur [1/2—1/(2b),1/2+ 1/(2b)],
X (@) = b2 (0" = 1)(2 — 1/2)%/12 + x4 (1/2)

avec x1(1/2) = (b — 1)(b? + 3)/192;
— si b est pair, sur [1/2 —1/b,1/2],

X (2) = b2 (b* = 1)(z = 1/2)* /12 + b° (2 — 1/2)/8 + x4(1/2)
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et, sur[1/2,1/2+ 1/b],

(@) = B0 — 1) = 1/22/12 = (0 — 1/2)/8 + X1 (1/2)
avec x}(1/2) = b*(b? + 8)/192.

Preuve. Les propriétés (i) et (ii) résultent de la continuité des fonctions
@ et de la propriété 3.5 appliquées a la permutation identique.
Pour les propriétés (iii) et (iv), rappelons que

b—1
Xb =0 (b 1) = (1)?
h=0
et que

[ (b=h)x sizec[0,h/b],
wpn(x) = {h(l —x) siz€l[h/b1];

)

il en résulte

XL (k/b) = (Z] 2+b§lk2j2>/b—k2(b—k)2/4,

ce qui donne, apres calcul, la propriété (iii).

D’apres la propriété 3.5(ii) et la formule précédente, la fonction Xg est
symétrique par rapport & x = 1/2, puisque xi((b — k)/b) = x}(k/b) et que
sur chaque intervalle [(k — 1)/b, k/b] le coefficient en 2% de X} est constant
et vaut b*(b? — 1)/12. La connaissance de x; (k/b) permet aussi d’obtenir
les équations de X,{ sur ces intervalles; nous les explicitons sur les seuls
intervalles qui seront utiles par la suite (intervalles contenant 1/2). m

7.2. Démonstration du théoréme 4.12. D’apres la propriété 2.1, le
théoreme 4.3 et le théoreme 4.9, il suffit de calculer

BL = inf sup(ngb (z/V7) /n)

n>1xER

puisque ¢] > 0. D’apres le lemme 6.3.1,

n—1
i = lim d,/n oud,= sup g,(xr)= sup Z% (xb").
n—+o0 x€[0,1] z€[0,1] .=

Pour calculer d,,, distinguons les cas b pair et b impair.

7.2.1. Cas b impair. D’apres la propriété 7.1, ¢} est croissante sur
[0,1/2 — 1/(2b)], constante sur [1/2 — 1/(2b),1/2 + 1/(2b)] ou elle vaut
(b? —1)/8 et décroissante sur [1/2 + 1/(2b),1]; donc

sup (Zsob (26)) = n(v? — 1)/8,

x€[0,1]
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d’ou le résultat puisque
dV (S8 =d? (S =t,(S{) = (b* — 1)/(8bLogb) .

7.2.2. Cas b pair. Ici, ¢! est croissante sur [0,1/2] et symétrique par
rapport & z = 1/2; le calcul de d,, est plus compliqué que dans le cas
précédent car nous n’avons plus d’intervalle ot ¢! est constante et maxi-
mum. La démonstration se fait par la récurrence suivante suggérée par les
premieres itérations.

Hypothese de récurrence. En posant u, = b(1—(—=b)"")/(2(b+

1)) et I, = [un, unt1] sin est pair, I, = [upy1,uy] sin est impair, on a
2
% stn=1,
e N L R o A e N
"T8b+1)  Ab+1)2 b =

sur I, gn a pour pente p, = b(1—(=b)")/(2(b+1)) ; de plus, les pentes des
fonctions affines constituant g, sont en valeur absolue minorées par |py|.

D’apres la propriété 7.1, I’hypothese est vraie pour n = 1. Pour passer de
n & n+ 1, d’apreés 'hypothese, il suffit d’étudier gn11(x) = gn(z) + i (xb")
sur I,; en comparant les différentes valeurs de

1 (un + (=1)"k/0") = g (un) + (=1)"kpa /0" + o((=1)"k/b),

on constate que la propriété au rang n + 1 est vraie car on obtient u, 1 =
Up + (=0)""/2, a1 = pn — (=0)"/2 et dyy1 = dp + pu(—b)""/2+b%/8. =

7.3. Démonstration du théoréme 4.13. D’apres le théoreme 4.10
et le lemme 6.3.1, il s’agit de calculer

7 = inf sup (be (2/6)/n)

n>1x€R
c’est-a-dire
n—1
lim d,/n oud,= sup g,(xr)= sup ZXZ; (xb").
n— 400 z€[0,1] z€[0,1] E—0

Pour calculer d,,, nous sommes amenés a distinguer les cas b impair et b
pair; dans les deux cas, on élabore I’hypothese de récurrence en s’appuyant
sur les propriétés obtenues pour les premieres valeurs de n, puis on la
démontre en utilisant la relation gn11(x) = gn(z) + xi (xb™).
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7.3.1. Cas b impair (b=2p+1)
Hypotheése de récurrence. En posant u, = 1/2 — 1/(2b") et
I, = [un,1/2], on a
gn(z) = 2 (0* — 1)(z — 1/2)2/12 4+ nx}(1/2)  sur I, ;
en outre g, est dominée par sa restriction a I, a symétrie et translation prés
(du fait de la symétrie de la fonction xi par rapport a la droite x = 1/2).

Remarquons que
dp = gn(un) = nxi(1/2) + (b —1)/(48b°"72),
d’olt limy, 400 dn/n = X1 (1/2), ce qui fournit le résultat du théoreme 4.13
en utilisant la propriété 7.1(iv) et le théoreme 4.10.

Vérification de 1’hypotheése pour n= 1. D’apres la propriété
3.5(ii), sur chaque intervalle [k /b, (k+1)/b] le coefficient en 22 de la fonction
g1 = X} est constant et vaut b2(b* — 1)/12; il suffit de démontrer que

Xp((k+1)/b) > x3(k/b)  powr 0 <k <p-—1,

car le graphe de Xz{ , qui est continue, est constitué d’arcs translatés de la
méme parabole (en effet, si deux arcs ont une extrémité commune, 'un
domine lautre & symétrie pres).
D’apres la propriété 7.1, apres calcul,
Xt ((k+1)/b) — x(k/b) = (4k> — 6(b — 1)k* + 2b(b — 3)k + b* — 1)/12;
I’étude de la fonction du second membre montre que
Xp ((k +1)/b) = x5 (k/b) > (b* =1)/12  pour 0 <k <p—1,
I’égalité ayant lieu pour k =0 et p — 1.
L’hypothese de récurrence est donc vraie pour n = 1.
Passage du rang n au rang n+ 1. Dans l'intervalle I,,, con-
sidérons la subdivision zp = 1/2 — 1/(20") + k/b" ™! pour 0 < k < p; on a
n1(21) = gn(z1) + x4 (k/D)

car z;b" = (b" —1)/2+ k/b et (b™ — 1)/2 est entier.
Pour déterminer I,,11, il suffit de montrer que gn41(2zk+1) > gn+1(2k)
pour 0 < k < p— 1 (pour les mémes raisons que ci-dessus pour n = 1). Or

In+1(2k41) — g1 (2k)

b _1//b 2 b 2 E+1 k
_v -1 2 _k_1) —(2_ I W &
o ((31) = (5) )+ (557) ()

et, d’apres le calcul fait pour n =1,

gnt1(zh41) = Gnr1(z) = (0% = b+ 2k) /12 + (b — 2k — 1)/(126°") ,
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d’out la propriété annoncée. Sur I, la fonction g,,4+1 est formée d’arcs tran-
slatés de la méme parabole avec 'ordonnée g,,11(z;) croissante avec k, ce
qui fournit I,,4; compte tenu de la symétrie par rapport a = = 1/2 des
fonctions g, et xi.

L’expression de g,41 découle immédiatement de g,41(z) = gn(x) +
X1 (zb™). Ceci acheve la démonstration du cas impair.

7.3.2. Cas b pair (b= 2p)

Hypothese de récurrence. En posant u, = b(1—(=b)""™)/(2(b+
1)) et I, = [un, unt1] sin est pair, I, = [upy1,uy] sin est impair, on a

gn(x) = 02(0* — D)a? /12 4+ Nz + py sur I,

ot Ay, = (=202 4 (=1)"Fhenth 4 (—1) T2 4 3b + 2)b%/(24(b + 1))
(notons que le calcul de p, n'est pas utile dans la suite); de plus, g, est
dominée par sa restriction a I, a symétrie et translation prés et

dn = gn(un) = nb?(b* /4 + % /4 +1)/(48(b+ 1)) + b*/(24(b + 1))
+ (=) (b +2)/(48(b + 1)%0"73) — 1/(48(b + 1)%p*"~1).

On déduit de I'hypothese de récurrence lim,, ;o dy,/n et le résultat du
théoreme 4.13 en découle dans le cas b pair.

Vérification de 1’hypotheése pour n=1. Comme pour le cas
b impair et pour les mémes raisons, il suffit de montrer que

X3 ((k +1)/b) > x;,(k/b)  pour 0 <k <p—1;
un calcul analogue au cas b impair donne
X ((k +1)/b) = x5 (k/b) = (b* +2) /24,

I’égalité ayant lieu uniquement pour k = p — 1.

Passage du rang n au rang n+ 1. Dans l'intervalle I,,, con-
sidérons la subdivision zz = u,, + (—1)"k/b"*! pour 0 < k < p; on a

n+1(zk) = gul2r) + x4 (k/0).

Pour déterminer 1,1, il suffit de montrer que g,41(2k+1) > gnr1(zk) pour
0<k<p-1;or,

1 (Zra1) = gnr (1) = B2 (07" = 1)((=1)"2un /0" + (2k+1) /6°7F2) /12

H(=1)" X 0"+ X ((k +1)/0) — x4, (k/b),

c’est-a-dire, d’apres la propriété 7.1(iii),
Ini1(Zhs1) — gng1(z) = E3/3 = (b= DE*/2 + k(b =30+ 1 —1/b*")/b+a
ot a = (b(20> —b—2)+ (=1)"(b+2)b ™ +2(b% —b—1)b=2")/(24(b + 1)).

L’étude de la fonction en k du second membre fait apparaitre qu’elle
est croissante puis décroissante sur [0, p — 1]; pour conclure sur le signe de
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I'expression étudiée, il suffit de calculer les valeurs en 0 et p — 1 qui sont
respectivement a et a — (b — 2)(b + 2b=2")/24; en explicitant a, on obtient
que cette derniére expression est supérieure a

(b"F2 4 (=)™ (b+2))/(24(b+ 1)p" 1),

qui est positive.

Comme pour le cas b impair, les ordonnées g,1(zx) sont croissantes
avec k, ce qui donne I, 1.

Pour exprimer g,41(x) sur I, 41, il faut connaitre x{ (xb™) sur I,,41; en
séparant les cas n pair et n impair et en utilisant les expressions de le; sur
[1/2—1/b,1/2+ 1/b] fournies par la propriété 7.1, on obtient

xE(xb™) = b* T2 (B2 — 1)2? /12 + Az + p
ol
)\ — (_2b2n+5 + 2b2n+3 + (_1)nbn+4
+H(=1)"30" 4 (=1)"20"%) /(24(b + 1)) 5
on vérifie alors que A\, 11 = A\, + A, ce qui montre que ’hypothese sur A, est
vraie au rang n + 1.

Pour achever la démonstration il reste a montrer que I'hypothese faite
sur d, est vraie au rang n + 1; or

dn+1 = gn—i—l(“n—i—l) = gn(un+l) + X£(1/2>
et
gn(x) = bQ(an - 1)(332 - u%z)/12 + An (T — un) + gn(un),

dott dpy1 = dn+ x5 (1/2) + 62 (0" — 1) (W2 1 —u2)/12+ A (Un41 — un), qui,
apres calcul, donne bien la formule souhaitée. m

7.4. Démonstration du théoréme 4.14. D’apres la propriété 3.5(i),
les pentes des segments de droite de la fonctions ¢f prennent une fois et
une seule les valeurs —b(b — 1)/2 + jb pour j = 0,1,...,b — 1; donc pour
obtenir une permutation minimisant ¢(Sy), c’est-a-dire minimisant |¢f |,
il est naturel de prendre les pentes des segments dans ’ordre suivant :
m, —(m+b), (m+2b), —(m+3b), ... oum est la plus petite pente strictement
positive.

7.4.1. Cas b pair. Ici 'ordre des pentes de la fonction ¢ = ¢;° est
b/2, —=3b/2, 5b/2, ..., —5b/2, 3b/2,—-b/2,
ce qui fournit la permutation oy de I’énoncé par la formule
oo(k—1)=(b—-1)/2—my/b
ot my, est la pente de ¢ sur [(k —1)/b, k/b.
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En appliquant la propriété 3.5(i), on obtient
o(k/b) = o((b—k)/b) = (=1)*'k/2  pour 0 <k < b/2,

grace a la symétrie de la fonction ¢ par rapport a la droite x = 1/2; il en
résulte que le milieu de chaque segment du graphe de ¢ a pour ordonnée
1/4 si sa pente est positive et —1/4 sinon; il en résulte aussi que les points
anguleux du graphe de ¢ sont alternativement sur les droites y = (b/2)x et
y = —(b/2)x sur [0,1/2].

La fonction go(x) = ¢(x) + ¢(xb) possede les propriétés :

max [g2| = (b+1)/4 = [g2(k/b+ 1/(2b))],

k étant impair ou pair suivant que b est multiple de 4 ou non; sur [1/2 —
1/b%,1/2], le segment du graphe de g a pour pente —(b—1)b/2+4(b/2)b = b/2
ou —b/2 suivant que b est multiple de 4 ou non (cet intervalle est suggéré par
le fait que |¢| est dominée par sa restriction a [1/2—1/(2b), 1/2] a translation
et symétrie pres).

D’une part,

L0 = ngf1 dp/n <ds/2=(b+1)/8 puisque dy = max|g2(z)|;

d’autre part, d’apres le lemme 6.3.2, en prenant a = (b —2)/2, on a

2670 > |g2(a/(0° = 1)| > [@(1/2)] = b/4
car 1/2 —1/b* < a/(b?> — 1) < 1/2 et la pente de go sur cet intervalle a le
méme signe que ¢(1/2).
D’ou la conclusion du théoreme dans le cas ou b est pair, d’apres le
théoreme 4.9.

7.4.2. Cas b impair. Ici 'ordre des pentes de ¢ est
b, —2b, 3b, ..., —3b, 2b, —b, O,

ce qui fournit la permutation oy de I’énoncé. Remarquons que dans ce cas,
la fonction ¢ n’est plus symétrique par rapport a = 1/2, mais qu’elle l'est
par rapport a z = 1/2 — 1/(2b), ce qui complique un peu les calculs bien
que la méthode soit la méme que dans le cas b pair.

Nous commencons par les cas b =1 (mod 4).

Toujours d’apres 3.5(i),

o(k/b) = (~DF(k+1)/2] pour 0 <k < (b—1)/2;

il en résulte que le milieu de chaque segment du graphe de ¢ a pour ordonnée
1/2 si sa pente est positive et 0 sinon.

La fonction go vérifie max|gz| = (b? + 4b — 9)/(4b); en effet, |¢| est
maximum en 1/2 + 1/(2b) et elle est dominée par sa restriction a [1/2 +
1/(2b),1/2+ 1/b] a translation et symétrie pres, donc |gs| est maximum sur
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cet intervalle; or, pour 0 < k < (b — 3)/2,
|92(1/2 +1/(2b) + k/6%)| < |g2(1/2 + 1/(20) + (b — 3)/(20%))]
et le second membre vaut (b —1)/4 + (5b — 9)/(4b), d’ou
26,0 <dy < (b+4)/4.
Soit a = b(b+1)/2; on a
1/2+1/(20) < a/(b> —1) < 1/2+1/(2b) +1/b°

et la pente de go sur cet intervalle vaut —((b—3)/2)b+b? = b(b+3)/2; d’ou

g2(a/(0* = 1)) = (b—1)/4+ (b(b +3)/2)(a/(b* — 1) — (b+1)/(20))

=(b—1)/4+ (b+3)/(4(b—1)) >b/4.

Finalement, grace au lemme 6.3.2, on obtient §;/° > b/8 et le théoreme
est démontré dans le cas b =1 (mod 4).

Traitons & présent le cas b =3 (mod 4).

La fonction ¢ est dominée par sa restriction a [1/2 — 1/(2b),1/2] et, sur
cet intervalle, sa pente vaut —b(b — 1)/2. On montre que, pour 0 < k <

(b—-1)/2,
l92(1/2 = 1/(2b) + k/0%)] < |g2(1/2 = 1/(20) + (b —1)/(20%))],
ce qui donne 37° < (b+4)/8.
Soit a = (b — 1)b/2; on vérifie que
1/2 —1/(2b) < a/(b* —1) <1/2 —1/(2b) + 1/b?
et que, sur cet intervalle, la pente de go vaut b(b+ 1)/2; on en déduit
lga(a/(b* —1))| = (b+2)/4, dou (b+2)/8< By < (b+4)/8,

ce qui donne le théoréme quand b =3 (mod 4). m
7.5. Démonstration des théorémes 4.15, 4.16 et 4.17

7.5.1. Démonstration du théoreme 4.15. Pour le théoreme
4.15, le probleme était dans un premier temps de trouver, pour une base
donnée, les permutations dont le maximum des fonctions x soit le plus faible
possible. A cet effet, nous avons parcouru toutes les permutations par un
programme récursif (langage Pascal) pour tester les fonctions y associées; en
fait, d’apres le théoreme 4.4, nous avons pu nous borner aux permutations
telles que o(0) = 0, ce qui a permis de limiter le temps de calcul. Dans
ces conditions, nous avons obtenu les résultats suivants quant au nombre de
permutations donnant le méme plus petit maximum pour la fonction x :

base b 2 3 45 6 7 8 9 10 11
nombre
de permutations 1 2 2 8 12 8 32 32 8 1440
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Jusqu’a la base 10, toutes les permutations ainsi trouvées ont la méme
fonction .

Par contre, n’en étant pas de méme pour la base 11, nous avons ef-
fectué un tri supplémentaire en calculant le maximum de go(z) = x(z) +
x(xb); apres ce tri, il reste 128 permutations et, en comparant les résultats
numériques obtenus pour les autres bases, nous n’avons pas jugé utile de
pousser le tri plus loin.

Pour b = 2 et 3, la permutation identique faisant partie des permutations
trouvées, la diaphonie est déja calculée (voir théoreme 4.13). Pour b = 4, on
constate que pour les permutations obtenues xi = 4(x4(x) + x4(2x)), d’ou
on déduit que 7§ = 844 et, par suite, f(S7) = f(SI). Pour ces 3 bases,
nous avons donc la valeur exacte de f(S7).

Pour 5 < b < 11, nous nous sommes bornés a des encadrements de
f(S7), notre but étant la recherche d’une base et d'une permutation donnant
la plus petite valeur possible pour f(S7). Les majorants sont obtenus en
calculant le maximum de g, (x) (défini au lemme 6.3.2) pour des valeurs de
n comprises entre 3 et 6, puis en appliquant le lemme 6.3.1. Les minorants
résultent de 'application du lemme 6.3.2; nous avons calculé a la machine
gu(a/(b” — 1)) pour 1 < a < b”, avec v = 1,2, 3,4; dans tous les cas le plus
grand minorant est atteint pour v = 1 ou 2, ce qui nous fait penser que les
minorants annoncés dans le théoreme sont les valeurs exactes de f(.S7).

Ces encadrements nous permettent de sélectionner 10 comme étant la
meilleure base jusqu’a 11, au regard de la faible diaphonie. Nous ne recher-
chons pas la valeur exacte de f(SY,) car le résultat obtenu serait de toute
facon plus faible que celui du théoreme 4.16. m

7.5.2. Démonstration du théoreme 4.16. Comme indiqué dans
la remarque 3 suivant le théoreme 4.15, apres une étude numérique analogue
a celle qui précede pour les bases impaires entre 13 et 21, nous examinons
en détail le cas b = 19 du théoréeme 4.16; notons auparavant que 1’étude
numérique donne, dans ce cas,

1.315 < f(S7y) < 1.452.

Expression de xJy (o étant la permutation de théoreme 4.16) : Il est
facile de programmer le calcul de x{y en utilisant sa définition avec les fonc-
tions ¢, ,. Nous vérifions ainsi que le coefficient dominant vaut 10830 =
19%2(19% — 1)/12 et que xJ, est symétrique par rapport a z = 1/2; il suffit
donc de donner ses valeurs en k/19 pour 0 < k <9 :

k 01 2 3 4 5 6 7 8 9
X3o(k/19) 0 30 32 34 34 42 40 42 42 30

D’apres ce qui précede, on constate que g1 = x est dominée par sa
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restriction a [1—79, 71—95] a symétrie et translation pres. Pour gs, le calcul sur

machine montre qu’il y a deux intervalles dominants :
[7+5 7_1_55] [7+7 7+75}
19 192719 192 19 192719 192
Par contre, pour g3 on trouve a nouveau un seul intervalle dominant :

7 n 5 n 5 7 L5 5 R 5.5
19 192 1193719 192 193 |

Les remarques ci-dessus, ainsi que 1’obtention du méme minorant pour

1 < v < 4 dans I'application du lemme 6.3.2, nous conduisent a formuler

I’hypothese de récurrence suivante, pour n > 3 :

La fonction g, admet un seul intervalle dominant

Unotin T qgn | O U =99 T 1R 197 )

la fonction g, atteint son maximum d,, en u, et, sur (U, u, +

192
12

1 15
- — (1 19" — 17556 — —— ) (z — up,) + g (un
182( 0659 x 19" — 17556 19n_2>(:c Un) + gn(un)

0.5

167, on a

gn(z) = =5 (19°" = 1)(z — uy)?

1913 ( )

avec gn(un) = “57°n +0

Pour n =3 : Le calcul numérique montre que I’hypothese est vraie et
que

7 5 5 5 5 5
(T .5 5 5 — 113.648. ..

Passage du rang n au rang n+1: Pour 0 <k <9, posons

B k B k k
Yk = In+1 Un"‘W = gn un+W +x 19

Commencgons tout d’abord par comparer les valeurs y;. On a

I A SR VS 924+258+ k+1\ [k
Yot1 =Yk = 102 )6 182 1o "192n )X\ 19 ) X\ 19 )"

d’ou on déduit que

Yo <Y10 <Yo <Y1 <Ys <Y<Y <Y <Ys<Yyr<Yys.
Sur ces inégalités, on voit que les seuls intervalles dominants possibles pour
9n+1 sont

5 9.5 ¢ 7 7.5
Un =+ 19n+1’ Un + Tont1 19n+1 € U+ 19n+1’ Un + TonFT 19n+1|”
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Pour les départager, nous calculons

5.5 75\ 1 96 1848 132
oot M ggurt ) I (T ggait ) = g\ T Tgn g )

quantité positive des que n > 2.

En conséquence, nous avons démontré que g,11 admet [w,q1,Uni1 +
0.5 : : : _ 5
Tonr) pour seul intervalle dominant, puisque uni11 = Up + fgegr €t que
dn+1 = maxgn+1 = gn+1(un+1>-
Reste & calculer g1 () sur [Un41, Un+1 + Teir]

gnt1(2) = gn(x) + x(19"2) = gn(z) + x(19" (2 — un));

or, sur [, 32, x(2) = 108302 — 6308z + 952, d’ou

192
Gnii1(z) = < T (192" — 1) 4 10830 x 192”> (z — up)?
15
19n—2

1
+ <182 < — 10659 x 19"

+ gn(un) + 952,

> — 19" x 6308) (z — up)

c’est-a-dire, en utilisant la relation w41 = uy + go5r,

192 2n+2 2
gns1(2) = T3 (1972 = 1)(z — 1)

1 . 15
— 1—82(10659 x 19"+ — 17556 — 19n1> ( — tpt1)
1913 4620 750

54 182 x 197 182 x 1927

+ gn(un) +

ce qui donne

1913
Gnt1(Ung1) = Gn(un) + 1 +o(1).
Finalement, I’hypotheése de récurrence est bien vérifiée au rang n + 1; ce
qui acheve la démonstration du théoreme 4.16, d’apres le théoreme 4.10. =

Remarquons que le théoreme 4.17 est conséquence immédiate des
théoremes 4.11, 4.15 et 4.16.

7.6. Démonstration des théorémes 4.18 et 4.19. Rappelons que,
pour B,,_1 < N < B,,,on a

D(N, 5%) Zzp"ﬂ '(N/B;) Z vy, (N/Bj)

j=n+1

et que la deuxiéme sommation est inférieure a 1 (voir 6.1).
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D’apres la construction des suites Y, on a
,j’f ' < d"J ' <Logb;/Log2,
d’ou
D(N,S5°) < 1+ (Log N + Logb,)/Log 2.
Si B vérifie la deuxieme hypothese du théoreme 4.18, on obtient
D(N,S3°) <1+ (K +1)Log N/Log2. =
Remarquons que, d’apres le théoreme 4.5, la premiere hypothese du

théoreme 4.18 n’est pas nécessaire pour avoir le résultat annoncé.
Rappelons que

F(N, 55) = 4n> S x5 (N/B,) ¥
j=1
o)
SamS S el e RN B
j=10<h<k<b;—1
et que, si B,_1 < N < B,

Z Xy H(N/B;) /b3 < 1/12 (voir 6.1).
j=n+1

Par ailleurs ]gozjb‘ - gozjb <yt dou
) J

F2(N, §5°) < 47*(1/12+ 3 (b; — 1) (Log b;)?/(2b; (Log 2)?) ),
j=1
ce qui fournit

n

F2(N,S3°) < 7%/3 +2(r/Log 2) QZ Logb;)?
=1

Si B vérifie la deuxieme hypothese du théoreme 4.19, on obtient
F2(N,S3°) < 7?/3 4 2r*K (Log N/Logb+1)/(Log2)*. m

Ici aussi, la premiere hypothese du théoreme 4.19 assure qu’on n’est pas
dans le cas du théoreme 4.6.
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