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1. Introduction et énoncé des résultats. Notre objet dans ce
présent travail est d’évaluer la quantité O(x, y, z) égale au nombre des entiers
< z et dont tous les facteurs premiers sont dans l'intervalle |z, y]. Pour bien
comprendre cette étude, il est utile de rappeler certains résultats concernant
les cas particuliers des fonctions de crible ¥(z,y) = O(z,y,1) et &(x,z) =
O(z,x,z). Tout au long de cet article, on fera un usage systématique des
notations suivantes :

log x log x u logz
= v = et =—=

v logy "

Les meilleures approximations régulieres des fonctions ¥ (x,y) (pour u
petit) et @(z, z) sont des convolées d'une certaine solution d’équation diffé-
rentielle aux différences avec une mesure appropriée. Ainsi, nous avons
démontré dans [14] que la formule

(L.1) U(z,y) = Az, y)(1 + Oc(Le(y) ™))

était valable dans le domaine

~ logy’ ~ log 2

(Hs(x7y)) T > Xo, T >y > eXp{(lOgloga:)5/3+5}

avec

Alz,y) == f@(u _4) d([zi])

0
et

Le(y) = exp{(logy)**~}
(on se rapportera a [15] pour les définitions précises des trois solutions
d’équation différentielle aux différences que sont les fonctions ¢ de Dick-
man, w de Buchstab et o de Friedlander). Par ailleurs, Tenenbaum ([20],
Théoréme III 6.7) a montré que pour = > z > 2, on a

(1.2) D(z,z) = M(z,2) + O:(¥(x,2)E(z, 2))
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avec
1 o
M(x,z) = zelog z 1—- wlv—t)z"tdt
) =weriog=TT (1) [otv—0)
P>z
et
L) e { = et b+ oxp{— 1o )
E(z,2) = log®(v + 1)
’ (dans le domaine H.(z, 2)),
1 (hors de H.(z, 2)).

La lettre v désigne la constante d’Euler et la lettre ¢ une constante posi-
tive convenable. Ces résultats améliorent les estimations de de Bruijn ([2],
(1.3) et [1], (1.7)) qui a été le premier a introduire les fonctions A(x,y) et
Mz, z) dans ce contexte. L’approximation de fonctions de crible par des
fonctions convolées d’une solution d’une équation différentielle aux diffé-
rences avec une mesure adéquate est en fait un phénomene beaucoup plus
général décrit par Levin et Fainleib ([13], voir aussi par exemple [5]). Pour
le cas spécifique qui nous intéresse ici, on a deux fonctions qui apparais-
sent comme des candidats naturels a I’approximation de @, suivant que ’on
cherche & généraliser les formules (1.1) ou (1.2). Par l'identité du crible
combinatoire, on a

o) = Y (%)

pPt(d)<z

ou P*(d) désigne le plus grand facteur premier de d et p la fonction de
Mobius. Au vu de (1.1), la quantité suivante est donc une approximation
naturelle de O(x,y, 2) :

Azyyoz)= Y u(d)A(Z,y) - f@(u—t)d(dw).

t
PH(d)<z 0 Y

D’autre part, on a aussi la quantité obtenue en substituant dans la derniere
expression @(y', z) par M(y', z), soit essentiellement

M) == [[ <1— 1>_1 joar(u—t)y_tdt

2<p<y p

ol on a posé o.(t) = o(t,t/r).

Dans [5], Fouvry et Tenenbaum étudient la répartition des entiers sans
grand facteur premier en progressions arithmétiques. En reprenant la dé-
monstration de leur Théoreme 2 dans le cas particulier qui nous intéresse
ici, on obtient le résultat suivant.
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THEOREME 0 (Fouvry et Tenenbaum). Soit € > 0. Sous les conditions
He(z,y) ety > 22l > 1 op ¢

O(z,y,z) = A(z,y,2)(1 + O (Le(y) 1))

Pour notre part, nous nous sommes intéressés a ’approximation de
O(z,y,z) par M(z,y,z). En utilisant une variante de la méthode du col
(appelée encore méthode du point-selle) de maniére analogue & ce que nous
avons fait dans [14] pour démontrer la formule (1.1) dans le domaine
(He(z,y)), nous obtenons le résultat suivant :

THEOREME 1. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout € > 0,
sous les conditions

(He) >3,  exp{(loglogz)®?*} <y <z
et

(Ge) 2>3/2, y>zreV/lesw/u s

on ait

log 2u
(1.3) O(x,y,z) = M(z,y, 2) (1 +O€<(logy)L€(z)>> )

Au vu des définitions de A(x,y,z) et de M(z,y,z), il est naturel de
conjecturer que A(z,y, z) est une meilleure approximation de O(zx,y, z) que
M(x,y,z). Cependant les conditions (H) et (G.) sont bien moins restric-
tives que celles du Théoreme 0. Le probleme de savoir si le Théoreme 0 est
encore valable en remplacant la condition y > Z2tlog(utl) > q par (G.) reste
pour l'instant ouvert.

Le Théoreme 1 s’applique aux cas particuliers des fonctions ¥(z,y) et
&(z, z). Sous la condition (H.), on a (cf. [15], Théoréme 3(i))

M(z,y,1) = zo(u) <1 10 <1ffg2:>> .

On obtient donc le résultat suivant, démontré initialement par Hildebrand
avec une méthode d’équation fonctionnelle [8].

COROLLAIRE 1 (Hildebrand). Soit € > 0. Sous la condition (H.), on a

(1.4) ¥(z,y) = zolu ( <log2u>>

Comme M (z,x,2) = M(x,2)(1+ O:(Ls(x)™1)), on obtient également le
résultat suivant, démontré par de Bruijn ([1 ] (1.7)) dans le domaine H, (z, 2)

et par Hildebrand et Maier ([10], Lemma 2) sous une forme legerement
différente, hors de H.(z, 2).




290 E. Saias

COROLLAIRE 2 (de Bruijn, Hildebrand et Maier). Soit ¢ > 0. Il existe
une constante zy(e) telle que sous la condition

(1.5) zo(e) <z <2 7E,

on ait

1
(1.6) D(z,z) = M(x,z) (1 + Og((log :E)Lg(z)>> .

Il est a noter que ce résultat est plus faible que celui de Tenenbaum
(formule (1.2)) cité ci-dessus.

La condition (G.) du Théoréme 1 impose apparemment au Corollaire 2
une condition du type z < x¢ avec ¢ convenable, plutét qu'une condition
z < z17¢ comme annoncé. En fait, une lecture attentive de la démonstration
du Théoréeme 1 montre que 'on peut adjoindre a la région (G.) les triplets
(z,z, z) vérifiant la condition (1.5), sans autre modification de 1’énoncé.

Au vu des Corollaires 1 et 2, on voit que le Théoreme 1 fournit toute
une famille d’estimations asymptotiques qui relie contintiment la formule
d’Hildebrand (1.4) & celle de de Bruijn (1.6). Notre travail apparait donc
comme une unification des théories d’approximations des fonctions ¥(x,y)
et &(x, z). Cela illustre une fois de plus la force, la pertinence et la simplicité
conceptuelle de la méthode du point-selle dans ce type de probleme.

Cette méthode avait pratiquement disparu de la littérature arithmétique
pendant ces dernieres décennies. Elle est réapparue de maniere spectaculaire
dans les travaux de Tenenbaum et Hildebrand ([18] et [11]). Depuis, elle est
redevenue un outil central en théorie analytique des nombres (voir [9], [12],
[14], [4], [7] et [17]). Nous renvoyons le lecteur & [19] pour un apergu général
de T'utilisation de la méthode du col en théorie des nombres.

Revenons au processus d’unification des théories de ¥ et de @ évoqué
plus haut. C’est une des caractéristiques de la méthode du col que de per-
mettre de démontrer dans une méme démarche des résultats de nature assez,
voire tres différentes les uns des autres. C’est en particulier le cas dans [11]
ou Hildebrand et Tenenbaum font une étude unifiée de ¥(x,y) dans tout
le domaine x > y > 2. Or on sait que le comportement asymptotique de
U (x,y) differe fondamentalement suivant que y est grand ou petit (relative-
ment a z). Cependant, il est & noter que cette capacité d’unification de la
méthode du point-selle trouve sa contrepartie au niveau des calculs, ou ’on
doit sans cesse discuter suivant les valeurs relatives des parametres.

On peut donner de multiples formules d’approximation de M (z,y, 2)
combinant a des degrés divers simplicité et précision, ce qui fournit par
I'intermédiaire du Théoreme 1 autant de formules d’approximations de
O(z,y,z). Nous en choisissons cinq que nous réunissons dans 1’énoncé sui-
vant :
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THEOREME 2. [l existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout € > 0,
sous les conditions (He) et (G.), on ait

T

(i) 9($’y’z>:logzeXp{_UIOgU_mOg(10gu+m)+os(u)}a
(ii) (1.7) (1_5’”(“)> (2,9, 2 *”H( > 5’2(7r)

logy p<s

Xexp{v_ j gr(t)dt} <1+Oe<®g3;%+i>) 7

(i)  O(z,y,2) =[] (1 - > (:w(u, v)+ Eigjy) <1 +Os(lffg2:>> :

p<z

(iv) Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ¢ > 0, sous les
conditions (H.), (G.) et x > y'™¢, on ait

08 ST (1o (kL L),

(v) Pour tout entier n > 1, il existe une constante ¢, > 0 telle que pour
tout € > 0, sous les conditions (H.), (G,) et x > y" 1 on ait

(1.9)  O(,y,2) =z ][] <1 - ) {zn: (_1)%7@1(“)

sl = (logy)

rou (ot (22)" s s )

Le point (i) constitue une généralisation partielle de I’estimation suivante
qui découle du travail de Canfield, Erdés et Pomerance (cf. Corollary de [3]).

Soit € > 0. Sous la condition y > 2, (logz)!* <y <z, on a
VU(x,y) = xexp{—ulogu — uloglog2u + O(u)} .

Ce résultat découle aussi naturellement des résultats de Hildebrand et
Tenenbaum [11] sur ¥. En reprenant la démarche de ces derniers dans le
cas général de O, nous démontrons au Théoreme 4(ii) de [16] que la formule
(i) est en fait valable sous les conditions logz <y — z et (G,).

La formule (iii), qui apparait dans [15] sous ’appellation du Théoréeme A,
réalise a notre sens un bon compromis entre simplicité du terme principal,
qualité du terme reste et extension du domaine de validité (on n’a pas besoin
d’ajouter une condition supplémentaire du type z > y**¢ comme pour (iv)
et (v)). On retrouve sous une forme plus simple et légérement affaiblie la
famille d’estimation de ©(x,y, z) qui relie contintiment ’approximation de
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VU(z,y) qu'est la formule de Hildebrand (Corollaire 1) & une estimation de
&(x, z) dans le domaine (1.5) qui est ici

B(z,2) = €'w mH(l—)( o(@))

p<z

Rappelons que Friedlander ([6], Theorem 1) démontre une formule essen-
tiellement équivalente & (1.8) dans le domaine 1+¢ < u < v <. 1. Le point
(iv) réalise donc une large extension du domaine de validité de la formule
de Friedlander (1.8).

La formule (1.8) est apparentée a de nombreux développements asympto-
tiques de méme nature qui apparaissent dans la littérature (voir par exemple
le Corollaire 2 et les Théoremes 8 et 9 de [5]).

Le point (iii) correspond au cas n = 0 du point (v).

Démonstration du Théoreme 1. Nous déduisons le Théoreme 1
du résultat plus général qu’est le Théoreme 3 énoncé ci-dessous. Conformé-
ment aux notations de [15], pour 0 < r < 1 et w > 1 — r on désigne par
&-(u) 'unique solution positive de 1’équation

efr(w) — rén(v) 4 u€y(u) .

On pose en outre &,.(1—7) = 0. De plus, on note I,.(s) la fonction entiere

Enfin on désigne par (V.) le domaine suivant :
(Ve) 221,y > (14 L7(2).
THEOREME 3. Soit ¢ > 0. Sous les conditions (H.) et (V.), on a

exp{—ué,(u) + I,(§ (u ))}10g2u>
Vu(logy)Le(z) '

Le terme d’erreur peut étre rendu plus explicite par 'intermédiaire de la
formule suivante (cf. Lemme 1 et Lemme 2(i))

() + I (& (u)) = —u[log (u<1ir +log 2u)> + 0(1)] |

A titre de comparaison, il résulte du Theorem 3.2.2 de Levin et Fainleib
([13]) que pour x >y >z >1,0n a

(1.10) O(z,y,z) = M(x,y,z) + O <m

z(log x)4
Oz, y,2) = M(z,y,2) + O <(2i2))>

ou A désigne une constante positive convenable. Il est & noter que notre
méthode permet également de majorer ©(z,y, z) — M(x,y, z) hors de (V.).
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On obtient que pour z, y et z vérifiant (H.) mais pas (V.), on a
O(z,y,2) = M(x,y,z) + O-(x exp{—u(logy)*/*~}).

Mais ce résultat est alors inférieur a celui obtenu facilement par la méthode
de Rankin, soit

Owy)< Y (Z)B

2<P~(n)<P*(n)<y

o T (=9 = o expluty ) + (6 (u)

z2<p<y
d’apres (5.6), o on a posé =1 —&.(u)/logy.
Le Théoreme 1 résulte immédiatement du Théoreme 3 et de ’estimation
de M (z,y, z) suivante.
THEOREME 4. Il existe une constante ¢ > 0 telle que sous les conditions
(Ge) et
x>y > (logz)?,
on ait
expi{— + 1
V(o) = 2SR () + L&)}
Vulog z
Nous achevons cette introduction avec la version conditionnelle de nos
résultats. Sous I’hypothese de Riemann, on peut remplacer dans les énoncés
des Théoremes 1, 2 et 3 le domaine (H.) par le domaine

(ﬁs) 2>3/2, x>y>2, logz<(y-— z)/y1/2+25

et supprimer la condition (V.), tout cela a la condition de remplacer les
estimations (1.3) et (1.7)—(1.10) par les formules suivantes :

) Olene) = )14 O — S roeses) )

) (1-?02“;) (2,9, 2 —xH< > (:) Xp{’y ffT(t)dt}

p<z 1—r

(logu)y 1
14 0. 1Y
: < i ((log y)(y — z)z1/2-(logu)/logy—c + u

1.

—~
[N

—~
=
~

(18) @(x,y,z):w<1+05<iz§;j+1/12£>>’
(19) O(r.y.2) _xg< p){l;( ()jg@‘/’“()

log u log u
+O”’E(ar (<logy> (log y)z'/2~ E>>]
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_ Y
(TT0)  660902) = Ml 2) 4 s (o s

) (exp{—u@(u) + \/Ig(fr(U))} log2u ))> |

2. Notations. Nous faisons ici la liste des principales notations em-
ployées dans cet article.

Pour la définition de la fonction de Friedlander o,(u) = o(u,v), nous
renvoyons a [15]. La lettre p désigne un nombre premier générique. Pour
tout entier n > 1, on désigne par P (n) (respectivement P~ (n)) le plus
grand (resp. petit) facteur premier de n. On pose de plus PT(1) = 1 et
P~ (1) = +00. On a ainsi

O(z,y,z) = Z 1.
n<z,Pt(n)<y,P—(n)>z

La lettre s désigne un nombre complexe, les réels x et 7 étant définis
implicitement par s = k + iT.

Pour tout couple (r,u) vérifiant 0 < r < 1 et u > 1 —r, on désigne par
&-(u) 'unique solution positive de I’équation

esr(uw) — orér(u) ué, (u) .

On pose en outre &,.(1 —7) = 0. Pour simplifier I’écriture, on notera souvent

¢ pour &, (u). Pour tout réel r vérifiant 0 < r < 1, on note I,.(s) la fonction
entiere

On remarque que l'on a
que q

(2.1) 16 (w) = u.

Pour Res >0 et y > z > 1, on pose

((sy)=[[a-p)"

<
et p=y

C(S7y7 Z) = C(Sjy) = H (1 _pis)il == Z n*S.

z2<p<y P~ (n)>z,Pt(n)<y

On notera ¢/(s, y, 2) et £ (s,y, z) pour 2((5,,2) et Z5((s,y, 2).
On pose

ro=en{ f (G0 - 0 - 150 o) -

ou ((w) désigne la fonction zéta de Riemann.
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On définit la transformée de Laplace d’une fonction f par
fis)= [ ft)e=tdt.

Pour t > 1 et 0 < e < 3/5, on note

L(t) = exp{(log t)3/578} .
Pour x > y > 2z > 1 on note

log log u  logz
= , U= et = - = .
logy log 2z v logy
En particulier si z=1onav=4o00etr=20.
On pose
logy

On désigne par v la constante d’Euler.

Toutes les constantes implicites dans I'utilisation des symboles =, O de
Landau et < de Vinogradov sont absolues sauf indication de dépendance
mentionnée en indice.

La lettre ¢ désigne tout au long de cet article une constante positive con-
venable, non nécessairement la méme a chaque occurrence. En particulier, a
chaque fois que 'on écrit “Sous la condition (G.),...”, on doit comprendre
“il existe une constante ¢ > 0 telle que sous la condition (G.),...”

3. Démonstrations des Théorémes 2 et 4

Démonstration du Théoreme 2. Compte tenu de I’étude des
fonctions M (z,y, z) et o(u,v) effectuée dans [15], il est pratiquement im-
médiat de déduire le Théoreme 2 du Théoreme 1 et d’établir le Théoreme 4.

Voyons cela en détail. Montrons tout d’abord que pour tout réel wyg, il
existe une constante ¢ > 0 telle que

(81) & <1=o(wo) <&@ (1<u<u, (G)).

En reprenant les calculs effectués pour démontrer les points (iv), (v) et
(vi) du Lemme 4 de [15], on montre facilement que pour 1 < u < ug, on
a & (u) < 1. La minoration £.(u) > 1 résulte alors de la formule (23) de
[15]. Enfin, pour ¢ convenablement choisi on a o(u,v) < o(u) < 1 d’apres
le Corollaire de [15] et les propriétés de g (cf. Théoreme III 5.5 de [20]).
Passons maintenant a la démonstration du Théoreme 2 proprement dite.

On obtient le point (iii) du Théoreéme 2 en remplagant dans le Théoreéme 1
la quantité M (x,y, z) par son approximation qui apparait au Théoreme 3(i)
de [15]. On obtient de méme le point (v) en remplagant M (x,y, z) par son
développement asymptotique (formule (12) de [15]).
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Siu < 1, on déduit (i), (ii) et (iv) de (iii) en utilisant (3.1) et la formule
de Mertens. On suppose dorénavant v suffisamment grand. On a alors
d’apres le Théoreme 3(iii) de [15]

M(z,y,z) = <1 + O(i>> 11 <1 B ;>_llogy +mgg((5))/0T(U)

z2<p<y

avec par la forme forte de la formule de Mertens

-1
1 _
11 (1 - ) — M logy(1+ Ou(Leppy) ™).
P<y p

et, d’apres le Théoreme 1 de [15],

32 o= (1+0(2))E L ew ;- [ ewa) @)

1—r

et

log y + o', (u) /ey (1) = <1 + o(i)) (log y) (1 W‘)) |

 logy
Le point (ii) découle donc du Théoreme 1.
Pour montrer le point (i), on a besoin de I’estimation suivante.

LEMME 1. Sous les conditions 0 <r <l etu>1, ona
1
& (u) = logu + log <log2u + 1) +0(1).
—-r

Démonstration. Cela résulte des points (iv), (v) et (vi) du Lemme
4 de [15].

Revenons a la preuve du Théoreme 2(i). D’apres la formule (11) de [15],
le Lemme 5(i) de [15] et le Lemme 1 ci-dessus, on a

u

33 - [ {r(t)dt:—u(logu+log<log2u+1ir)+0(1)).

1—r

La formule de Mertens et 1’estimation

(3.4)

et
S~
—~
S
~
)
S

(cf. Lemme 4(vii) de [15]) permettent de montrer que le point (i) découle
du point (ii).
D’apres (3.2), (3.3) et (3.4), on a
zo(u,v)logu

(3.5) Y <Le Tz (y > (logx)?, (G.) et x> y'te).
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A Taide de la forme forte de la formule de Mertens, on voit donc que (iv)
découle de (iii). Cela achéve la démonstration du Théoréme 2.

Démonstration du Théoréme 4. On a

xo,(u)

M(z,y,2) = (y > (logz)?, (G.)).

log =

En effet, si y < 1, les deux membres sont =< 1 d’apres la définition de
M(z,y,z) et (3.1); et si y est suffisamment grand, cela résulte du Théoreme
3(i) de [15], de (3.5) et de (3.1).
D’apres (3.1) pour u borné, et (3.2), (3.4) et la formule (11) de [15] sinon,
on a
O'T(U) — eXp{_uﬁT(u) + IT(&“(U))} )
Vu

Cela permet de conclure la démonstration du Théoreme 4.

4. Schéma général de la démonstration du Théoréeme 3. Les deux
quantités O(z,y, z), qui est de type arithmétique, et M(z,y, z), qui est es-
sentiellement de type analytique, s’expriment naturellement 'une et 'autre
comme une intégrale sur une droite verticale du plan complexe. D’une part
O(x,y, z) s’écrit sous la forme de son intégrale de Perron

(4.1) O(x,y,z2) = — =2 ds;

—100

d’autre part M (z,y, z) s'écrit par I'intermédiaire de la formule d’inversion
de Laplace (voir Lemme 10)

(4.2) M(x,y,z) =

—&+i
:UC(L Y, Z) fzoo eXp{IT(_S,)} _ reus/ dS,
EET— , .
2im ¢ ico s’ 4+ logy
Dans un premier temps, nous allons montrer (cf. Lemmes 7 et 8) que pour
chacune des deux intégrales, la contribution de la partie correspondant a un
voisinage convenable de I'infini du domaine d’intégration est négligeable.

Dans un deuxieme temps et ce sera la le point crucial, sur le domaine
borné restant, nous montrerons que les deux intégrandes sont proches I'une
de lautre (cf. Lemme fondamental (Lemme 4)), ce qui permettra d’établir
que les deux intégrales correspondantes sont également voisines (cf. Lem-
me 9).

Nous résumons ce canevas de démonstration par le schéma suivant.
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Arithmétique Analyse
O(z,y,z2) M(x,y,2)
R R
1 D sy 2)at  al(ly,z) TP
il (2) s T eiLl(m)i0gy O 0BY

On notera au passage l'utilisation du changement de variable s’ =
(s —1)logy.

Le succes de cette entreprise tient au fait que dans les deux cas, on
choisit comme abscisse d’intégration un nombre qui est, dans le domaine
(H.), tres proche du point-selle réel de I'intégrande. De maniere précise, —&
est I'unique point-selle réel de la fonction exp{I,(—s) + us} (voir (2.1)).

5. Evaluation de exp{I.(s)} et ((s,y, z). Le résultat suivant apparait
au Lemme 5 de [15].

LEMME 2. Soit s = &,.(u) + i1 avec T € R. Sous les conditions 0 <1 < 1
etu>1, ona

() L&) =u(1+0( ot )).

(ii) "] < exp{I,(&(w)) —er®u} (7| <),

(iii) [e"®)| < exp{I.(&(u)) — cumin?(1 — r, (log(u +2))"H} (7| > 7),
- 3

v elr(s) — e & rr oS - 1

() S(1ro(f+i)) i,

ers

3
(v) elr(s) :7"<1+O<€+

Il

)) (|7] > €5, rm > 1).

Pour le Lemme 3 ainsi que les suivants, on rappelle que, sauf indica-
tion explicite du contraire, les réels x et 7 sont définis implicitement par la
formule s = K + 7.

LEMME 3. Soit € > 0. Il existe un ty = to(e) tel que, sous les conditions
t>tole), 2>r>1—(logt)"2/5=% et |r| < L.(t),

on ait

i Clst)  C(s) | 1

® (ot) o) +1—s+OE<LE<t>>’

(i) C(s.1) = C(L1)(s — 1)C(s) exp{Io((1 — ) log ) }(1 + Ox((s — 1)/Le(1))).
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Démonstration. Ce résultat apparait au cours de la démonstration
du Lemme IIT 5.9.1 du livre de Tenenbaum [20]. La formule du point (i)
est équivalente a la formule IIT 5.71 de [20]. Le point (ii), que l'on retrouve
sous une forme tres légerement plus faible a la formule III 5.67, s’obtient en
intégrant (i) entre 1 et s.

Rappelons que I’on note

F(s,2) = exp{ j (g((;i})) — i’((;u’,;) + fl__:;) dw} —1.

LEMME FONDAMENTAL (ou LEMME 4). Soit e > 0. Il existe un yo = yo(e)
tel que sous les conditions

y>yo(e), r>1—(logy) 2"~ et |7]<L(y),

on ait

(5.1)  <(s,9,2)

= ((1,y,2) exp{L.((1 — s)logy)} (1 +F(s,2) + O (L:(y)>) '

De plus, sous les conditions 2 > r > 1 — (log32)72/°7¢ et |7| < L.(2),
on a
s—1
Lc(2)

(5.2) F(s,z) <.

Démonstration. On a
¢'(s,9,2) _ (s,y)  ¢(s,2)
((s,9,2)  C(sy)  Cls,2)
En appliquant le Lemme 3(i) pour ¢ = y, on obtient sous les conditions
indiquées
/ —s —s / ’ —s
lops) gt G0 o) S g (1Y,

(sp2) . 1-s  Cs) Csz) T1-s 2

On obtient alors (5.1) en intégrant entre 1 et s cette derniere formule, puis en
considérant la nouvelle égalité obtenue en prenant I’exponentielle des deux
membres.
Si z > zp(e), on obtient (5.2) en intégrant la formule du point (i) du
Lemme 3 entre 1 et s. Si z < zp(¢), on a uniformément pour w € [1, 2],
"(w "w. z Zlfw
Cw) _(wz) | 2
((w)  Cw,z) 1-w
et donc F(s,z) < s — 1, ce qui permet de compléter la démonstration
de (5.2).
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Les deux lemmes suivants permettront de majorer ((5+ it,y, z) dans la
zone intermédiaire L. (z) < [7] < L. /3(y).

LEMME 5. Soit € > 0. Il existe un yo = yo(€) tel que sous les conditions

1-k
y2uole), w21 (logy) WP et fo << Le(y)

on ait
((s,y,2) < log(|7] +2)log z - elo((1=r)log2)
LEMME 6. Soit € > 0. On suppose vérifiées les conditions (H.), (V) et
Ls(z) < ’T‘ < L£/3<y) .
Il existe alors un yo = yo(e) tel que

(i) sous les conditions supplémentaires y > yo(e) et r > 1/2, on ait

e 1
+iT,y, 2 _1+OE< + ),
(B tiny,z) rlogyl T I.(2)

(ii) sous les conditions supplémentaires y > yo(e) et r < 1/2, on ait

1
0g yelr(f)—cu ]
log =z
Démonstration du Lemme 5. On estime ((s,y,2) = ((s,y)/
((s,z) en majorant indépendamment ((s,y) et ((s,z)"!. Par le Lemme

3(ii), on a

C(ﬂ + ’iTvy7 Z) <e

C(s,y) =e T(logy)((s) exp{Io((1 — s)logy)} .

En utilisant I'estimation de Ip(s) du Lemme 7 de [14] et une majoration
classique de ((s), on obtient ((s,y) < log(|7| + 2).
Par ailleurs on a

1¢(s, Z)_1’ < ((k,2) < logz - elo((1—r)log 2)
d’apres le point (ii) du Lemme 3.

Démonstration du Lemme 6. Sous les conditions (Hc), (V) et
|7| > L.(2), on a |r| > €. Pour (i) on peut donc appliquer le Lemme 4
en estimant e/r(6€=17198%) par le Lemme 2(v) et ¢(1,y,2) avec la formule de
Mertens.

Pour (ii), notre premier objectif est de montrer que sous les conditions
indiquées
(5-3) C(B + Ty, 2)| < C(B,y,2)e™ "

Pour cela, on peut supposer u > wug puisque l'on a toujours |¢(8 +
iy, 2)| < ¢(B,y, 2).
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Nous appliquons alors la technique utilisée au Lemma 8 de [11]. On a
(5.4) [C(B +im,y,2)| < C(B,y,z)e

avec
w = Z (1 — cos(tlogp))p~”.
z2<p<y
De plus
1

5.5
(5:5) oz y

Z A(n)(1 — cos(tlogn))n™" < w+ 28
z<n<y

ou A désigne la fonction de von Mangoldt et

D’apres le Lemme 1, sous les conditions y > (logz)?*¢ et r < 1/2, on a

f>1/2+0.(1/logy)

et par suite S <. 1. En appliquant le Corollary du Lemma 6 de [11] pour
estimer le membre de gauche de (5.5), on obtient donc

vz ¢((1- ViEcc ) )

+O(1 + exp{¢ — (logy)*/?}) > ¢ /€ > u.

Avec (5.4), cela montre (5.3).
Pour conclure la démonstration du point (ii) du Lemme 6, il suffit main-
tenant de remarquer que d’apres le Lemme 4, on a

(56) CBy2x)= [ a-p"

_ 1?/@ <1 +o. (Ll())) ((H.), (V2))

6. Démonstration du Théoréeme 3. Conformément au schéma du
paragraphe 3, nous donnons les principales étapes de la démonstration du
Théoreme 3 sous la forme des trois lemmes suivants.

LEMME 7. Soit € > 0. Sous les conditions (H) et (Ve), on a

B+iLey4(z) C(S y z)xs
(6.1) O(z,y,2) = %in f SR ds
/B_lLs/4(z)

x exp{—u&(u) + I, (& (u)) — min(cu, (log y)3/5—5)}
O ( (logy)L:(z) ) :
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LEMME 8. Soit € > 0. Sous les conditions (H.) et (V), on a

—&+iLcja(2)logy (—s)
1 r s) __
(62 Mlzy="002 g,

2im —&§—iLc/4(2) logy s +logy

x exp{—ufr(u) + Ir(gr(u))}
+ O: < u(log y)Le(2) ) '

LEMME 9. Soit € > 0. Sous les conditions (H) et (V:), on a

ﬁ+iL€/4 (Z)

((s,y,2)x?

S

(6.3) ds
B—iLe/4(2)
—¢4iL. 1
§+iLlc/a(2) logy elr(=s) _

:J;C(Lya Z) f ———¢"ds

1
emiL(logy T OBY
+0 (xexp{_U€r(u) + Ir(gr(u))}log 2u>
) Vu(logy)Le(2)
Ces formules étant triviales sous la condition y <. 1, on supposera

dorénavant que y > yo(e) ol yo(e) est une constante choisie suffisamment
grande.

Démonstration du Lemme 7. On pose
T = maX(L€/4(Z)7 L€/3(Z) min(L€/2(y)’ exp{u + (1Og 10g y)1+€/3})) .

En appliquant la formule de Perron sous une forme effective (voir par
exemple le Théoreme II 2.2 de [20]), on obtient

O(z,y, 2 f S(s:y, )2t ds
ﬁ T
-
3 n
< ) 1+ Tlog (z/n)|
P~ (n)>z
Pt (n)<y
27((B,y, 2)

< +6< + — ) 8( Z )
ey — e T+ —=,y,2| —-Olr——,y,2 ).

VT V! VT

Par (5.6), on voit que le premier terme de cette derniére expression est
d’un ordre de grandeur convenable.

Si

1+e/4 3/5—2¢/5
)

< (loglogy) + (log 2)
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on a

R:= 8<x+ fT,y,z) —9(30— fT,y,z) < %
exp{—u&,(u) + L (& (u)) —u/2}

(logy)Ls/Z(z)
sous la condition (V.), d’apres le Lemme 1. On suppose donc dorénavant

u > (loglogy)'Te/* + (log 2)3/572/5 .

<L T

En posant
_ [sim@vT/2)f
on a
x s T 1 Bico N
R« Z () h(log ()) = 95 f C(s,y,2)x°h(s — [)ds.
P~ (n)>z " " i B—ico
P (n)<y
Comme
h(s) = \}Tmax(l —|s/VT|,0),
on a
B
wegm A e (el TR

rk=0
TV4<|r|<VT

On majore le deuxieme terme & l'aide de (5.6). Si r > 1/2, d’apres le
Lemme 6(i), le premier terme est

< :L'ﬁ< 1 N logT N 1 )
VTlogz /Tlogy Ley3(2)
z exp{—u&, (u) + I (& (u)) — (logy)*/°~¢}
(logy)Le/2(2)
d’apres le Lemme 1 et le Lemme 2(i). Sir < 1/2, on majore l'intégrande &
I’aide du Lemme 5. On obtient que le premier terme est
< 27(logy)®e" ") < zexp{—u€ + L.(€) — u/2}(logy)?,

ce qui est ici convenable.
Pour conclure la démonstration du Lemme 7, il suffit maintenant de
majorer convenablement

<e

I = f C(Svyaz)xs ds .

S
k=03
Leja(2)<|7|I<T
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Silonar>1/2ou
{u < (loglogy)'™/ + (log 2)*/°7/2 et (log 2)*/°~¢/2 > loglog y} ,

en choisissant ¢ suffisamment petit et yo(¢) suffisamment grand, on voit que
T = L./4(2) et donc que I = 0.

Si u > (loglogy)'™e/3 + (log 2)3/5=¢/2 et r < 1/2, on majore ((s,v, 2)
par le Lemme 6(ii) et on obtient

I < ale@=(logy)?,

ce qui est ici convenable.

Si enfin u < (loglogy)'™</3 + (log 2)3/5/% et (log 2)3/°~%/? < loglogy,
on a par deux intégrations par parties successives,

=T

$8<(S’y7 Z) 1 ds

[= |22\ =) - s 22
{ islogx ] + log x f (s,y,2)a 52

T=Lc/4(2) k=0
Leja(=)<IrI<T
1 , . dr
7log$ Kl‘ﬁ < (Svyaz) S
Ls/4(z)§|T|ST
et
s S =T
(6 4) I = |:1' C(S,Z/,Z) 1T C/(S)ya Z):|T
1slogx s(log x)? T=L¢/4(2)
5, Y,z ! $,Y,2 z®
N f C(y)_C(yQ) 72d8
log (log z) 8

k=3
Lesa(z)<|T|I<T

f C/,(Svyvz)xs dr

L (log z)?2 s
Lesa(2)<|T|IST
On a par la formule de Cauchy

) _ Clw,y.2)
¢ (s,y,2) =kl f (w0 — )il dw .
jw—s|=1/(log y)*/***

En majorant I'intégrande par l'intermédiaire du Lemme 5, on obtient
que pour L. /4(z) < |7| < T,
¢ (B +ir,y, 2) <pe (logT)(log 2)(log y)F2/5+)

En utilisant systématiquement ces majorations pour majorer I par I'intermé-
diaire de la formule (6.4), on obtient

1 (log T')? log = >
(logy)Ls/4(Z) U2(1Ogy)6/5*8 )

I<<a:ﬁ<
U
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ce qui est convenable en ayant pris soin de choisir ¢ < 1/5. Cela conclut la
démonstration du Lemme 7.

Démonstration du Lemme 8. Il faut d’abord établir la formule
(4.2) qui résulte du lemme suivant :

LEMME 10. Soit

[e o]

fhy,=(u) = f op(u—t)y~ " dt

e}

de telle sorte que

My 2) =z [] (1 - 1>_1ﬂy,z(u).

b

Alors on a sous les conditions y > z > 1 et Res > —logy,

ﬁy z<3> _ eXp{Ir(_S)} —-r )

s+ logy

Démonstration. Soit 1(¢) la fonction caractéristique de R4. D’apres
Friedlander ([6], Theorem 6(A)), on a pour 0 < r < lett > 1, 0,(t) <,
o(t) < t~t. Cela montre que les transformées de Laplace des fonctions o,.(t)
et f,(t) = y~'1(¢) convergent dans le demi-plan Re s > —logy. Comme p,, .
est la convolée de ces deux fonctions, sa transformée de Laplace est le produit
usuel des transformées. Or on a pour Res > —logy, f,(s) = (s +logy)~!
et o,.(s) = exp{I,(—s)} —r d’apreés le Lemme 1(iii) de [15]. Cela permet de
conclure la démonstration du Lemme 10.

Revenons a la démonstration du Lemme 8 proprement dite. D’apres le
Lemme 10, en appliquant la formule d’inversion de Laplace on obtient sous
la condition (H,)

C(L,y,2) F el

M = “Sds.
(@.y,2) =@ 21 ISV +logy @
Il suffit donc de majorer
1 I.(—s) _
K= xL ,y,z) f T Teusgs
2im s+ logy

K=—

|7|>Le/a(2)logy
On désigne par K; la contribution a K correspondant au sous-domaine
Leja(2)logy < |7| < max(Le4(2) logy, ) =1

et par K la contribution a K complémentaire.



306 E. Saias

Par une intégration par parties, on a

_fEC(l, Y, Z) [eus(elr(_s) _ ,r.):| |T|=400

Ko =
2 u s+ logy -

zC(1,y, = elr(—s)—&-us 1 e~S5 _ TS
_1_76( - y:2) f + ds.
w s+logy \s+logy S

[T1>n

En appliquant le Lemme 2(v) pour estimer le terme tout intégré et majorer
I'intégrale en valeur absolue, on obtient

xe_u§+£ << xe_uf"l‘lr(&)
(logy)Lesa(z) —° u(logy)Le(z)

d’apres le Lemme 1 et le Lemme 2(i).

Ky <
u

Pour majorer K, on peut supposer
(6.5) et > L. /4(2)logy

puisque sinon K; = 0. On désigne par K ; la quantité

us

[
Ki1=—xC(1 -
b =g 2)r ,.i:f_g s+ logy

Leya(2)logy<|r|<e®
et par K2 la quantité complémentaire de telle sorte que
Ki=Ki1+Kip.
Pour majorer K; i, on déplace la droite d’intégration x = —¢ vers la
gauche jusqu’a —(logy)/2 et on applique le théoreme des résidus. On a
ev? es
m=(lofgy>/2 s+iogy €
Leya(2) logy<|r|<et

et l'intégrale de e"* /(s + logy) sur les bords horizontaux du rectangle est

< <
ulogy — u(logy)L./4(2)

d’apreés (6.5). Comme il n’y a pas de résidu dans le rectangle en question,
ces majorations démontrent que K ; est d’'un ordre de grandeur convenable.

En utilisant le Lemme 1 pour estimer £, on voit que sous les conditions
(He), (Vo) et y > yo(e) avec yo(e) choisi convenablement, la formule (6.5)
entraine que 7 < 1/2 et (logy)L./4(z) < ¢ < ulog2u. On a donc en
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utilisant le Lemme 2(iii)
elr(—s)+us
Ko = 1 B
1,2 fL‘C( ,y,Z) ’{:f& S+10gy S
Le.sa(2)logy<|r|<ef
xe_u€+lr(£)
u(logy)Le(z) ’

ce qui permet d’achever la démonstration du Lemme 8.

< xe_uf‘f'fr(f)_\/a‘i‘& <

Démonstration du Lemme 9. Soit € > 0 fixé. D’apres le Lem-
me 1, on a sous les conditions (H¢) et (Ve),

B>1-— (logy)~>/"7=.

On peut donc appliquer le Lemme 4 avec kK = 3. En effectuant le changement
de variable s’ = (s — 1)logy et en utilisant la formule de Mertens pour
majorer ((1,y, z), on obtient donc

B+iL6/4(z)

(6.6) [ sy, 2)z°
B—iLa(2) i
—&+iL.4(2)logy I(—s) _
—xz((1,y, 2) f %e“s ds
—&—iL./4(2)logy s+logy
x
L ||+ —— exp{l.(—s) + us}| |ds
e /] L s) Hf_§ lexp {I;-(—s) + us}| |ds|
|7|<Lcsa(z)logy
us
B
e s+ logy
[TISLcja(2)logy
avec
logy F(1+s/logy,z)
J = I.(— ds.
$logz f exp{I(—s) + us} s T hogy s

r=—¢&
[TI<Le/a(2) logy
On majore le troisitme terme de 'expression de droite de (6.6) comme
on a majoré K ; dans la démonstration du Lemme 8. On obtient que ce
troisieme terme est

- me
“ u(logy)Le3(2)’

ce qui est convenable.
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Le deuxieme terme est trivialement

Leya(2)1 —ug+1(€)
pe-uetn o Lep(F)logy e

<<5 g )
L€/5<y) Le/3(y)

ce qui est également convenable.

Il reste a majorer J. Pour cela, on ne s’intéressera qu’au sous-domaine
d’intégration correspondant aux 7 positifs, le travail pour les 7 négatifs
étant en tout point semblable. On découpe I'intervalle [0, L. /4(z) logy] en
cing sous-intervalles d’extrémités

07 1/\/ﬁ7 17 min(Le/4(Z)(10g y)v e&) )
max(min(Le/q(2)(logy), %), (2r)7") et Lesa(2)(logy).

On désigne par Jy, Jo, J3, Jy4 et J5 les contributions correspondantes.
Notons tout d’abord qu’en utilisant la formule de Cauchy

F®) (s, 2) = k! f %dw,
lw—s|=(log 2)~* (w=s)
la deuxiéme partie du Lemme 4 permet de montrer que
k!(log )k
L5/4(z)

Pour majorer J5, on peut supposer que

(6.7) FR (B +ir, 2) <. (17| < Loja(2)).

et < L. /4(2)logy
puisque sinon Js; = 0. On redécoupe l'intervalle d’intégration de Js en
intervalles [7;, 7j41] (jo < j < j1) avec
jo = max(1, [2ret]), J1 = [2rL./4(2)logy],
Tjo = max(eg, (27‘)_1) , Tj = Leya(2) logy
et
=27 Go<i<i).

Dans chaque intervalle [7;,7;11], on développe F en série entiere autour de
s = 7j. On obtient en posant s; = 3+ i7;/logy

ji1—1 co .
logy ™ FHLE®R) (s, 2)
6.8 Js = r—= _
(6.8) > log z ];) prs kl(logy)k
elr(=s)+us

k
X —(r— 1) dr.
n:fg s—l—logy(T i) dT
TiSTSTj41
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Par une intégration par parties, I'intégrale est

1 elr(—s)-l—us T=Tj+1
(6.9 — |:(7' - Tj)k:|

iu| s+logy _—
)k—l

1 f elr(fs)%»us I: (T — Tj)k Zk(T — T

+ —
o (s +logy)? s+logy

7 <T<Tj41

P G >] o

is(s + logy)

Par le Lemme 2(v), on a ici elr(=9)+%s « re=%& De plus, pour m > 0,
ny1>0,ny>0etn;+no>1,0na

Tj+1 (7_ - T])m Ti+1
f 1 (s T log )™ dr < — f (r—m1;)™dr
T J T

(27‘)7’114’7’1,2777171
L ——F—F1
jm+1)

Cela permet de montrer que ’expression (6.9) est
< (2r)FRemuete it
En substituant dans (6.8) et en utilisant (6.7), on obtient alors

—ugte J1 o pe—uEtE

I <<5 ZZ ij

6/4 —1 k=0 logy) 6/2(2)’

ce qui est convenable.

Pour majorer J,, on peut supposer que
2ret <1 et e < Le/4(2)logy

puisque sinon J; = 0. Le domaine d’intégration de Jy est alors [e¢, (2r)71].
Comme pour J5, on développe F' en série entiere, cette fois autour de 1, et
on integre par parties. On obtient

elr(=s)tusgk

logy w= F(*)(1, 2)
1 = d
(6.10) Jy /{:fﬁ s+ logy s

eS<r<(2n) !

avec l'intégrale qui est
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1 I.(—s)+us T=(2r)""
6.11) — [esk]
w| s+logy

=ef

e 7 1 es sk
o (ol g ) [
u e S 72 (s +1logy)?
ef<r<(2r) !

kskfl Sk(efs _ efrs)

+ +
s+ logy s(s + logy)

] e“ds

oi1 on a utilisé le Lemme 2(iv) pour estimer e/(=9),
Pour cette derniere intégrale, on développe l'intégrande et on estime les
termes de la forme

f (S;Ty)ne(u_a)s ds (CL = O, 7 ou ].)

KR=—
ef<r<(2r) !

en déplagant la droite d’intégration vers la gauche et en appliquant le théore-
me des résidus. De plus, on majore les termes de la forme

_ 8" (u—a)s
f O((sﬂogy)”e )'ds,

kK=—¢&
et <r<(2r) !

par
e —ug+§

or)y~m-1,
logy (2r)

On montre ainsi que Pexpression (6.11) est < e~*+¢(2r)2=*. En substitu-
ant dans (6.10) et en utilisant (6.7), on obtient alors

Jy < —F7+ 27h e )
: L€/4(Z) ; : (10gy>L5/2(Z)

ce qui est convenable.

Pour majorer Js, Jo et J1, on majore I'intégrande en valeur absolue en
utilisant systématiquement le Lemme 2 pour exp{l,(—s)+us} et (5.2) pour
F(1+s/logy,z). Sie® > L. 3(z), sous les conditions (H.), (V.) et y > yo(e)
avec yo(e) convenablement choisi, on a 7 < 1/2 et donc

xefug“rlr(g) S ’
Js L — —— | |ds
A=
1<7<e
pe— b+ (6)+2¢ pe—uE+Ir(€)

< < .
’LL4(10gy)LE/4(Z) U(lOg y)Ls/4(Z)
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Si ef < Le/3(2), on a

xefu‘g“rlr(g)

S
Js K¢ ———F—— ’ ds
€ L8/4(2) n:ff S+]ng | |
1<7<ef

(logy)Leya(z)  ullogy)La(2)

Pour J,, on obtient

xe_u‘f"r['r(g)

Enfin,

Jy <o e [ e s [ds
(logy)LE(z) R:*f
uw2<r<1
$€7u£+lr(£) $67U£+I'r(£) log 2u
< EK
Vu(logy)Le(2) Vu(logy)Le(2)
re—uwE+ I (§) e U+ Ir() log 2u
J <L s|lds| <«
<legwfm J, S e
O§T§u71/2

ce qui acheve la démonstration du Lemme 9.
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