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La ramification des extensions galoisiennes est déterminée
par les discriminants de certaines sous-extensions
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Introduction. Soit p un nombre premier. Dans cet article, on désigne
par corps local un corps complet pour une valuation discrète dont le corps
résiduel est parfait de caractéristique p. Etant données deux extensions
galoisiennes de corps locaux L/K et L′/K ′ dont les groupes de Galois G
et G′ sont isomorphes, on dit qu’un isomorphisme de groupes % de G sur
G′ est un isomorphisme de ramification de G sur G′ ou de L/K sur L′/K ′

s’il respecte les filtrations de ramification de G et de G′, c’est-à-dire si pour
tout u ∈ [0,∞[, on a %(Gu) = G′u ; dans le cas où L/K et L′/K ′ sont
des extensions finies, il est équivalent d’imposer que pour tout i ∈ N, on a
%(Gi) = G′i. S’il existe un isomorphisme de ramification de L/K sur L′/K ′,
on dit que ces extensions sont identiquement ramifiées.

Un isomorphisme de groupes % de G sur G′ induit par la théorie de Galois
une bijection croissante entre les ensembles ordonnés par l’inclusion des sous-
extensions E/K de L/K et E′/K ′ de L′/K ′; sauf en cas d’ambigüité cette
bijection sera encore notée %.

L’objet de cet article est de déterminer des ensembles E de sous-exten-
sions finies de L/K vérifiant la propriété suivante : tout isomorphisme de
groupes % de G sur G′ tel que, pour tout E/K ∈ E , les valuations des
discriminants des extensions E/K et E′/K ′ = %(E/K) cöıncident, est un
isomorphisme de ramification de L/K sur L′/K ′. Nous montrons que dans
le cas le plus général où L/K est une extension galoisienne finie ou infinie,
l’ensemble de toutes les sous-extensions finies de L/K convient et que dans
le cas où L/K est une extension galoisienne finie on peut prendre pour
E l’ensemble des sous-extensions de L/K qui sont invariantes par les sous-
groupes cycliques de G; nous montrons également que dans le cas particulier
où K et K ′ sont des corps locaux d’inégales caractéristiques et où L/K est
une extension de Lie p-adique [7], il existe un tel ensemble E qui est fini; nous
montrons enfin que dans le cas oùK etK ′ sont des extensions finies de Qp de
même indice de ramification e et où L/K est une extension abélienne dont
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la sous-extension non ramifiée maximale L0/K est finie, on peut prendre
pour E l’ensemble des sous-extensions finies de L/K dont les valuations des
discriminants ne dépassent pas (qv − 1)2/(q − 1) où q désigne le nombre
d’éléments du corps résiduel de L0 et où v = 1 + [ep/(p− 1)].

Comme exemple d’applications, ces résultats interviennent pour décider
quelles sont les extensions de corps locaux qui sont identiquement ramifiées
à des extensions de corps locaux à corps résiduel fini [2].

Isomorphismes de ramification. Soient L/K et L′/K ′ deux exten-
sions galoisiennes de corps locaux dont les groupes de Galois G et G′ sont
isomorphes et soit % un isomorphisme de groupes de G sur G′.

Soit uL/K (resp. uL′/K′) la fonction d’ordre de la filtration de ramifica-
tion de G (resp. de G′) en numérotation supérieure :

uL/K(σ) = u ⇔ ∀ε > 0, σ ∈ Gu −Gu+ε .

Pour que % soit un isomorphisme de ramification il faut et il suffit que
uL/K = uL′/K′ ◦ %.

Dans le cas où L/K est une extension finie ou arithmétiquement profinie
au sens de Fontaine et Wintenberger [1], c’est-à-dire quand les groupes de
ramification sont des sous-groupes ouverts du groupe de Galois, la filtra-
tion de ramification de G admet également une numérotation inférieure
iL/K = ψL/K ◦ uL/K où la fonction ψL/K de Hasse–Herbrand est définie
par ψL/K(x) =

∫ x
0

(G0 : Gu) du ([5], ch. IV, §3). Si L/K et L′/K ′ sont des
extensions finies ou arithmétiquement profinies, pour que % soit un isomor-
phisme de ramification il faut et il suffit que iL/K = iL′/K′ ◦ %.

Soit E/K une sous-extension de L/K et soit E′/K ′ = %(E/K); si E/K
est galoisienne, il en est de même de E′/K ′ et % induit un isomorphisme de
groupes % de Gal(E/K) sur Gal(E′/K ′).

Proposition 1. Si % est un isomorphisme de ramification de L/K sur
L′/K ′ alors % est un isomorphisme de ramification de E/K sur E′/K ′.

D é m o n s t r a t i o n. C’est une conséquence immédiate du théorème de
Herbrand ([5], ch. IV, §3) qui fonctionne aussi bien pour les extensions
infinies que pour les extensions finies.

Soit J un ensemble ordonné filtrant à droite et soit {Ej}j∈K une famille
de sous-corps de L contenant K telle que ∀i, j ∈ I, i ≤ j ⇒ Ei ⊂ Ej et
L =

⋃
j∈J Ej . On suppose que toutes les extensions Ej/K sont galoisiennes;

il en est alors de même des extensions E′j/K
′ = %(Ej/K) et pour tout j ∈ J ,

on note %j l’isomorphisme de Gal(Ej/K) sur Gal(E′j/K
′) induit par %.

Proposition 2. Si pour tout j ∈ J , %j est un isomorphisme de ramifi-
cation de Ej/K sur E′j/K

′ alors % est un isomorphisme de ramification de
L/K sur L′/K ′.
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D é m o n s t r a t i o n. Pour tout j ∈ J , soit Hj = Gal(L/Ej) et H ′j =
Gal(L′/E′j) = %(Hj). Dans l’identification de G (resp. de G′) avec la limite
projective canonique de G/Hj (resp. des G′/H ′j), on a d’après le théorème
de Herbrand, Gu = lim

←−
GuHj/Hj = lim

←−
(G/Hj)u et Gu = lim

←−
(G′/H ′j)

u pour

tout u ≥ 0; donc G′u = lim
←−

%j((G/Hj)u) = %(lim
←−

(G/Hj)u) = %(Gu).

Proposition 3. Soit E/K une sous-extension finie de L/K et soit
E′/K ′ = %(E/K). Si % est un isomorphisme de ramification de L/K sur
L′/K ′, alors sa restriction à Gal(L/E) est un isomorphisme de ramification
de L/E sur L′/E′.

D é m o n s t r a t i o n. Soit J un ensemble ordonné filtrant à droite et
{Ej}j∈J une famille d’extensions galoisiennes finies de K contenues dans
L contenant E, telle que

⋃
j∈J Ej = L et ∀j1, j2 ∈ J, j1 ≤ j2 ⇒ Ej1 ⊂

Ej2 ; on note E′j/K
′ = %(Ej/K) et %j l’isomorphisme de Gal(Ej/K) sur

Gal(E′j/K
′) induit par % qui, d’après la proposition 1, est un isomorphisme

de ramification. Comme, pour tout entier naturel i, le groupe de ramification
d’indice i (en numérotation inférieure) de l’extension Ej/E est la trace sur
Gal(Ej/E) du groupe de ramification d’indice i de l’extension Ej/K ([5],
ch. IV, §1), la restriction %′j de %j à Gal(Ej/E) est un isomorphisme de
ramification de Ej/E sur E′j/E

′. Il résulte alors de la proposition 2 que la
restriction de % à Gal(L/E), qui s’identifie à la limite projective des %′j , est
un isomorphisme de ramification.

R e m a r q u e s. 1. Dans [2], il y a une autre preuve de la proposition 3
valable seulement dans le cas d’extensions finies.

2. Supposons que % soit un isomorphisme de groupes de G sur G′ qui
induise canoniquement des isomorphismes de ramification d’une sous-exten-
sion galoisienne E/K de L/K sur son image E′/K ′ = %(E/K) et aussi de
L/E sur L′/E′; alors même si les extensions L/K et L′/K ′ sont identique-
ment ramifiées, % n’est pas nécessairement un isomorphisme de ramification.

Contre-exemple. Soient K = Q2, L = K(
√
−1,

√
2), E = K(

√
−2)

⊂ L, H = Gal(L/E) et soit % l’automorphisme de G qui échange les sous-
groupes Gal(L/Q2(

√
−1)) et Gal(L/Q2(

√
2)) en laissantH invariant; alors %

induit l’identité sur H et sur G/H mais ce n’est pas un isomorphisme de ra-
mification puisque G0 = G1 = G, G2 = G3 = Gal(L/K(

√
−1)) et G4 = (1).

Proposition 4. Supposons que L/K et L′/K ′ soient des extensions
finies ou arithmétiquement profinies. Soit H un groupe de ramification de
L/K et soit E le corps de ses invariants. Si l’isomorphisme % de G sur
G′ induit canoniquement des isomorphismes de ramification de E/K sur
E′/K ′ = %(E/K) et de L/E sur L′/E′, alors % est lui-même un isomor-
phisme de ramification.
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D é m o n s t r a t i o n. Soit i0 ∈ N tel que H = Gi0 et notons %(H) = H ′.
Montrons d’abord que H ′ = G′i0 . On a d’une part H ′i0 = H ′∩G′i0 et d’autre
part H ′i0 = %(Hi0) = H ′ donc G′i0 ⊃ H ′. Soit ψ′ la fonction ψ de Hasse–
Herbrand associée à l’extension de groupe de Galois H ′ (loc.cit.); comme
H ′i0 = H ′ on a ψ′(i0) = i0. Soit ψ′′ la fonction ψ de Hasse–Herbrand associée
à l’extension de groupe de GaloisG′i0/H

′ et soit u0 tel que ψ′′(u0) = i0; alors,
d’après le théorème de Herbrand, on a

(G′i0/H
′)i0 = (G′i0/H

′)u0 = (G′i0)
u0/H ′ = (G′i0 ∩G

′
ψ′(i0)

)/H ′ = G′i0/H
′ ;

mais par hypothèses on a aussi

(G′i0/H
′)i0 ⊂ (G′/H ′)i0 = (%(G/H))i0 = %((G/H)i0) = %((1)) = (1) ;

donc G′i0 = H ′.

Soit maintenant un entier naturel i. Si i ≥ i0 alors Gi ⊂ H et %(Gi) =
%(Hi) = H ′i = G′i ∩H ′ = G′i. Si i ≤ i0 alors Gi ⊃ H et ([5], ch. IV, §1, cor.
à la prop. 3) on a %(Gi)/H ′ = %(Gi/H) = %((G/H)i) = (G′/H ′)i = G′i/H

′,
ce qui signifie que %(Gi) = G′i.

Proposition 5. Soient K et K ′ deux extensions finies de Qp de même
indice de ramification e. Soient L/K et L′/K ′ deux extensions abéliennes
de groupes de Galois G et G′ isomorphes. On pose α = e/(p− 1) + 1
et β = α + e et on suppose que L/K est totalement ramifiée. Soit % un
isomorphisme de groupe de G sur G′. Si % induit par passage au quotient
un isomorphisme de ramification % de G/Gβ sur G′/%(Gβ) alors % est un
isomorphisme de ramification.

D é m o n s t r a t i o n. Pour tout groupe J on note P (J) l’ensemble des
puissances p-èmes des éléments de J . D’après la théorie du corps de classe
local, pour tout n ≥ α on a P (Gn) = Gn+e et en particulier P (Gα) = Gβ

([5], ch. XIV, §4, prop. 9); de plus les sauts de ramifications supérieurs de G
sont entiers ([5], ch. IV, §3, th. de Hasse–Arf). Soit H = Gβ et H ′ = %(Gβ);
d’après le théorème de Herbrand, on a

%(HGn)/H ′ = %((G/H)n) = (G′/H ′)n = G′nH ′/H ′ ,

donc pour tout n ∈ N, H ′%(Gn) = H ′G′n; en particulier pour n ≤ β,
%(Gn) = H ′G′n et il s’ensuit que

H ′ = %(H) = %(P (Gα)) = P (%(Gα))
= P (H ′G′α) = P (H ′)P (G′α) = P (H ′)G′β

= P (P (H ′)G′β)G′β = P 2(H ′)G′β = . . . = Pm(H ′)G′β

pour tout entier m ≥ 1. Mais H ′ est un pro-p-groupe, donc l’ensemble des
Pm(H ′) est un système fondamental de voisinages de l’élément neutre dans
H ′ et aussi dans G′ puisque H ′ est ouvert dans G′ et comme G′β est fermé,
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on a H ′ =
⋂
m≥1(P

m(H ′)G′β) = G′β . Il en résulte que pour tout n ≤ β,
%(Gn) = G′n.

La preuve s’achève par récurrence sur n0 tel que pour tout n ≤ n0 on
ait %(Gn) = G′n; en effet, pour tout n ∈ {n0 + 1, n0 + 2, . . . , n0 + e}, on a

%(Gn) = %(P (Gn−e)) = P (%(Gn−e)) = P (G′n−e) = G′n .

Discriminants et ramification. Outre les notations précédentes qui
restent valides, étant donné un corps local K, on note encore vK la valuation
discrète de K normalisée par vK(K∗) = Z et K le corps résiduel de K. De
plus, si L est une extension finie de K les symboles e(L/K), f(L/K), DL/K

et d(L/K) désignent respectivement l’indice de ramification de L/K, le
degré résiduel de L/K, le discriminant de L/K et la valuation vK(DL/K) du
discriminant de L/K; autrement dit, DL/K = {x ∈ K : vK(x) ≥ d(L/K)}.

Enfin, si H est un groupe d’automorphismes de L, LH désigne comme
d’habitude le corps des invariants de H.

Théorème. Soient L/K et L′/K ′ deux extensions galoisiennes finies de
corps locaux dont les groupes de Galois G et G′ sont isomorphes et soit % un
isomorphisme de groupes de G sur G′. On suppose que pour tout sous-groupe
cyclique H de G les discriminants des extensions LH/K et L′%(H)/K ′ ont
même valuation. Alors % est un isomorphisme de ramification.

D émon s t r a t i o n. Montrons d’abord que, sous les hypothèses ci-dessus,
% applique le groupe d’inertie G0 de L/K sur le groupe d’inertie G′0 de
L′/K ′. Soient σ ∈ G, σ′ = %(σ), H le sous-groupe de G engendré par
σ, H ′ = %(H), E = LH et E′ = L′H

′
. Pour que σ ∈ G0 (resp. σ′ ∈ G′0)

il faut et il suffit que toute sous-extension F/E de L/E (resp. F ′/E′ de
L′/E′) soit ramifiée, c’est-à-dire que d(F/E) = 0 (resp. d(F ′/E′) = 0) ou
encore, compte tenu de la formule de transitivité des discriminants ([5], ch.
III, §4), que d(F/K) > d(E/K) (resp. d(F ′/K ′) > d(E′/K ′)).

Or comme L/F et L/E sont des extensions cycliques, ces dernières
inégalités sont respectées simultanément.

Maintenant, comme le groupe de ramification G1 (resp. G′1) est le p-
sous-groupe de Sylow de G0 (resp. de G′0) il est clair que % applique G1

sur G′1. Soit L1 (resp. L′1) le corps des invariants de G1 (resp. de G′1).
Soit E/L1 une sous-extension de L/L1 telle que Gal(L/E) soit cyclique et
soit E′/L′1 = %(E/L1). La formule de transitivité des discriminants (loc.
cit.) s’écrit d(E/K) = [E : L1]d(L1/K) + f(L/K)d(E/L1) ou d(E′/K ′) =
[E′ : L′1]d(L

′
1/K

′) + f(L/K)d(E′/L′1); on a donc d(E′/L′1) = d(E/L1). On
a donc prouvé qu’il suffit de démontrer le théorème lorsque L/K est une
extension galoisienne finie totalement sauvagement ramifiée et que, dans ce
cas, l’extension L′/K ′ est également totalement sauvagement ramifiée.
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Supposons donc que L/K et L′/K ′ sont totalement sauvagement rami-
fiées. On rappelle que dans ces conditions si m est un entier non multiple
de p, pour tout σ ∈ G, on a iL/K(σm) = iL/K(σ) parce qu’en désignant par
π une uniformisante de L, si σ(π) ≡ π(1 + aπi) mod πi+2 alors σm(π) ≡
π(1 +maπi) mod πi+2. Soit θ l’application de G dans Z définie par θ(σ) =
iL/K(σ)− iL′/K′(%(σ)) si σ 6= 1 et θ(1) = 0.

Montrons que θ = 0. Soit E/K une sous-extension de L/K telle que
le groupe de Galois H de L/E soit un sous-groupe cyclique de G. Soit
E′/K ′ = %(E/K), H ′ = %(H) et soit D (resp. D′) la différente de l’extension
L/E (resp. L′/E′). On a alors

vL(D) = d(L/E) = d(L/K)− [L : E]d(E/K)
= d(L′/K ′)− [L′ : E′]d(E′/K ′) = d(L′/E′) = vL′(D′) ,

donc ∑
σ∈H,σ 6=1

(1 + iL/K(σ)) =
∑

σ′∈H′,σ′ 6=1

(1 + iL′/K′(σ′)) ,

ou encore ∑
σ∈H

θ(σ) = 0 .

Nous pouvons maintenant démontrer par récurrence sur l’ordre de G
que θ = 0. Soit σ un élément de G d’ordre ν > 1 et soit H le sous-
groupe cyclique engendré par σ. Soit τ ∈ H; si τ est un générateur de H
alors il existe un entier m premier à p tel que τ = σm, donc iL/K(τ) =
iL/K(σ), iL′/K′(%(τ)) = iL′/K′(%(σ)) et θ(τ) = θ(σ); si τ engendre un sous-
groupe cyclique de G strictement inclu dans H, en appliquant l’hypothèse
de récurrence à la restriction de θ à ce sous-groupe on obtient θ(τ) = 0. Il
en résulte que 0 =

∑
τ∈H θ(τ) = ϕ(ν)θ(σ) où ϕ(ν) est l’indicateur d’Euler

de ν, et donc que θ(σ) = 0.
Pour tout σ ∈ G on a donc iL′/K′(%(σ)) = iL/K(σ) et % est bien un

isomorphisme de ramification.

R e m a r q u e s. 1. Ce théorème admet clairement un énoncé analogue
avec les différentes à la place des discriminants.

2. La preuve de ce théorème publiée dans [2] dans le cas d’extensions
totalement ramifiées est incomplète car la représentation d’Artin n’est pas
toujours rationnelle sur Q (voir [6], §13 et plus spécialement le théorème 30′).

Corollaire 1. Soient L/K et L′/K ′ deux extensions galoisiennes (in-
finies) de corps locaux dont les groupes de Galois G et G′ sont isomorphes
et soit % un isomorphisme de groupes de G sur G′. On suppose que pour
toute sous-extension galoisienne finie E/K de L/K les discriminants de
E/K et de %(E/K) ont même valuation. Alors % est un isomorphisme de
ramification.
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D é m o n s t r a t i o n. Il résulte du théorème que pour tout sous-groupe
ouvert distinguéH deG, % induit par passage au quotient un isomorphisme %
de G/H sur G′/%(H) qui est un isomorphisme de ramification de LH/K sur
L′%(H)/K ′ et la conclusion découle alors immédiatement de la proposition 2.

Rappelons que les extensions de Lie de corps locaux sont les extensions
galoisiennes dont les groupes de Galois sont des groupes de Lie p-adiques et
dont les groupes d’inertie sont des sous-groupes d’indices finis des groupes
de Galois [7]. Les extensions de Lie sont arithmétiquement profinies ([4], [7])
et, en inégales caractéristiques, leurs ramifications jouissent de remarquables
propriétés de régularité [4].

Corollaire 2. Soient K et K ′ deux corps locaux de caractéristique
nulle et de même indice de ramification absolu. Soient L/K et L′/K ′ deux
extensions de Lie dont les groupes de Galois G et G′ sont isomorphes. Il
existe alors un entier naturel d0 vérifiant la propriété suivante : tout isomor-
phisme de groupe % de G sur G′ qui , parmi les valuations des discriminants
de sous-extensions finies de L/K, conserve celles qui ne dépassent pas d0,
est un isomorphisme de ramification.

D é m o n s t r a t i o n . Soit L0/K la sous-extension non ramifiée maxi-
male de L/K et soit e l’indice de ramification absolu de L0. On sait ([3],
prop. 4) qu’il existe un nombre réel w vérifiant la propriété suivante : pour
tout corps local F ′ d’indice de ramification absolu e, pour toute extension
galoisienne L′ de F ′ de groupe de Galois H ′ isomorphe à G0, si un isomor-
phisme de groupes % de G0 sur H ′ induit un isomorphisme de ramification de
G0/Gw sur H ′/%(Gw), alors c’est un isomorphisme de ramification. Soit M
le corps des invariants de Gw et soit d0 = d(M/K) la valuation du discrim-
inant de M/K. Supposons que % conserve les valuations des discriminants
des sous-extensions E/K de M/K, c’est-à-dire que d(E′/K ′) = d(E/K)
avec E′/K ′ = %(E/K); alors, d’après le théorème, % induit par passage au
quotient un isomorphisme de ramification de M/K sur M ′/K ′ = %(M/K)
et aussi de M/L0 sur M ′/F ′ où F ′/K ′ désigne la sous-extension non ram-
ifiée maximale de M ′/K ′. Il en résulte que la restriction de % à G0 est un
isomorphisme de ramification de L/L0 sur L′/F ′; en particulier, F ′/K ′ est
la sous-extension non ramifiée maximale de L′/K ′ et donc % est un isomor-
phisme de ramification.

R e m a r q u e. Il serait intéressant de savoir si l’on peut choisir pour d0

un entier ne dépendant que du groupe d’inertie G0 de L/K et du corps de
ses invariants L0. Lorsque l’extension de Lie L/K est abélienne, on peut
choisir pour d0 un entier ne dépendant que de L0.

Corollaire 3. Soient K et K ′ deux extensions finies de Qp de même
indice de ramification e. Soient L/K et L′/K ′ deux extensions abéliennes
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dont les groupes de Galois G et G′ sont isomorphes. On suppose que la
sous-extension non ramifiée maximale L0/K de L/K est finie. Soit q le
nombre d’éléments du corps résiduel de L0, soit

v =
[
ep

p− 1

]
+ 1

et soit

d0 =
(qv − 1)2

q − 1
.

Soit % un isomorphisme de groupes de G sur G′. Si % conserve les valuations
des discriminants des sous-extensions de L/K qui sont inférieures à d0 alors
% est un isomorphisme de ramification.

D é m o n s t r a t i o n. D’après la proposition 5, le nombre réel w introduit
dans la démonstration du corollaire 2 peut ici être choisi égal à [ep/(p− 1)]+
1 = v. Soit M le corps des invariants de Gv. Par la même démonstration que
celle du corollaire 2, si on a d(E′/K ′) = d(E/K) pour toutes sous-extensions
E/K de M/K avec E′/K ′ = %(E/K), alors % est un isomorphisme de
ramification. Il suffit donc de montrer que d(M/K) ≤ d0.

Or on a d(M/K) =
∑
σ∈G0/Gv,σ 6=1(1 + i(σ)) avec i = iL/K . Soit ψ la

fonction de Hasse–Herbrand associée à M/K et soit u(σ) = sup{u ∈ R : σ ∈
Gu/Gv}. On a

i(σ) = ψ(u(σ)) =
u(σ)∫
0

(G0/Gv : Gt/Gv) dt =
u(σ)∫
0

(G0 : Gt) dt

=
u(σ)∑
j=1

j∫
j−1

(G0 : Gt) dt ≤ q + q2 + . . .+ qu(σ)

parce que (Gx : Gx+1) ≤ q ([5], ch. IV, §2) et si x 6∈ N, (Gx : Gx+1) = 1
(théorème de Hasse–Arf). On a donc

d(M/K) ≤
∑

σ∈G0/Gv,σ 6=1

(1 + q + q2 + . . .+ qu(σ))

≤ ((G0 : Gv)− 1)(1 + q + q2 + . . .+ qv−1) =
(qv − 1)2

q − 1
= d0 .

Exemple. Soient L et L′ deux extensions abéliennes de Q de groupes
de Galois isomorphes G et G′. Soit % un isomorphisme de G sur G′. Si
pour tout corps de nombres E ⊂ L dont la p-partie du discriminant est
≤ p(p−1)(p+1)2 (p 6= 2), les p-parties des discriminants de E et de %(E)
cöıncident, alors p se ramifie identiquement dans L et dans L′.
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