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Introduction. Nous nous intéressons dans cette étude aux équations
diophantiennes modulo p?. J. Ax et S. Kochen ont démontré que pour
tout entier d > 1, il existe un plus petit entier p(d) tel que si p est un
nombre premier supérieur ou égal a p(d), tout polynoéme sans terme constant
F € QpXi,...,X,] de degré d, ou n > d?, a un zéro non nul dans Qy (2],
théoreme de la page 445).

Nous nous proposons ici de démontrer un résultat analogue a celui de
J. Ax et S. Kochen, qui s’énonce comme suit :

Pour tout entier d > 2, il existe un plus petit entier p(d) tel que si p >

p(d), avec p un nombre premier, pour tout polynéme F' € Z,[ X1, ..., Xog41]
de degré d et sans terme constant, I’équation
F(X1,...,X2441) =0 (mod p?) admet une solution primitive.

Nous démontrons aussi que p(2) = 2, p(3) = 3, et pour tout d > 4, nous
construisons des polyndémes de degré d sans terme constant, dépendant de
plus de 2d 4 1 variables et anisotropes modulo 4 (c.a.d. p(d) > 2 pour tout
d>4).

Pour d multiple de p?> —p on construit des polynomes homogenes de degré
d, dépendant de plus de 2d + 1 variables et anisotropes modulo p? (c.a.d. si
d est multiple de p?> — p, on a p(d) > p).

1. Théoréme analogue au théoréme de J. Ax et S. Kochen

THEOREME. Soit d un entier supérieur ou égal a 2. Il existe un nombre
p(d) tel que si p est un nombre premier supérieur ou égal a p(d), et F €
Zp[X1, ..., Xoqs1] est un polyndme sans terme constant, de degré d, il existe
alors un élément X € fo”l dont l'une des composantes au moins n’est pas
divisible par p et tel que F(X) =0 (mod p?).

Preuve. Soit A, = Fp[[T]] I'anneau des séries formelles a coefficients
dans F,, ou F), = Z/pZ. Soit F' € Ay[X1, ..., X2441] un polynéome de degré
d sans terme constant. On peut écrire F' sous la forme

F(Xq,...,Xoq41) = [i(X1,..., Xogy1) + fo(Xu, ..o, Xogp )T + ...
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ou f; € Fp[X1,..., Xogy1] et deg f; < d; d’ou
F(Xl, e ,X2d+1) = fl(Xh Ce ,X2d+1) —+ fQ(Xl, ceey X2d+1)T (mod TQ) .
Considérons maintenant le systeme

[i(Xq, . Xoa1) =0, fo(Xq,..., X2a41) =0.

On a deg f1 + deg fo < 2d. D’apres le théoreme de Chevalley~Warning,
il existe alors (1, ..., T2441) ¢€lément de F27+! — {(0,...,0)} tel que

fi(@y, .o 22a41) =0, fa(x1,...,22441) =0,

ce qui nous donne F(x1,...,224+1) =0 (mod T?).

D’autre part, dans la théorie des corps valués (K,v) a valeurs dans
un Z-groupe, pour un entier d > 1 fixé, la propriété : “pour tout F' de
K[Xy,...,X54+1] de degré d sans terme constant et a coefficients entiers, il
existe x € K29*1 A coordonnées entieres, I'une des coordonnées de = étant
de valuation nulle, tel qu’on ait v(F'(z)) > 2”, est une propriété élémentaire
qu’on notera I'(d). On a le principe général suivant :

Pour toute propriété élémentaire A, il existe un nombre premier p(A) tel
que si p est un nombre premier > p(A), A est vraie dans Z, si et seulement

si A est vraie dans 'anneau des séries formelles a une indéterminée sur le
corps fini F, (Théoreme 6, page 629 de [1]).

La démonstration de ce principe général releve de notions de logique
mathématique. On trouvera ces démonstrations ainsi que la définition de la
“propriété élémentaire” dans [2]. Dans ce qui suit, on prendra pour p(d) le
plus petit des p(I'(d)).

2. Les polynoémes singuliers sans terme constant, sur un corps
fini

DEFINITION. Soient K un corps et f un élément de K[Xq,...,X,] non
nul et sans terme constant; on dit que f est singulier si pour tout x =
(x1,...,2,) € K™ —{(0,...,0)} tel que f(z) =0, on a (0f/0X;)(z) =0
pour tout 1 <7 < n.

2.1. PROPOSITION. Soient K un corps fini et d un entier supérieur ou égal
a 2. Soit fun élément de K[X,...,X,] de degré d, non nul et sans terme
constant avec n > 2d. Alors si f est singulier, la composante homogéne de
degré 1 est nulle.

Preuve. Ecrivons f sous la forme f = fg 4 fa—1 + ...+ f1, ou les f;
sont des polynomes homogenes de degré j. Le polynome f; étant de degré
1, nous pouvons ’écrire sous la forme f1(X) = a1 X5 + ...+ apX,.
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D’apres le théoreme de Chevalley—Warning, le systeme

O(fa+ facr1+ ...+ f2)

X - X =
1) =0, o (X)=0
admet une solution non nulle z = (z1,...,2,) dans K". Comme f est
singulier, nous avons
of 0 0fi _ _
8Xi(x) = 8Xi(fd+...+f2)(a:)+ 8Xi(x) =0+a;,=0

pour tout i; nous déduisons que f; = 0.

3. Les polynomes de degré 2 et sans terme constant

3.1. PROPOSITION. La fonction polynomiale d’une forme quadratique non
nulle a coefficients dans un anneau commutatif unitaire est non nulle.

Preuve. Soit A un anneau commutatif unitaire et soit ¢ une forme

quadratique non nulle; alors il existe (z1,...,z,) élément de A, tel que
q(x1,...,2,) # 0. Sinon, en écrivant ¢ sous la forme
1<i<n 1<i<j<n

nous avons
q(0,...,0,1,0,...,0) =a;; =0 quel que soit 1 <i<net
q((),...,0,1,0,...,0,1,0,...,0):ai,;+ajj+a¢j:0,

si 1 est la i°™° et la j°™° coordonnée.
Nous en déduisons que ¢ = 0.

DEFINITION. Soient A un anneau intégre et f € A[Xy,..., X,,] un poly-
noéme sans terme constant. On dit que f est anisotrope si pour tout
(x1,...,2,) € A", la relation f(z1,...,2,) =0 entraine 1 = ... =z, = 0.
Dans le cas ou A = Zy, on dit que f est anisotrope modulo p®, ou a est entier
> 1, si pour tout (z1,...,2,) € Zy, la relation f(x1,...,2,) =0 (mod p*)
entraine

1 =...=x, =0 (mod p)

3.2. LEMME. Soit K un corps commutatif, et soit f € K[X1,...,X,]
un polynome singulier non nul, de degré 2 et sans terme constant; alors
f est anisotrope, ou bien il existe une forme quadratique anisotrope g €
K[X1,...,Xy] telle que f = g(L1,...,Lk), ot k < n et les L; sont des
formes de degré 1.

Preuve. Si f n’est pas anisotrope, on considere (ay, ..., a,)#(0,...,0)
tel que f(aq,...,a,) = 0. Il existe une transformation linéaire inversible et
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homogene des variables X; = Zl<j<n l;;Y; telle que (0, ...,0,1) soit 'image
de (a1,...,an). o
En posant f(Xy,...,X,,)=h(Y1,...,Y,)onah(0,...,0,1) = 0 on peut
écrire h(Y7,...,Y,) sous la forme
h(Yi,...,Yn) =a, Y2+ Yo(ar1Y1 + ...+ an_1Yn 1)
+b1Y1 + ... —|—bnYn +g<Y17---7Yn—1)7
ol g est un polynéme homogene de degré 2. On a
(1) h0,...,0,1) =a, + b, =0.
Comme f est singulier, alors il en est de méme pour h, d’ol
oh
2 R,
(2) oY,
D’apres (1) et (2) on a a,, = b, = 0, ce qui nous donne
h(Yl, e ,Yn) = Yn(alyl + ...+ anflynfl)
+ b1Y1 + ...+ bn—lyn—l + g(Yl, e aYn—l) .

(0,...,0,1) =2an + b, =0.

L’expression a1Y1+...+a,—1Y,—1 est nulle : sinon il existe (c1,...,¢p,) €
K™ tel que ajc; + ... 4+ ap—1¢p—1 # 0 et h(cy,...,c,) = 0. Dans ce cas
(c1,...,¢n) est un zéro non singulier de h, ce qui est impossible.

D’autre part, pout tout 1 <¢<n—1,

Oh

aYi(O,...,O,l)—bZ =0,
car h(0,...,0,1) =0, d’ou h(Yy,...,Y,) =g(Y1,...,Y,_1).

Dans le cas ol g n’est pas anisotrope, on répetera le méme processus
sur g. Au bout d’un nombre fini de fois, on obtiendra f sous la forme
f=g(La,...,Lg), avec g forme quadratique anisotrope et Ly, ..., L des
formes linéaires.

DEFINITION. On dit que (z1,...,7,) € Ly, est primitif sil'un des z; n’est
pas divisible par p.

3.3. PROPOSITION. Pour tout f € Z,[X1,...,X5] de degré 2 et sans
terme constant, il existe (ry,...,x5) € Zg primitif tel que f(x1,...,z5)
=0 (mod p?).

Preuve. 1° cas: Si f est nul (ou f est le polynéme de F,[ X1, ..., X5]
obtenu en réduisant les coefficients de f modulo p), alors il existe h élément
de Zp[Xy,...,X5] tel que f = ph. D’apres le théoreme de Chevalley—
Warning, h = 0 (mod p) admet une solution primitive (x1,...,xs5) et cette
solution vérifie f(x1,...,25) =0 (mod p?).
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2¢me cas: Si f est non nul et non singulier, alors il existe (z1,...,5) € Zg
primitif et 1 < ip < 5 tels que

f(z1,...,25) =0 (mod p) et (f)g(xl,...,xg));éo (mod p) .

20
D’apres le lemme de Hensel il existe (y1,...,¥y5) € Zg primitif tel que
fy1,-- - ys) =0, ce qui implique que f(y1,...,y5) =0 (mod p?). B

3°™¢ cas : Si f est non nul et singulier, d’apres le lemme précédent, f
peut s’écrire sous la forme f = g(Ly,..., L), oul g est anisotrope et les L;
sont des formes linéaires. D’apres la proposition 2.1, f est homogene, donc
g lest aussi. Le théoreme de Chevalley—Warning permet d’affirmer que g
dépendra au plus de deux variables, dont f = g(L1, Ly), avec L1 et Ly des
formes linéaires qui peuvent étre égales.

Soit ¢ € Zy[X1,Xs] de degré 2 tel que §° = g. Soient L}, L) des
formes linéaires de Z,[X1, ..., X;5] telles que L} = Ly et L} = Lo, et soit
h € Zy[Xy,...,X5] tel que f = g'(L}, L) + ph.

Considérons maintenant le systeme suivant :

Li(z1,...,25) =0 (mod p),
Li(x1,...,25) =0 (mod p),
h(z1,...,25) =0 (mod p).

On a deg h-+deg L +deg L), < 4. Le théoreme de Chevalley—Warning permet
d’affirmer lexistence d’une solution primitive (x1,...,x5) de ce systeme.
Cette solution vérifie f(x1,...,25) =0 (mod p?).

4. Les polynémes de degré 3 sans terme constant

4.1. LEMME. Soient K un corps commutatif dont le nombre des éléments

est supérieur ou égal a trois, et f € K[Xq,...,X,] un polynome singulier
de la forme f = f3+ fo, ot f; est une forme homogene de degré i. Alors f
peut s’écrire sous la forme f = g(L1,...,Ly) ou les L; sont des formes de

degré 1 et g un élément de K[X,..., Xx], de degré 3 et anisotrope sur K.
Preuve. Si f est anisotrope, on pose ¢ = f et L; = X;. Sinon,
considérons (ay,...,a,) # (0,...,0) tel que f(ay,...,an) = 0. Il ex-
iste une transformation linéaire inversible et homogene des variables X; =
21<j<n 1;;Y; telle que (0,...,0,1) soit I'image de (aq,...,a,).
En posant f(Xi,...,X,) = h(Yy,...,Y,), on a h(0,...,0,1) = 0. Le
polynéme h(Yy,...,Y,) s’écrit sous la forme
h(Yi,...,Y,) =a, Y2 + Y2 (Y1 + ...+ an_1Yn_ 1) + Ynq(Y1,..., Yo 1)
+ bnYn2 + Yn(blyl + ...+ bn—lyn—l) + g(Yl, e ,Yn—l) s
ou q(Yy,...,Y,_1) est une forme quadratique. On a

(3) h(0,...,0,1) =ay, + b, =0.
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Comme f est singulier, alors il en est de méme pour h, d’ou
Oh
(4) v,
Les relations (3) et (4) donnent a,, = b, = 0. Donc
h(Yi,...,Yn) =Y (@Y1 + ...+ an_1Yn_1) + Ynq(Y1,...,Yy)
+Y, (1 Yi+ ..o+ b 1Y) +9(Y1,. . Y1)
Par conséquent, pour tout € K, on a h(0,...,0,a) = 0.
Soit a € K tel que o # 1 et a # 0; « existe car card K > 3. La solution
précédente de h nous donne le systeme
Oh
oY,
Oh
9Y;
Il en résulte que a; = b; = 0 pour tout 1 <i <n — 1. Donc
h(Yi,....Yn) =Yq(Y1,..., Y1) +9(Y1,.... Y 1).

Si g # 0, il existe (¢1,...,¢,) € K™ tel que g(cq1,...,¢n—1) # 0, et
h(ci,...,cn) = 0; dans ce cas (cq,...,c,) est un zéro non singulier de h, ce
qui est impossible, donc ¢ = 0. Ceci entraine que h(Yy,...,Y},)
= g(Y1,....Y1) et f(Xy,...,X,) = g(Y1,...,Y,_1), avec g singulier
comme f.

Si g n’est pas anisotrope, on répetera le méme processus un nombre fini
de fois tel qu’'on aura f(Xy,...,X,) =g(Y1,...,Ys), avec g anisotrope.

Par ailleurs il existe une transformation linéaire telle que

Vi = Li(X1,. s Xn)s ooy Y= Lu(X1, ..., X0n),
dott f = g(L,...,Ly).

4.2. PROPOSITION. Soit p un nombre premier impair. Alors pour tout

(0,...,0,1) = 3ap + 2b, = 0.

(O,...,O,l):ai—i—bi:()
pour tout 1 <:<n-—1.

(0,...,0,a) = oa; + ab; =0

polynome f élément de Z,[ X1, . .., X7], de degré trois et sans terme constant,
Uéquation f(x1,...,27) =0 (mod p?) admet une solution primitive.

Preuve. Considérons F = f € Fp[X1,..., X7].

1°" cas: Si F' est nul, alors il existe h élément de Z,[ X7, ..., X7] tel que
f = ph. D’apres le théoreme de Chevalley—~Warning, h = 0 (mod p) admet
une solution primitive (z1,...,27) et cette solution vérifie f(xq,...,z7) =
0 (mod p?).

2tme cas : Si F est singulier, il existe (z1,...,77) € IF; et 1 <ip <7
tels que

oF

F(xy,...,27) =0 et (x1,...,27) #0.

09X,
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D’apres le lemme de Hensel, il existe y = (y1,...,y7) € Z; primitif tel que
fyi,...,y7) =0, ce qui implique f(y1,...,y7) =0 (mod p?).

3*m¢ cas : Si F n’est pas singulier, écrivons F' sous la forme F =
F5 + F5 + Fi, ou les F; sont les composantes homogenes de F'. D’apres la
proposition 2.1, F; = 0. D’ou, d’apres le lemme précédent, F' peut s’écrire
sous la forme F' = g(Lq,..., L), ou g est un polyndéme anisotrope et les L;
des formes linéaires. D’apres le théoreme de Chevalley—Warning, g dépend
au plus de 3 variables, d’ou

g(Ll(l'l, e ,.CI?7),L2(I’1, e ,$7),L3(.’L‘1, .. .,1'7)) ou
F(xy,...,27) =<} g(Li(x1,...,27), La(z1,...,27)) ou
o(Lr(zr ).

Soit g" € Zy[X1, ..., Xi] (k = 1,2 0u 3), de degré 3 tel que g’ = g. Soient
L} € Zp[X1,...,X7] des formes linéaires (i = 1,2,3) telles que L, = L;.
Considérons G € Zy[ X1, ..., X7] tel que

=4, ....L,) +pG.
Le systeme suivant :
Lll(x17"'7$7) =0 (mOd p)?

Li(xz1,...,27) =0 (mod p) (k=1,2o0u3),
G(z1,...,27) =0 (mod p),
admet une solution primitive (x1,...,27) € ZZ, puisqu’il vérifie les hy-
potheses du théoreme de Chevalley—Warning.  Cette solution vérifie
f(z1,...,27) =0 (mod p?), d’ou la proposition.

Le contre-exemple suivant montre que la proposition précédente ne peut
étre étendue au cas de p = 2.
Soit f(X,Y) = X2Y + XY?2 + X2 4+ Y2 + XY € Zy[X,Y]. Pour tout
(x,y) € Z2 avec x ou y non divisible par 2, on a f(z,y) =1 (mod 4).
Soit g(X,Y) = X2 + XY + Y2 € Z[X,Y]. Pour tout (z,y) € Z2 on a
g(x,y) = f(z,y) (mod 2). Posons
F = f(X1,Xs) + f(X3, X4) + f(X5, X),
G = g(X1, X2) + g(X3, Xy) + 9(X5, X)),
et considérons le polynome
H=F+X,G+X2.
Montrons que si H(z1,...,27) = 0 (mod 4), alors z; = ... = 27 = 0
(mod 2).
Pour cela considérons d’abord le cas ou 7 =0 (mod 2); alors

H(l‘l,...,x'y)EF(Z‘l,...,x6)EO (mod 2),
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d’ou G(x1,...,26) =0 (mod 2), ce qui implique
x7G(x1,...,26) =0 (mod 4).

Par conséquent F(z1,...,26)=0 (mod 4), dot z1=...= 2¢=0 (mod 2).
Considérons maintenant le cas x7 =1 (mod 2); dans ce cas on a

H(xi,...,27) = F(x1,...,26) + G(z1,...,26) + 1 =0 (mod 2),
d’ou F(x1,...,26) + G(21,...,26) =1 (mod 2), ce qui est impossible car
F(z1,...,26) + G(z1,...,26)
= f(z1,22) + g(x1,22) + ... + f(x5,26) + g(x5,26) =0 (mod 2)

pour tout (x1,...,x¢) € ZS.

5. La construction des polynémes de degré d > 4 anisotropes
modulo 4

5.1. PROPOSITION. Pour tout n € N*,

n
F, = >oooX, X =[]+ -1
1<i1<...<ip<n j=1
k>1

et F(x1,...,2,) =1 (mod 2) pour tout (x1,...,x,) € Z" tel que l'un des
T; So0it impair.

Preuve. F,(X1,...,X,) = [[}_;(X; +1) — 1 se démontre trivialement
par récurrence. Considérons (x1,...,x,) € Z™ tel que I'un des x; soit impair.
Sans perte de généralité supposons que c¢’est x1; on a alors

Fo(x1,...,2,) = H(a:j +1)—1=-1=1 (mod 2).
j=1
5.2. LEMME. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Pour tout
(x1,...,2n) EZ™ on a

2. .22 =Gp(xy,...,1,) (mod 4),

ou
Gn(Xl,,Xn):Xan(X1++Xn—n+1)
Preuve. Pour tout (z1,z2) € Z%, on a 2322 = 2325 + 2123 — 2179
(mod 4), d’otut le lemme est vérifié pour n = 2.

Supposons que 2%...72 = Gu(zr1,...,7,) (mod 4) pour tout
(21,...,2,) € Z™. Alors pour tout (x1,...,7,41) € Z"! on a

.2t =a . xp(m o+, —n+ D, (mod 4)

2,2 2.2
=TTy 122 T+ ...+ T T 1T, T,

—(n—=1zy...z,25,, (mod 4).
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En remplagant .T?:L'?H_l par :L'?:E,H_l —}—:vﬂ:%_H —ZiTp+1 PoOur 1 =1,...,1n
dans ’expression précédente on obtient la propriété désirée pour le rang n+1.

5.3. THEOREME. Pour tout entier n supérieur ou égal a 1 il existe un
polynome f,, € Z[X1,...,X,]| de degré n + 1 sans terme constant tel que
pour tout (x1,...,x,) €EZ", on a

fo(z1,. .., x0) = (Fu(z1,...,2,))? (mod 4),

ou F,, est le polynome de la proposition 5.1.

Preuve. D’apres la proposition 5.1, pour tout (z1,...,2,) € Z™ on a
n
Fo(xy,...;zp) =21 ... + Z xil...xinil—l—...—I—in.
1<i1<...<in_1<n i=1
D’ou

n—1
(Fn(xl,...,a:n))2:a:f...xi—kz Z x; ...a

k=11<i1<...<ix<n

+ 2 E E Tiy - T,y Tjy - - Tj, -

k=1 1<i1<...<ip<n
k'=1 1<j1 <. <Jpr <m

{i1senin Y E{d1s 0 }
D’apres le lemme précédent on a 27 ...27 = Gr(zi,,...,2;,) (mod 4),
ou Gy € Z[X1,...,X] est de degré k + 1 et sans terme constant, ce qui
nous donne

n—1 n—1
Z Z xflekzz Z Gr(iy,...,x;,) (mod 4).

k=11<i;<...<ip<n k=11<i1<...<ip<n

Pour k=nona

2. 2% =Gp(xy,...,2,) (mod 4).

D’autre part, ¥ = 2 (mod 2) pour tout (z,k) € Z x N*. Deés lors, en
remplacant dans le polynéme

Z Z Xz'l .--Xik-Xj1 "'Xjk/

k=1 1<i1<...<ix<n
k=1 1<5:1<...<jpr <n

les exposants des indéterminées par 1, on obtient un polynome H, €

Z[X1,...,X,] de degré n sans terme constant et tel que pour tout (x1,...
ey Ty) €L,

n

Z Tiy oo Ty Ty, .2, = Hy(21,...,2,) (mod 2),

k=1 1<i;<...<ip<n
K'=11<j1<...<jy <n
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ce qui équivaut a

n
2 g g Tiy oo Ty Ty - Ty, = 2H (21, .., 2y,) (mod 4).
k=1 1<i1<...<ix<n
k=1 1<j1<...<jp <n

Finalement, on pose

n—1
fn:Gn+Z Z Gk(leaasz)+2Hn

k=11<i1<...<ix<n
et on voit aisément que pour tout (z1,...,z,) € Z", on a
fo(z1,. . x0) = (Fu(xy,...,2,))% (mod 4) et degf, =degG, =n+1,
d’out le théoreme.

5.4. COROLLAIRE. Pour tout n € N supérieur ou égal a 1, il existe F' €
Z[Xq, ..., X3,] sans terme constant, de degré n+ 1 et anisotrope modulo 4.

Preuve. On considéere le polynome
F(X1,...,X3n)
== fn(Xla e 7Xn) + fn(Xn+17 e ;X2n) + fn(XQn—‘rla e 7X3n) )

ou f, est le polynéme du théoreme précédent. Il est clair que F' est aniso-
trope modulo 4 et deg F' = deg f,, = n + 1.

Ona2degF'+1=2(n+1)+1 < 3n pour tout n > 3, ainsi le corollaire
précédent avec le contre-exemple de la fin du paragraphe 4 permettent de
conclure que p(d) > 2 pour tout d > 3.

6.1. Construction des polynémes homogeénes de degré D mul-
tiple de p* — p, anisotropes modulo p* (p # 2)

6.1. PROPOSITION. Pour tout nombre premier p > 2, le polynome
VX1, Xs) = (X0 — X2 X )Pt 4 X2

vaut 1 modulo p? pour tout (r1,22) € 72 tel que x1 ou xo soit non divisible
par p.

Preuve. Soit (x1,72) € Z? tel que x1 ou x5 soit non divisible par p. Si
p divise g, alors p ne divise pas x; et

2
V(z1,z2) =28 P =1 (mod p?).
Si p divise x1, alors p ne divise pas xo; on a alors

V(zy, @) = m’;*p =1 (mod p?).
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Supposons que p ne divise ni 1 ni z9; on a =1 (mod p), d’ou
a? — b ey =21 — 2, =0 (mod p). On en déduit que (zf — 25~ 'z )P~1 =
0 (mod p?) puisque p — 1 > 2. Ainsi on a
2
V(r1,29) =25 P =1 (mod p?).

6.2. COROLLAIRE. Pour tout nombre premier p > 2 et pour tout d € N*,
le polynome

f(Xl, e ,ng) = V(nd(Xl, e ,Xd), nd(XdJrl, ceey ng))

vaut 1 modulo p* pour tout (x1,...,x2q) tel que l'un des x; soit non divisible
par p (ng est une forme normique de degré d a coefficients dans Zp). Le
degré de f est égal a d(p* — p).

Preuve. Soit (z1,...,729) € Z?¢ tel que 'un des z; soit non divisible
par p; alors ng(x1,...,24) ou ng(T4+1,...,T2q) n'est pas divisible par p et
d’apres la proposition précédente

flz1, ... x2q0) = V(ng(zy1, ..., 24),na(Tas1, - .., T24)) = 1 (mod p?).
6.3. PROPOSITION. Pour tout D € N* multiple de p*> — p, ot p est un

nombre premier > 2, il existe un polynome homogéne F € Z[X1,...,X,] de
degré D, tel que n > 2D + 1, et anisotrope modulo p?.

Preuve. Il existe d € N* tel que D = d(p? — p). D’apres le corol-
laire 6.2, il existe f(X1,...,Xaq) de degré D qui vaut 1 modulo p? pour
tout (x1,...,22q) dont 'un des x; est non divisible par p. Posons

F(Xy,..., Xn) = f(X1,..., Xoq) + ..+ f(Xogpe—2)415 - - - Xodp2—1))

avec n = 2d(p* — 1) > 2D. Pour tout (z1,...,2,) € Z™ dont I'un des x; est
non divisible par p, on a

F(z1,...,2,) =k (mod p?), avecl <k<p>—1.
Donc F(X1,...,X,) est anisotrope modulo p?.

7. Construction des polynémes homogénes de degré D multiple
de 4, anisotropes modulo 4. Soit le polynome
(X1, X0, X3) = X7 X0 X3+ X5 X1 X5 + X5X1 X0
+ XEX2 4+ XPX3 + X3X3 - X} — X7 — X3,
découvert par Terjanian [3]. On sait que pour tout (z1, 2, x3) € Z3 tel que
I'un des z; soit impair, f(x1, 22, 23) =3 (mod 4).

7.1. PROPOSITION. Pour tout d € N* le polynome F(Xy,...,X34) =
f(nd(Xl, N ,Xd), nd(Xd+1, ey ng), nd(ng_H, ey ng)) est de degré 4d
et vaut 3 modulo 4 pour tout (z1,...,x3q) tel que un des x; soit impair (ot
ng est une forme normique de degré d a coefficients dans 7Z,).
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Preuve. Soit (z1,...,x34) € 73 tel que 1'un des z; soit impair; on peut
supposer que c’est z1, d’ott ng(x1,...,2x4) est impair, et par conséquent

F(zy,...,x3q0) = f(na(z1, - s 2a),na(Tag1, - - - T24), na(T2da11, - - -5 T34))
=3 (mod 4).
On a deg f =4 et degng = d, ol deg F' = 4d.

7.2. COROLLAIRE. Pour tout D € N* multiple de 4, il existe un élément
de Z[X1, ..., Xy homogéne de degré D et anisotrope modulo 4, oun=9D /4.

Preuve. On a D = 4d, d € N*. D’apres la proposition précédente il
existe F'(X1,...,X3q4) € Z[X1,...,X34] de degré D qui vaut 3 modulo 4

pour tout (z1,...,x3q) dont 'un des x; est impair. Pour n = 9d = 9D /4,
posons

f(Xl, ey Xn) = F(Xl, R ng)+F(X3d+1, - ,X6d)+F(X6d+1, ... ,ng) .
Pour tout (z1,...,2z,) dont 'un des z; est impair, on a f(x1,...,z,) =

k
(mod 4), ou k prend les valeurs 3, 6 ou 9. On en déduit que f(Xy,...,X,)
est anisotrope modulo 4.

Le corollaire 7.2 nous ameéne a la question suivante : Existe-t-il des
polynomes homogenes éléments de Z[ X1, ..., Xo44+1] de degré d non multiple
de 4 et anisotrope modulo 47
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