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STUDIA MATHEMATICA 104 (1) (1993)

Ensembles de non synthése pour certains
poids dissymétriques sur la droite

par

M. ZARRABI {Talence)

Abstract. Let w be a weight and let LY(R w) be the algebra of all measurable
functions f on R such that fw is integrable. It is known that if 5 is a closed countable
subset of B then S satisfies the spectral synthesis in L'(R,w) for all weights w such
that

lim sup- 228t ;’;‘;n =0

{w(t)zl fort > 0,

t-r0Q

We prove here that this result fails for a large class of uncountable closed subsets of
R with Lebesgue measure zero.

1. Introduction. Soit L'(R,w) Ialgébre de Beurling sur R définie par
le poids w. On suppose que w vérifie les conditions

w(t)=1 pourt >0,

Logw{—1)
$1/2

(1)

lim sup = 0.

00
Soit § une partie fermée de R. Si S est dénombrable alors S est de
syntheése spectrale dans L* (R, w) pour tous les poids w vérifiant (1) [7]. Nous
montrons (Théoréme 4.4) que ce dernier résultal ne s'étend pas en général
aux ensembles S fermés de mesure nulle. Plus précisément, si f € L'(RT),
£ 20, et telle que £(f) = 0 sur 18 ot § C R est un fermé non dénombrable,
alors f n’est pas de synthése spectrale pour 5 dans L'(R,w) pour un certain
poids w satisfaisant {1).
Notons que dans ce travail, nous avons adapté a la droite réelle les
méthodes utilisdes sur le cercle unité dans [8] pour obtenir des résultats
analogues.

1991 Mathematics Subject Classification: Primary 43A20; Secondary 43A45, 46120,
Key words and phrases: synthése spectrale, algdbres & poids, ensembles de mesure
nulle. . :
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2. Séries entidres et transformée de Borel. Soit f une fonction
entiére et ¥ ..o a,2™ son développement en série de Taylor. On dit que f
est de type exponentiel si |f(2)] < Ae®l?l pour certaines constantes positives
A et B; [ est alors dite de type exponentiel T, ol

+
T:limsupM.

[2|—eo Iz‘

Il est montré dans [1, Théordme 5.3.1, p. 73] que f est une fonction
entiere de type exponentiel si, et seulement si, 1a série

[ea)
=3 nla,/emH
n=0

est convergente en un point 2. La fonction F, notée B(f), est appelée la
transformée de Borel de f. On a la réciproque suivante :

PROPOSITION 2.1. Soient M wne constante positive et F une fonction
enalylique pour |z| > M avec |F(z)] — 0 quand |z| —~ co. Alors F est
lo transformée de Borel d'une unigue fonction entiére de type exponentiel
inférieur ou égal ¢ M, qu'on note f = B~1{F).

Preuve. Soit F(z) = ¥ o by/2", pour |2| > M, le développement
de F en série de Laurent. Posons f(z) = 3" b, /n'z Comme on a
limsup,, o |b=|'/™ < M, il existe, pour tout £ > 0, une constante &, telle
que |b,| < K (M +¢)".

On adonc |f(z)| < K.etM+e)2l ce qui entraine que f est entitre de type
exponentiel inférieur ou égal & M.

Le résultat suivant permet de voir B(f) comme la transformée de Car-
leman de la restriction de f & la droite réelle [1, p. 73].

ProPOSITION 2.2. Soit f entiére de type exponentiel 7. On a

B(f)(z)= }Of(t)e"” dt (Rez > ),
: 0
0
B(f)(z)=~ [ f(t)e™**dt (Rez < —7).

Nous allons maintenant donner une certaine réciproque de ce résultat, en

exprimant la restriction & la droite réelle de f en fonction de sa transformée
de Borel.

THEOREME 2.3. Soient a > 0 et F une fonction anolytique sur
C\[-ta,ia], avec {F(2)] — 0 quand |z| — co. Soit f = B=YF). Alors

icm
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pour tout oyt >0 on a
F(t) = bge™" + S “’f’ Flo+1iy) — L el7 i)t gy
2 o 1+o+iy ’

ol F(z) =3, 50 bn/2"H est le développement en série de Laurent de F'.

Preuve, Soit h(#) = limsup,_ ., (Log|f(re® )/r L’hypothese faite
giur [ mootre que le diagramme indicateur conjugué D (1, p. 73] de f est
inclus dans Vintervaile [—ia,ia]. La fonction support [1, p. 72] de D, qui est
h{—@) [1, Théoréme 5.3.7], est donc majorée par alsinf|, fonction support
de [~ia,ia] {1, p. 70. On en déduit que

lim sup Lo_g{f_(tj =0.
lt|— oo ft|
teR

Si on pose fo = fijo,00[ 0N VoIt que la transformée de Laplace £(fo) de
fo est définie en z par une intégrale absolument convergente pour Rez > G,
de méme que L(fy — boe™ ).

On a

L{fo — boe™ ) o + iy) f (fa(t) — boe™He™"le™ ¥ dt .
0

Posons
9o(t) = (fo(t) — boe™")e ™.
On a d’une part
L{fo —boe ™) o + iy} = F(g0)(v).
on F est la transformée de Fourier, et d’autre part,
by

L{fo = boe™ Yo +iy) = Flo +iy) - o+ iy

by ba
" — + .
{o+iy)(1+a+1y) ; (o + dy)ntt

b 1 b
SLrwietw) | Gy n%:l (o +iy)»t°
On en déduit que pour tout g > @ il existe une constante ¢ > 0 {dépendante
de o) telle que
c
|F (g ) ()| £ m
pour |o + iy| > e et donc F(g,) € L'(R). On a par la formule d’inversion
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de Fourier

i 7 :
= 1wyt
0 (1) = %wfo Flgo)y)e dy,
soit
Ft) = boe™t 4 T Flo+1y) — YNt gy
271'%00 1+o+iy/” "

ce qui acheve la preuve.

COROLLAIRE 2.4. Les notalions et hypathéses étant celles du théoréme
2.3, st pour certaines constontes m,k >0 et d>0on a

|Fz+iy)| < ke™®  (lyl <a+6 0<z <8,
alors
@) = 0™ ) (¢ - o).
Preuve. Soito, 0<o<8ett>0.Ona

7o)

J

— 0

bo
4o+ iy

ot

1S bl + 5= [ [Flo+a) -

ot

1 .
< [bol + 5 [ |Flo+iy) -
lylza~+8
a8
. t
+§; f IF'(o +iy)ie™ dy
—a—&
at+8
1% |bo

= | e

ba
—_—e
1+o+1iy

et dy.

On a vu dans la preuve du théoréme 2.3 que
b
[ e
1+ o +iy | -+ 2y|*

ol ¢ est une constante ne dépendant que de §. On a done

SO ] + e

Flo 4 1y) —

pour |y| > a+ 6,

| rp

iz a6 ,
1 a6 1 a8
— mfatat L ot
+ 5 féke .dy + 5 fé}bg|e dy.
—g— e

En prenant o = (m/t)/? avec t assez grand pour que (m/t)/2 < §, on
q )
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obtient
. c 1z a+é 2 a+06 12
Al < 16 (mi) 2(mt) {mt)
”(”—1“+Wm+5f + ke +——bole
e a+6

1/2

< b . 2(mt)
< o+ 775 + 22k o)

Donc on a bien |f(£)] = O(e*™)™*) (1 - c0).

3. Algeébres de Beurling. Soit w une application continue de R dans
R* vérifiant

wit) > 1 et wit+s) <wt)w(s) (t,seR).
On dit que w est un poids. On pose

LRw) = {f € XR): Ifllo= [ [f@ho(t)dt <oo}.
Le produit de convolution de deux éléments de L(R), f et g, est défini par
o0
(f*g)z)= [ f)glz—t)dt (zeR).
-

11 est facile de vérifier que L(IR,w) muni de la norme ||+ ||, et de la convo-
iution comnune produit est une algébre de Banach commutative non unitaire.
On a les propriétés bien connues suivantes :

(i) Le dual de L (R, w) s’identifie & L (R, w 1), ensemble des fonctions
(7, mesurables et vérifiant |G(—t)] < cw(t) p.p., oll ¢ est une constante
positive. La dualité est définie par

(G, f)= T)f(t)G(—t) dt .

(ii) I’ensemble des caractéres de L' (R, w) s’identifie & I'ensemble {—a <
Rez < -G}, ol

(iii) L'algebre L'(R,w) est réguliere au sens de [6, VIII, 5.1, 5.11] si et
seulement si

T Logw®) o0 16 p. 118, Ex. 7
(2) ‘[—m*"db<oo [,p. ) X. ]

Logw(t)
—

Sous la condition (1) on a o = § = 0 et donc U'ensemble des caractéres
de L'(R,w) s'identifie & R via 'application £ — o oll ¥, est le caractére

—~

qui associe & f le nombre complexe f(z) = [°._ f{t)e~*** dt. On reconnait
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que f est la transformée de Fourier de f- La condition (1) assure aussi la
condition (2} et donc que I'algébre L' (R, w) est réguliére.

4. Synthése spectrale. Soit w un poids vérifiant la condition (2). Soit
S une partie fermée de R. On dit que f € L'{R,w) est de synthése spec-
trale pour S dans LYR,w) §'il existe une suite de fonctions (Ffo)new dans
LMR,w) telle que pour tout n € N, ﬁ s'annule sur un voisinage de S et
[l fo = fllw — 0 lorsque n — co. On dit que S est de synthése spectrale dans
L(R,w) si toute fonction s’annulant sur S est de synthése spectrale pour
S dans L' (R, w).

Si I est un idéal fermé de L1 (R, w) on pose

RI)={zeR: f(z)=0(fe}.
Notons R
I ={fel'(Rw): fis =0},

et soit J§ P’ensemble des fonctions qui sont de synthése spectrale pour §
dans L'(R,w). I¥ et J§ sont deux idéaux fermés de LI(R,w). Puisque
Valgébre L'(R, w) est régulitre on a h(I¥) = h(J¥) = S et Jy crciry
pour tout idéal fermé I tel que h(I) = S [6, p. 224].

On voit donc que S est de synthése spectrale si et seulement %1l existe
un unique idéal I tel que k(1) = .

La condition (1) joue un réle important pour la synthése spectrale. D’une
part, si

w(t) =1 pourt >0,

) Logw(—t
hﬁsoljp_—.%i >0,

alors les points ne sont pas de synthese spectrale dans LR, w) [5, Théoréme
8.1]. Il en est de méme si
t
timint 0 5 g

En effet, si z € R les deux idéaux Ii‘;} et

I'={feL"Rw): f(c) = f'(z) = 0}
sont fermés, distincts et vérifient h(I (o) = h(I) = {z}.

D’autre part, les ensembles fermés dénombrables, et en particulier les
points, sont de synthése spectrale dans L'(R, w) pour tous les poids w
vérifiant la condition (1) [7, Théoréme 3.6]. Nous allons montrer que ce
dernier résultat ne s’étend pas aux ensembles fermés de mesure nulle. Nous
aurons besoin de trois lemmmes.

Notons par P* le demi-plan droit {Rez > 0} et par & *(P*) 'ensemble
des fonctions holomorphes et bornées sur P+.

icm
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Le résultat suivant donne un critére d’annulation pour les fonctions holo-
morphes sur Pt.

LEMME 4.1. Soit J une fonction intérieure non constante sur Pr. Si
f e JUH>®(PT) pour tout n € N alors f = 0.

Preuve. Ce résultat a été obtenu dans [8, Proposition 2.2] pour les fonc-
tions holomorphes dans le disque unité. On se raméne & ce cas en utilisant
la transformation conforme z ~» 2.

LEMME 4.2. Soit 4 une mesure singuliére & support compact. Soit

J(z) = exp (—" f Zz—l-:: dﬂ-(f:)) (z e C\supppy).

-0

Alors, il existe une constante positive c telle que, pour toute > 0, on @
. ellvll +¢ _
J =0 e — Rez —07),
1) = 0 e (Pl2E)) ez -0y

ot v est la partie discréte de u.

Preuve. Ou reconnait que JJ est la fonction intérieure sur P+ associée
dp Soit z=w+1y. On a '

7@ = o0 ( - J i ).

Pour x < 0on a

exp ( - f “%25—% du(t}) < exp ( 7t s ! du(t))

-0 —eo

< exp (CM> ;
- |
olt ¢ = sup{t? + 1 : ¢t € suppu}.
Soit A la partie continue de p. Comme A est continue et A support com-
pact, pour tout £ > 0 il existe §; > 0 tel que A(l} < £ pour tout intervalle {
de longueur inférieur & 2é.. On a alors

r (= ool o)

. 2 2
v t-y)ite
pepics, ETY e |t-y|>5.

exp (E + 6E|)(;i52||wl]-) :

||

J 1 Eabe i -

A
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Ces majorations sont indépendantes de y. Donc

exp(—AZGi?ijﬁ_d)\(t)) :o(exp%) (z—07).

R
Ceci achéve la preuve.
LeEMME 4.3. Soit ( : R — C une fonction continue, bornéde sur | — oo, 0]

et telle que (Log™ |G(H)])/11/? — 0 quand t — oo, Alors il em'ste un poids w
sur R vérifiant lo condition (1) tel que sup,cp |G(—t)|/w(t)

Preuve. Posons pour ¢ <0,

_ o Log"|G(s)]
rYf. - ssglm]_?t 51/2

et vy = ACUR

On apour t,s <0

PR YL )12 —g)t/e
'Ut-i-,g:e?t-'—u{ t8) Se"n-{-a( t) e'TH—a( 8) SUtUS'

Posons w(t) = 1 pour ¢ > 0 et w(t) = sup,< o vs pour ¢ < 0,
On voit facilement que w est le poids désiré.

- Notons gue si w est un poids vérifiant la condition (1) alors L*(R*) C
LR, w) puisque w(t) = 1 pour ¢t > 0.

THEOREME 4.4. Soit S un fermé de R non dénombrable et de mesure
nulle. Alors il existe un poids w vérifiant la condition (1) tel que si f &
LYR*) est de synthése spectrale pour S dans L'(R,w) alors f =0 p.p.

Preuwve. Quitte 4 prendre un sous-ensemble fermé non dénombrable et
de mesure nulle de § on peut supposer que S est borné. Soit 4 une mesure
positive et continue & support dans S (une telle mesure existe puisque S est
non dénombrable). Soit J la fonction intérieure associée & . On a

sy =e (- ] EXla)

o t+iz

et J est analytique sur C\(3.9).

Soit V(2) = J(z) — J{cc) olt J(co) est la limite de J(z) & Iinfini. La
fonction V' vérifie les hypothéses de la proposition 2.1 et done B~ (V) existe.
Posons G(z) = B71(V){~z), z € C.

Il vient du lemme 4.2 et du corollaire 2.4 que G satisfait les deux condi-
tions suivantes :

(i) @ est bornée sur |— oo, 0],

(ii) limy 00 (Log™ |G(t}]) /tM2 = 0.

D’aprés le lemme 4.3 il existe un poids w! sur R vérifiant la condition
(1) et tel que la restriction & la droite réelle de (¥ est dans LR, (wh)~1).

Ensembles de non synthése 8

Soit g € L*(R, w'). On rappelle que
= [G(-t
-0

Posons G (t) = e *MG(¢) (e > 0). La fonction G € L=(R, (w!) 1N LY{R)
et

f et MG (—t)g(t) d

Ou voit done que G converge faiblement vers & quand e — 0. On a

(Ge,9) =1(9%G:)(0) ot g=G:=75C:.
Or
Ge(y) =V(e+iy)— V(- +iy)

est intégrable et par conséquent GG, est aussi intégrable. Puisque g* G, est
une fonction continue car G, € L>{R) et g € L*(R), la formule d’inversion
de Fourier entraine que

g% Ge(w) = — f §()Cey)e™ dy
pour tout z € R. Pour x =0, on a

=— fg(y JGe(y) dy

l w,\ — . — .
== [ G)[V(E+iy) - V(-e+iy)dy.
Z*rr_m3
On a done
_ 1 5. = ) - .
{¢,g) = lim Er-_ofo dW) V(e +iy) ~ V(—e +iy)] dy

Si § est nulle sur un voisinage de S alors on vérifie facilement que la
famille de fonctions y — () [V(e +iy) — V(—e +iy)] (0 < & £ 1) est
dominée par une fonction intégrable et que

Gu)V(e+iy) ~V(-e+ig)] -+ 0 quande— 0 (y € R).

Done d’aprés le théoreme de convergence dominée on a (G,g) = 0 et par
conséquent la fonctionnelle G est orthogonale 2 1idéal des fonctions qui sont
de synthése spectrale pour S dans L'(R,w!).
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Soit f € LY(R*). On a
(@, fy = fa ) f(t)dt = (H., f),

ol HE = GEI]“OQO]'
Pour z € P~ = {z€ C:Rez < 0} et ¢ > 0, posons u,(t) = .
Soient 2,79 € 7. La fonction u, * u,, * f € L'(R™) et donc de méme
que plus haut on a
1
27r<
[e4]
_ 1 i Fw)V(e +iy)
(

S 2w Y (z—ay)(zo — iy)

(és:uz*uzu*f) Hsvuz*uzo*f>

On en déduit par le théoréme de convergence dominée que

(G 410y * f) = o ff(z f(y)’f(z‘y)

Si en plus f est de synthése spectrale pour § dans L1(R,w'), il en est
de méme POUT Uy * U, * f et on a alors

T’ : Fw) Vi)

z— iy)(zo — iy)

dy = 0.
—00
D’apres [3, p. 88, Ex. 2], f( ) V{iy) est limite non tangentielle A* d’'une

fonction b € H®(P*). On a f(y) = L{f)(y) olt L(f) est la transformée de
Laplace de f sur P*. On obtient JL(f) = J(co}L(f) + h* sur iR.
Puisque J est de module 1 sur iR,

L(f)y=J(J(00)L{f)+h*) pp. sur iR,
soit

L(f)(z) = T[T (00)L(f)(2) + h(z)]  (z € PT).

Donc L{f) € JH>(PT).

Solent n € N et uy, = ny; j, est une mesure positivc singuliére continue
& support contenu dans S. La mesure ml.erleure associée & iy, est J7, Daprés
ce qui préctde on peut constrmre un poids w(™ vérifiant 1a condition (1} tel
que si f € L}(R™) vérifie la w{™-synthése pour S alors L(f)e JTH> (P,

On peut supposer que la suite des poids w(™ est croissante, c’est-d-dire
wi™ < H(JSH) (t € R, n € N). Il suffit en effet de remplacer wgn) par
SUPE<pn Wy

Ensembles de non synthése 11

Pour chaque n il existe un entier p(n) tel que

Logw(ﬂ+1)
id >
Yo | st i > p(n)
et on peut supposer que la suite (p(n)),ez est croissante.

On pose
pin+1)~t o, t—nln N
U= S S e g
_ pour ¢t € [p(n),p(n + 1)},
v(~t) =w  pour 0 <t < p(1),
v(t)=1 pourt>0.
Alors v est continue sur R. On a
(k1)

Logu(—t) < Logw';

2 = R T nil
donc (Logv{—t)}/t"/? — 0 quand ¢ — co.
De plus v(—t) > win) pour ¢ > p(n). D’aprés le lemme 4.3 il existe un
poids w continu vérifiant la condition (1) et tel que sup,cp v(t)/w(t) < oo

pour p(n) <t < pln+1),

Donc sup,epwi™ /w(t) < oo pour tout n > 1.

Si f € LYR+) vérifie la w-synthése pour S alors f vérifie law (™) -synthése
pour § et par conséquent L(f) € JTH*(PT¥) pour tout n > 1. D’aprés le
lemme 4.1, £(f) = 0 et par conséquent f = 0, ce qui achéve la démonstration
du théoréme.

Remerciements. Je tiens & remercier le referee pour ses différentes
remarques concernant ce travail.
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Unconditional ideals in Banach spaces
by

G. GODEFROY (Paris and Columbia, Mo.), N. J. KALTON (Columbia, Mo.)
and P. D. SAPHAR (Haifa)

Abstract. We show that a Banach space with separable dual can be renormed to
satisfy hereditarily an “almost” optimal uniform smoothness condition. The optimal con-
dition oceurs when the canonical decomposition X*** = X+ & X* is unconditional. Mo-
tivated by this result, we define a subspace X of a Banach space Y to be an h-ideal (resp.
a u-ideal) if there ig an hermitian projection P (resp. a projection P with ||I — 2P| = 1)
on Y* with kernel X1, We undertake a general study of h-ideals and u-ideals. For ex-
ample we show that if a separable Banach space X is an h-ideal in X™* then X has the
complex form of Pelezyriski’s property (u) with constant one and the Baire-one functions
Ba{X)in X™ are complemented by an hermitian projection; the converse holds under a
compatibility condition which is shown to be necessary. We relate these ideas to the more
familiar notion of an M-ideal, and to Banach lattices.

We further investigate when, for a separable Banach space X, the ideal of compact
operators K{X) is a w-ideal or an h-ideal in £{X) or K(X}**. For example, we show
that K(X) is an h-ideal in K(X)™ if and ouly if X has the “unconditional compact
approximation property” and X is an M-ideal in X™*".

1. Introduction. If X is a subspace of a Banach space ¥ we will say
that X is a summand of ¥ if it is the range of a contractive projection; we
will gay that X is an ideal in ¥V if X 4 ig the kernel of a contractive projection
on ¥* (this differs from the terminology in [8]). A simple example is that X
is always an ideal in its bidual X**. It can be shown that X is an ideal in ¥
if it is “locally” a summand; more precisely, X is an ideal in ¥ if and only if
for every finite-dimensional subspace F of ¥ and for every & > 0, there exists
an operator §: F - X with ||S|| < 14+¢ and Sz =z for z € X N F. For
the case when Y == X** this is known as-the Principle of Local Reflexivity
(see [48]); see also [43] for similar results in the isomorphic version.

In this paper we will be concerned with special classes of ideals where
additional constraints are imposed on the projections. There is an extensive
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