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STUDIA MATHEMATICA 106 (2) (1993)

Champs d’algébres duales et algébres duales uniformes
d’opérateurs sur ’espace de Hilbert

par

GILLES CASSIER (Paris)

Abstract. In the first part of this work, we sstablish some general properties of
dual algebras and of direct integral dual algebras. In the second part, we give a complete
description of singly generated uniform dual algebras of operators.

Une algébre duale sur I'espace de Hilbert est une sous-algébre de l'algébre
L(H) des opérateurs bornés sur H qui est fermée pour la topologie ultra-
faible définie par dualité avec I'sspace L'(H) des opérateurs & traces. Si
T € L{H), on note A lalgébre duale engendrée par T, c’est-a-dire la plus
petite algébre duale contenant T, et on désigne par Q' le quotient de L'(H)
par le prépolaire de A, qui s’identifie au prédual de Azp. Pour obtenir plus
de détails sur ces algébres, on pourra consulter [1,2].

On dit quiune algtbre duale A est uniforme lorsque la transformation
de Gelfand est une isométrie, ce qui sera noté en abrégé sous la forme :
¢4 est une A.D.U.». C’est en particulier le cas pour Ag, lorsque T est
un opérateur sous-normal ou lorsque T est une contraction pour laquelle le
caleul fonctionnel de Nagy-Foiag est isométrique.

Dans la premiére partie de ce travail, on établit quelques propriétés
générales des algébres duales et des champs d’algébres duales.

Dans la seconde partie, on va obtenir dans le cas général la décomposition
de l'algébre A7, donnée dans [3] dans un cas particulier, et on la complatera.

I. Quelgues propriétés générales. Pour un opérateur T € L(H),
on introduit le spectre faible o* (T} de T' qui est trés lié & la structure de
Palgtbre duale Ap, et que nous avons déja utilisé dans [3, 4].

DEFINITION. On appelle spectre faible d'un opérateur T' sur I 'ensemble
des nombres complexes a tels que l'idéal ultrafaiblement fermé engendré par
T — ol soit un idéal propre de Ap.
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102 G. Cagsier

On rappelle (cf. théoréme 1 de [3]) que P'intérieur Ur du spectre faible
de T est un ouvert simplement connexe de C et que, si & € o*(T'), on peut
trouver un opérateur a trace positif J, (non unigue en général) tel que

Le=Te(Jy) = ||Jall1 et Te(JoS(T —al}}=0 pourtout S de Arp.
Le spectre faible ¢*(T") n’est pas fermé en général, mais 'ensemble
{[Ja) i 2 € o™(T)}

est faiblement fermé dans Qr, en particulier il est fermé pour la norme,
ce qui permet de définir une structure d’espace métrique complet sur o*(7")
naturelle vis-a-vis de l'opérateur T et de l'algébre Axp. Il peut &tre vide, mais
cela correspond & un type particulier d’alggbres duales pour Ap. En effet,
pour tout nombre complexe o 'opérateur T — ol possede alors des quasi-
inverses approchés dans C[T"] pour la topologie ultrafaible (nous verrons déja
au cours du paragraphe Il que cette sitnation est trés restrictive dans le cas
olt Ay est uniforme). Pour § appartenant & Ag, on définit la fonction S sur
o*(T") par § (@) = Tr(J.S}. Rappelons que S est une fonction holomorphe
bornée sur Ur (cf. théoréme 1 de [3]).

On notera 8c*(T') la frontitre de o*(T) et I'(T") le spectre périphérique
de T (I(T) = {z € a(T) : |2| = |T||}).

On peut ajouter certaines propriétés utiles de o*(T") dont la liste est
donnée par la proposition suivante :

PROPOSITION. (i) 5i o et B sont deur points de o*(T") pour lesquels
|Ja] — [Ts]ll = 2, on peut décomposer H et T sous la forme T = T, & Ty et
H=H &H: 001100, 00T, € Ay et

acoy(Tl), a¢og, (D),
Beam(T), B¢ok(Th).

(i) Soient a8,y € o*(T). Si |I[7a] ~ sl < 2 et |[Js] ~ 1]l < 2
on a obligatoirement {|[Jo] — [J,]|| < 2. Dans ensemble {[Ja] : @ € o*(T)}
muni de la topologie induite par Qo les boules ouvertes de rayon 2 sont aussi
fermées.

(iii) 9% o & 0*(T), ou bien o appartient au spectre essentiel ¢ gauche de
T' et au spectre essentiel & drotte de T, ou bien o appartient av résolvant de
T et Uopérateur (T — al)™1 se trouve dans Arp.

(iv) a*(T) N DT C 0 (T) et Bo*(T) & o(T).

Preuve. (i) On choisit un opérateur § de norme un dans A pour
lequel 2 = Tr(JS) — Tr(JsS). Posons u = Tr(J,S5) et considérons la suite
de contractions
I+uS+...+uyms"

S5 =
n n+1
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Draprés le théoréme ergodique de F. Riesz et B. Sz.-Nagy la suite (Sr)nz0
converge fortement [8, p. 397-399), a fortiori ultrafaiblement, vers une pro-
jection GIthogonaie P vérifiant Tr(J,P) = 1 et Te(JpP) = O 11 suffit alors
de prendre pour 7} et T} les opérateurs PTP et (I — PYI'(I—P) car P € Ap.

(if) Supposons que |[Jo] — [J4]] = 2. On a vu précédemment qu'il
existe alors une projection orthogonale P € Ar telle que Te(J.P) = 1
et Tr(JyP) = 0. Comme 8 € o*(T), on a nécessairement Tr(JgP) = 0
ou Tr(JaP’) = 1. Lorsque Tx(JpP) = O (resp. Tr(JsP) = 1) Popérateur
§ o= I 2P (resp. I 4 2P) vérifie ||S|| = 1 et Tx((Jg — Ja)S) = 2 (resp.
Tr((Jp - Jy)S) = 2), Lol [|Jp— Jo| = 2 (resp. || J5— J, || = 2) et on aboutit
4 une contradiction. La seconde assertion découle de cette propriété.

(iil) 51 o ¢ o™(T), il existe une suite généralisée (T — al) P;(T))ier qui
converge ultrafaiblement vers 1'identité. D’autre part, Ker(T — al) = 0 et
Ker(T* —@l) = 0, sinon « se trouverait dans o*(7). Si o n’appartient pas au
spectre essentiel & gauche de T ou sl & n’appartient pas au spectre essentiel
& droite de T, T — o est alors inversible et

(T —al)™* =1m®" P(T) € Ap.

(iv) Soit «« € o*(T)NI(T). On se ramene au cas ot |T|| = 1. D’apras le

théoréme ergodique de F. Riesz et B. Sz.-Nagy, la suite de contractions

I+al+...+@™m
R, =
n+1

converge fortement, a fortiorl uwltrafaiblement, vers une projection orthogo-
nale . Cette projection est non nulle. En effet, si J,, est un opérateur & trace
positif associé & o (¢f. le début de ce paragraphe), on a Tr(J,R,) = 1 pour
tout n > 0 et par suite Te{J.Q) = 1. Tout vecteur non nul, appartenant a
I'image de @), est un vecteur propre de T pour la valeur propre c.

Soit € do*(T'). Supposons o & o{T’); en approchant o par une suite
contenue cdans le complémentaire de ¢*(1") et en utilisant (iii), on montre
que (7" — al)~ se trouve dans Ap. Considerons une suite (on)n>o dans
a* (T qui converge vers . Comme (T — of)~) € Ap, il vient

o = | T, (7 - a)™H < (T - a7,

co qui est impossible pour n assez grand; par conséquent, o € o(T).

Nous allons maintenant considérer des champs hilbertiens d’opérateurs et
des champs d'algébres d’opérateurs. Nous conseillons au lecteur de consulter
[5] pour les définitions et les propriétés de ces champs, que nous utiliserons
par la suite. La fin de cette premidre partie est donc consacrée & dégager
quelques propriétés générales des champs d’algébres duales. Elles nous seront
utiles pour décrire les algébres duales uniformes d’operateurs au cours de la
seconde partie.
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On étudie donc le cas olt H = [ bH (t) du(t), oh u est une probabilité
sur un espace K localement compact, métrisable et séparable, et ot H (#) est
un espace de Hilbert séparable. L’espace H sera donc séparable. On note A
une algébre duale sur H, formée d’opérateurs décomposables et contenant
I’ensemble des projecteurs de la forme ¢ — La{t) awy (Imq désigne ici
Iidentité de H(t) et £2 est un borélien de K). Si (Tn)n»p est une suite
ultrafaiblement dense dans A et t € K, on note A, Lalgébre duale contenue
dans L(H(t)), engendrée par la suite d’opérateurs {(Tn(t))n>0. On désigne

par @ le quotient de L*(H(t)) par le prépolaire de A, qui s'identifie au

prédual de A4;.

Nous allons définir le champ d'espaces de Banach construit avec les
préduaux Q.. Pour cela, nous introduisons le sous-espace &Jo du produit
cartésien [,c - @1, constitué par les éléments « = ([Ly]rex qui vérifient les
deux propriétés suivantes :

* L'application ¢ — |[[L,]|| appartient & l'espace L*(u).
» Pour tout opérateur § appartenant & A Papplication ¢ — Tr(S(t)L;)
est mesurable,

Sur Qg, on définit la semi-norme n par
n(z) = [ |[Ldliq. dut),

et on appelle Ny le sous-espace formé des éléments pour lesquels n(z) = 0.

On désigne par @ P'espace quotient de Qo par Ny. On notera aussi le champ
d’espaces de Banach Q sous la forme

Q = f® Qi du(t).
THEOREME 1. Lalgébre A vérifie les propriélés suivantes :

(i) Le prédual de A s’identifie au champ d’espaces de Banach construit
& partir des préduauz Q, :

Q= [®Qidu(t).
La forme bilinéaire définissant la dualité est donnée par la formule
({({BeDeere, ) = [ Te(SE)L,) dult).

(it) A coincide avec le champ d’algébres duales défini par les algébres
duales A, : :

A= [ Agdu(t).

(ii) A est une A.D.U. si et sevlement si At est une A.D.U. pour presque
tout t.

Remarques. (1) Si F désigne la partie dénombrable de K associée &
la partie discréte de g, pg = Zte 7 @by, Palgébre A contient le projecteur

icm
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t— Ip(t) H(1). Cecl permet de décomposer A en somme directe de la com-
pression de A sur le sous-espace fﬁ, H(t)du{t) correspondant 4 la partie
diffuse de g, et de lalgebre duale Aq qui est la compression de A sur le
sous-espace Hy = ]I@ H(t) dp(t). Le prédual de A s'identifie d la somme
directe des deux préduaux associés aux alggbres considérées ci-dessus, lor-
sque lon prend pour norme la somme des normes des deux composantes.
Notons que Hy s'ldentifie & la somme directe des espaces (H(t))tep munie
du produit scalaire

@hy) = onlz(t) | y(t)).

tEF
Lralgébre A, se décompose sous la forme

Ag =P A

tEF

Le prédual @a s'identifie 4 la somme directe des préduaux

Qu=Ep Q.

tEF

munie de la norme ||([Z]herll = 3o p cell[Le]])-

(2) On prendra garde qu'un champ mesurable d’opérateurs (Li)ter, ou
Ly est un opérateur & trace sur H(t) et ot [, || Lyf|1 du(t) est finie, ne définit
pas en géndéral un opérateur  trace sur H (sauf dans le cas ot j2 est discréte).
De méme, la formule de dualité dans (ii) ne correspond pas 4 la trace usuelle
(sauf dans le cas ol j est discréte), mais plutdt 3 une trace associée &
Palgébre duale A.

Preuve du théoréme 1. L'utilisation d’un champ de bases or-
thonormales (cf. [3], prop. 1, p. 143) permet de construire une partition
d’ensembles mesurables sur chacun desquels la dimension de H(t) est con-
stante. Puisque A contient les projecteurs de la forme ¢ — 1o(¢)Ig ), on
voit, en utilisant les décompositions en somme directe de H et de A et la
régularitéd intérieure de u par rapport aux fermés, que ’on peut se ramener
au cas ol la dimension de H (1) est constante sur K. On construit alors, &
Paide d'un champ de bases orthonormales, un opérateur U décomposable
allant de Jf dans un espace de Hilbert défini par un champ constant, et tel
gue U{1) soit un opérateur unitaire pour tout ¢ de K. A est donc conjuguée
par 7 A une algébre duale sur un champ constant d'espaces de Hilbert. Par
consdquent, pour prouver les propriétés du théoréme, il suffiva de le faire
dans le cas olt H est de la forme L*(dy, E), ot E est un espace de Hilbert.

(1) Nous introduisons 'opérateur A qui fait correspondre & chaque opéra-
teur 9 de A la forme linéaire continue lg -agissant sur @ de la maniére
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sulvante :

is(2) = [ Te(S(t)Ls) dult) .
Tout revient & démontrer que A est une isométrie surjective de A sur ',
et que A est continue lorsqu’on munit A de la topologie ultrafaible et @' de
la topologie faible o(@’, @) {c.4.d. A est w*-continue). En effet, A est alors
un homéomorphisme isométrique de A sur Q' pour les topologies faibles
précitées.

Nous avons déja par construction ||A{S)] < ||S]l. Soit r un réel stricte-
ment positif et plus petit que ||S||; le borélien W = {t € K : ||S(t)| > r}
est alors de mesure positive. Pour un réel £ appartenant a l'intervalle 0, 1[,
I’ensemble

B={(t,X) € K x L'(E) : [Te(S()X)| > (1 - &)|[S@)] et | X[l1 < 142}

est un borélien de K x L'(E). Le théoréme de la sélection mesurable [5,
p. 342-343] s'applique; il montre 1’existence d’une application mesurable
t — X; définie sur K et telle que (¢, X;) appartienne & B.

Posons
0 (500 st Te(S(8)X,) =0,
Fi&)y =< Tr(S(t)X;) ,

TEEX,) o Tr(S(¢)X:) # 0,

puis
_ 1W(t)
On définit un élément y de Q par y e ([Yﬁ]) pour lequel on a
lyll = f”Xt]”d# (1) <1+e,
et
Is( Tr(X,5(2)) du(t)

(1= IIS() | dult) 2 (1~ o)

i ™
i f

Ceci entraine

1—¢
Izl >
sl > 5=
En faisant tendre e vers zéro et r vers |S], on obtient |/Ig]| > ||S]|, et il en
résulte finalement que A est une isométrie.

.

Pour montrer que A est w*-continue, il suffit de prouver que ls,1 20

lorsque S, 27,0, Soit ¢ = ([Li])tex un élément de @ tel que chaque classe
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[L:] admette un représentant autoadjoint (il suffit de faire la preuve dans ce
cas); I'ensemble

By={(t,X) € K xL'(E): X = X*, [X] = [L,] et 12X |2 < L]l + 1}

est borélien. Cecl permet de construire un champ mesurable d’opérateurs &

trace autoadjoints qui appartient & L (i, L'(E)). Pour tout ¢ € K, on peut
écrire X, sous la forme

£ Z )\k(t)ﬁk(t) & Ek;(t) )
&

oft les fonctions positives £ — Ag(t) sont mesurables et oti les applications
t — (%) définigsent un champ mesurable de bases orthonormales. On in-
troduit ensuite les champs mesurables de vecteurs

t— ug(t) = /A (Ben(),
3 lusll? =
k

L'opérateur A = 3", uy ® vy, est donc un opérateur & trace sur L*(y, F), qui
ne coincide pas en général avec le champ mesurable d’opérateurs ¢ — X,.

qui vérifient
J Xl due) < oo

Comme Sy, — 0, il vient

0 =limTr(SpA) = lim [ Tr(Sn(t)X,)du(t) = limIs, ().
Ainsi lg, », 0, et il en résulte que A est w*-continue.

Il nous reste & montrer que A est surjective. Or 'image de A est w™-
fermée puisque A est une isométrie w*-continue. Supposons que A ne soit
pas sucjective; il existe alors un élément z = ([L4])iex non nul de @ tel
que lg(z) = 0 pour tout S de A. Pour un borélien §2 arbitraire de K et un
élément quelconque § de A, on considére le champ mesurable d’opérateurs
t — 1o (t}S(4) qui appartient a A. Il vient

[ Te(S()L) du(t) = 0.

2
Ceci implique que Pon a Tr(X (£)T,(t)) = 0, pour tout entier positif n, sur
un ensemble (2, de mesure égale & un. Il en découle que [X;] = 0 dans
Q; si t & 2. Par conséquent, = est nul et on aboutit & une contradiction.
L ’algdbre A est donc le dual de Q.

(i1} On introduit Valgebre B des opérateurs décomposables S pour les-
quels S(t) appartient & A; pour presque tout ¢. Nous allons d’abord montrer
que B est une algébre duale; elle contiendra alors l'algébre A puisque la suite
(T )z se trouve déja dans B. Il est elair que B est une algébre et, en vertu
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du théoréme de Krein-Shmul'yan, il suffit de prouver que si S est la limite
ultrafaible d’une suite (S, )n»0 d’opérateurs de B, § appartient encore & B.

8i (en) est une base orthonormée de E et si {2 désigne un borélien de K,
on obtient pour deux entiers k et [,

S (S@)er | &) dult) = Te(((Loex) ® )S)
2

= nlﬂ]go Tr(((1nek) ®€1)5,)

= Um [ (Sn(t)er [ £} du(t).

Ceci étant vrai pour un borélien arbitraire de K, on en déduit que la suite
de fonctions f,, : t — (S.(t)ey, | &) converge faiblement vers la fonction
f it — {S{thex | &1) dans L?(y). Les sommes de Cesiro d'une suite extraite
de la suite (f,)nzn convergent alors en norme vers f dans L?(u). En prenant
au besoin une sous-suite de ces sommes de Cesaro, on aura une convergence
p-presque partout vers f. En utilisant le procédé diagonal et en remplacant
au besoin la suite (5;),»0 par une autre suite d'opérateurs de B, on voit
qu’il existe un borélien (2, de masse totale égale & un et tel que pour tout #
de £21, on ait : '

s 5,(t) € A; pour tout entier positif n,
* (S(t)ep | &) = limp 00 {Sn(t)ex | &) pour tout couple d’entiers k et I,
o sup{[|Su ()] : n > 0} < sup{||S.| : n = 0} < 0.
La suite (S (t)) converge donc ultrafaiblement vers §(¢), pour tout ¢ de £2;.
Comme S, (t) appartient & A,, on en déduit que S(t) se trouve dans .4;. On
voit donc que S est élément de B, et par suite que B est une algébre duale.
L'algeébre B est contenue dans algébre duale D des opérateurs décompo-
sables. S5i B est différente de 4, d’aprés le point (i) appliqué & D, il existe
un opérateur K dans B et un élément X de L'(y, L1(E)) tels que

J X @R@®) du(t) # 0
et
f Te(X(6)S(t)) du(t) =0 pour tout opérateur S de A.

Soit {2 un borélien arbitraire de K et n est entier positif; il vient

0=(X,10T) = [ Tr(X()Tn(1)) du(?).
2

Il existe donc un borélien 2, tel que w(12) = 1 et 0 = Tr(X (t)T,(t)) pour
tout entier n et pour tout ¢ de £2;. Comme R(t) se trouve dans A; pour
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presque tout ¢, il résulte de ce qui précéde que
0= [ Te(X@)R())dpu(t) .
2

On aboutit & une contradiction, ce qui termine la preuve de (ii).

(iii) Supposons que l'ensemble 2 des points de K pour lesquels A, n’est
pas une A.D.U. soit de mesure strictement positive. Pour chaque ¢ se trou-
vant dans £2, 'ensemble 7y des opérateurs R qui ont une norme strictement
supérienre & leur rayon spectral r(R), est donc non vide. On voit, en utilisant
une suite (Xn)nzo contenue dans L' (i, L1(E)) et telle que (X,.(£})nzp soit
dense dans L'(E) pour presque tout £, que 'ensemble

G={(t,R):te K,Re A et 1 =|R|| > r(R)}
est borélien. Cecl permet d’assurer I'existence d’une application mesurable
t — S(t) telle que (¢, ()} € I' pour tout ¢ appartenant & £2.
Si n et p sont deux entlers strictement positifs, on introduit ensemble

op ={t € K |8(t)"|| £ (1-1/p)"}. Les ensembles {2,, , sont mesurables
car F est séparable. La mesure de (2 est strictement positive, et on a ’égalité

2= | Qup;
n,p>0

il existe done deux entiers strictement positifs m et ¢ tels que u(2m ) > 0.

Considérons Popérateur

R= [®1g, (6)S()dult).
C’est un opérateur de norme un qui appartient 4 A. On a
[RE)™ = 1o, OSH™] < (1-1/g)™.

Dol [|R™[{Y/™ < 1~ 1/q, et par suite on a r(R) <1~1/g <1=||R|. Ceci
contredit le fait que A est une A.D.U. Par conséquent, A, est une A.D.U.
pour presque toat %, .

La réciproque s'obtient par le calcul direct du rayon spectral d’un élément
§ de A, En offet, Phypothése «.4, est une A.D.U. pour presque tout ¢»
entraine

150 = 1180 oo = 1 ISCH oo = (SO lle)™ = 18]

Ceci tormine la preuve du théoréme 1.

II. Algébres duales uniformes d’opérateurs sur H. Nous con-
sidérons désormais une algdbre duale Ap uniforme engendrée par un opéra-
teur 7' sur H. On obtient la décomposition de 'algébre Az donnée dans [3]
sans aucune restriction et on la compléte. On note

K = {x(T) : x& sp(Ar)}-
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THEOREME 2. L'algébre Ay se décompose de la manidre suivante :

Ag = -ATO EBAT[; & (@»ATL)
iel

ov I C N* et:

o Ap, est une C*-algébre qui ne contient pas de projections orthogonales
maramales non nulles et A, # CI (Tg est complétement normal).

» 7§ est diagonalisable et complétement normal (Ary est une C*~algébre).

o Chague A, est isométrique & lespace H o (1) des fonctions analy-
tiques et bornées sur Uintérieur de o*(T;) avec lapplication qui ¢ 5 dans
Ap, fait correspondre §.

Remarque. Il est facile de voir que U'intérieur de o*(73) est une compao-
sante connexe de l'intérieur de o*(T) qui coincide avec Iintérieur de K (cf.
[3]). Le théoréme précédent permet donc de construire un caleul fonctionnel
surjectif pour Ax.

Preuve du théoréme 2. On considére I'ensemble P des projec-
teurs de Ag, qui sont nécessairement orthogonaux, et que 'on ordonne par
I'inclusion des images. Les éléments minimaux de P forment donc un er-
semble (Pp)ner (I C N*) au plus dénombrable qui permet de décomposer
H en une somme directe orthogonale, de telle sorte que :

® 51 (Pp)ner, désigne I'ensemble des éléments minimaux pour lesquels la
transformée de Gelfand de opérateur P, TP, est constante, la compression
Ty de T sur Uespace Hy =3 ., P.(H) est de la forme T} = €
ot les a,, sont des nombres complexes.

L’algébre Aqs est donc constituée d’opérateurs diagonaux et complé-
tement normaux (c’est une C*-algébre).

e Pour n € I\ I, la compression de Ap sur P,(H) est une A.D.U. qui ne
contient pas de projecteurs non triviaux. De plus, la transformée de Gelfand
de Popérateur T, = P, TP, n'est pas constante.

e Enfin, si on note T la compression de T sur Porthogonal du sous-espace
Z‘ne 1 Pn(H), Ay, est une A.D.U. qui ne contient pas de projections ortho-
gonales minimales non nulles et qui contient des projections non triviales.

nely anPnJ

Pour prouver le théoréme 2, il suffit donc d’examiner le cas ol A est
une A.D.U. qui ne contient pas de projecteurs non triviaux et le cas on A

est une A.D.U. qui ne contient pas de projections orthogonales minimales
non nulles, :

Premier cas: Ay est une AD.U. qui ne contient pas de projecteurs
non triviaux et Ap £ CF.

81 F est un compact de C, on note ¢ (F) l'algébre des fonctions continues
& valeurs complexes et R(F) I'algébre constituée par la fermeture dans (7 (F)
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de lespace vectoriel Rat(K) des fractions rationnelles dont les pdles sont
hors de F. Nous allons montrer que R(X) est une algtbre de Dirichlet,
On introduit lensemble F des compacts F', obtenus en réunissant K avec
une famille de composantes connexes de C\ K, pour lesquels R(F') est
une algébre de Dirichlet. On rappelle brigvement la construction faite dans
(3]. On ordomme F par Uinclusion, il est non vide car il contient l’en-velopp.e
polynomialement convexe de K d’aprés le théoréme de Walsh, et est inductif
décroissant. 1 possede done un élément minimal F'. Nous allons prouver que
F = K. Notons que l'intérieur de F est non vide (cf. [3, (i), p. 25]). On
introduit le sows-espace de Ap

Lo={X € Ap: 3(fudnso © RUF), sup || fullp < 00 et Fu(T) 25 X} .

LeMME L Soit (f.) une suite de R(F) uniformément bornée qui con-
verge simplement vers 0 et telle que fn(T) converge ultmfa:ible'ment vers
un opérateur S. Pour tout o € (OF)°, il existe un unique opérateur Sa
appartenant & £ tel que 8 = (al—T)S, et Uapplication o — S?E est continue.
De plus, il emiste une unique application -y sesquilinéaire continue de H X H
dans Uespace des mesures complezes sur OF telle que si x,y sont deuz points
de H et f une fraction rotionnelle dont les pbles ne se trouven't pas dans
OF, on a pour tout contour I' contenu dans le domaine d’analyticite de f,

() [ F@) g () = = [ F)Sun |9) du.

Preuve. L'existence de S, et la continuité de Papplication o — S 9nt
6té &tablies dans [3, p. 26-27]. On peut donc construire, pour une fonction
analytique f au voisinage de 8F, l'opérateur f5(7") de Ay avec la formule

Fo(T) = oo [ F()Sudu
r

¥ ine d’analyticité
ot I est un contour quelconque de AF contenu dans le domain v

de f. .
Clonsidérons une suite de contours (I, )n>o de OF telle que d(OF,int Iy)
: S . L )
déerolsse vers 0 lorsque n — oo, ol int I, désigne I'ensemble

1 1 }
. S du=1%.
{”Cc'zm;r w—z

' el jere suivante :
Pour 2,y € H, on construit la mesure Ya,y suf1 aF dela minl e
’ nt la n
On prend pour n = 0 un prolongement 7, CONSErva

fonctionnelle définie sur R(int I',) par

F L f Flu){Suz | ) du.
I,

2711
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On vérifie par compacité que v, converge vers une mesure complexe sur 8F
que nous noterons . y,. Par construction, on a |vg . < 1S |zl iyl ce qui
prouve la continuité de I’application (z,%) — va,,. L’'inégalité (i) provient

du fait que pour n assez grand, on a
1 1
57 J f@Sz |9 du= e [ f(u){Suz|y)du.
Iy r

L’unicité de v résulte de la densité de Rat(8F) dans C{F) (car R(F) est
de Dirichlet).

LEMME 2. Soit u une mesure compleze portée par OF et orthogonale
& R(F). Alors pour toute suite (f,) de R(F), uniformément bornée et qui
converge stmplement vers 0, on a

Jim [ Fa(u)dp(u) =0.

Preuve. Comme p est orthogonale & R(F'), il existe (cf. [6, Chap. II,
8.6]) une famille de points de F, (2;)ic; (I est une partie de N}, des mesures
positives m; portées par la frontiére de F représentant les points z; et des
fonctions h; € L (dm;), telles que les mesures h; dm; soient orthogonales &
R{F) et telles que

p="> " hidm;.

el
Lorsque I est infinie, la série converge pour la norme de la variation. Les
points z; appartiennent nécessairement & lintérieur de F car les mesures
hidm; sont orthogonales & R(F), qui est une algdbre de Dirichlet. Con-
sidérons une fraction rationnelle  dont les poles se trouvent hors de F U]z,
¢ € I'}. La suite (f,)n>0 converge simplement vers 0 & ’intérieur de F et est
uniformément bornée dans R(F); la décomposition de r en éléments simples
et la formule de Taylor appliquée aux fonctions f,, permettent done d’établir
que
Jim f fa(w)r(u) dm;(u) = 0.
L’ensemble des fractions rationnelles dont les pbles se trouvent hors de
BF U {z : ¢ € I} est dense dans C' (OF) (c'est une conséquence immédiate
du théoréme de T. Gamelin et J, Garnett [7], puisque R(F) est de Diri-
chlet); il est a fortiori dense dans I'espace L'{dm;). Le théoréme de Banach-
Steinhaus, appliqué aux formes lindaires assocides & la suite (Fr)nzo et agls-
sant sur espace L*(dm,;), nous donne alors
T}-LIEO f Fn(u)h(w) dm;(u) = 0

Il s’ensuit que

pour toute fonction € L (dm).

Jim [ Faludhis(u) dmy(w) = 0
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et finalement
Jn [ A du(e) =0,
ce qui termine la preuve du lemme 2.
LEMME 3. Soit (f.) une suite de R(F) uniformément bornde qui con-

verge simplement vers O et telle que f,(T) converge ultrafaiblement vers

un opérateur 5. Alors il eviste un opérateur X appartenant o Az tel gque
§* X = (§%)28,

Preuve. 5i f appartient & R(F) et 2 est élément de H, on a {fs(T)z | )
= (f(T)8x | z), d’o

’ffd”)/:n,Sm SHf

Notons 7, g, un prolongement de norme |Sz|*> de la forme linéaire
définie gur R(F) par :

|Pl1Sz]® et 4es50(8F) = ||Sz]?.

F= [ fdvese.
On remarque que 7;5 gy €8t une mesure obligatoirement positive, ce qui per-
met de décomposer v, 5, sous la forme 7y, g5 = Ve,5z T Vo 5z AVEC ’Y;,Sw
positive et
" _
[ Favle, =0

Désignons par ¢y, la fonction conjuguée de fp,, c'est-a-dire @n(u) = fn ().
Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite des {,)s(T)
converge ultrafaiblement vers un opérateur X de Ag.
D’aprés le lemme 2, on a
lim f On V55 = 0.
Tt OO

1l s’ensuit les égalités suivantes :
(X | Sz) = lim_ f n dYz,50 = lim f fndv; gz
=lim [ fodymss = ((57)*Sz | x),
n—00

On aboutit donc & 'égalité S*X = (§*)28, ce qui termine la preuve du
lermme 3.

pour toute fonction f de R(F}.

Remarque. Il existe peut-étre une preuve plus simple du lemme sui-
vant basée sur cdes méthodes d’algébres de fonctions. Nous donnons ici une
approche directement lide aux opérateurs de l'algébre duale et c?m’portant
certaines techniques qui peuvent &tre utiles dans un cadre plus général.

LEMME 4. Si (fa)nzo est une suite de R(F) uniformément bomée qui
converge simplement vers zéro, la suite (fn(T)}nzo converge ultrafatblement
vers zéro.
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Preuve. Remarquons d’abord que f(T) € Ar (cf. la proposition 1 de
[3]). En niant le lernme, on se raméne au cas ol f,,(7") converge ultrafaible-
ment vers un opérateur S non nul de Ay. On peut supposer que la suite
(fr)nzo est uniformément bornée par un; par conséquent, on a ||S]| < 1. 11
existe, d’apres le lemme 3, un opérateur X de Ap tel que S*X = (§*)%5.

Si Ker$* = {0}, on a X = §*S, X est donc un opérateur positif. Or
X # 0 et Ar ne contient pas de projecteurs non triviaux; il en régulte que
X = I. Pour o appartenant 3 U'intérieur de F, 1’égalité

I= 88 = (@l - T*)S"Su(al —T)

montre que Uopérateur (&l — T*) est surjectif. Cet opérateur est aussi in-
jectif. En effet, dans le cas contraire, il existe un vecteur z non nul tel gue
T*x = oz, ce qui entraine

S*z = lIm® fo(T)*z = lim f,(a)z =0
n—oo n—00

et contredit 'injectivité de 5*. On peut donc considérer opérateur f(T)
pour toute fraction rationnelle dont les pdles se trouvent en dehors de 8F.
On vérifie que fs(T) = Sf(T") en utilisant les formules

us(Tvs(T) = S(uv)s(T) et hs(T) = SAT),

valables pour h € R(F).
On déduit, en tenant compte de [3, p. 27, les formules suivantes :

17D =18*SHT)| = 18" fs(TI < IS5 < ISP (1Al F < NI Flle-

Il en résulte que OF est un ensemble spectral pour 7. De plus, on a R(OF) =

C(OF), puisque F est de Dirichlet. Un théoréme de J. von Neumann [9]

assure alors que T est un opérateur normal. Si p est un entier positif et o

est un point intérieur & F, il vient S, (T*)? = ¢5(T) avec ¥(z) = (a—z)"137,

ce qui prouve que 'opérateur S, (7T™)F appartient & Ap. D’autre part, on a
Sy = lm" g, (T)* avec g, € R(F),

n—rCQ

et comme g, (T)* est limite uniforme de polynémes en 7, il en résulte que
Popérateur

8o8 = (al — T) Y@l — T*)!
appartient & Ap. Or, cet opérateur est positif, et "hypothése faite sur Ay
impose qu’il soit un multiple scalaire de I'identité. Il s’ensuit que pour tout
o appartenant & 'intérieur de F, 'opérateur T — o est un multiple scalaire
d’'un opérateur unitaire, ce qui est absurde.

Lorsque Ker §* # {0}, on décompose un élément = de H sous la forme
T = z1 +xp avec 21 dans Im S et 2o dans Ker §*. Pour p assez grand et
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yeH, ona

(lon)s(Ty | 22) = 5 [ Falul(Suy | ) du
I

1 R
=5 [ Iy | Sze)du=0,
T

car Sxy = 0 entraine Syzp = 0 si v € (8F)°.

Par conséquent, X* coincide avec §*S sur Im S. On en déduit que le
spectre de X est contenu dans RT. Or, Ax est une algébre duale uniforme,
ce qui impose &4 X d'8tre positif. X est différent de I'identité et Az ne
contient pas de projecteurs non triviaux, X deit donc &tre nul et par suite
§*8% = (), ce qui est encore absurde. Ceci achéve la preuve du lemme 4.

LEMME b, L'algebre Ap est tsométrigue & ’espace des fonctions analyti-
ques et bornées sur lintérieur de o*(1") avec Vapplication qui & S dans Agp
fait correspondre S.

Preuve. Si f appartient & HS, il existe d’aprés un théoréme de Gamelin
F

et Garnett [6, 7] une suite (f5)n>o dans R(F) qui converge simplement vers
F alintérieur de F et telle que

[fulir < 115

En utilisant le lemme 4 et des arguments de compacité, on montre que
la suite (f,(2))nz0 converge vers un opérateur S se trouvant dans Ag et
vérifiant ||| < || £]l g- St (gn)nzo est une autre suite uniformément bornée
qui converge simplement vers f, on voit, en appliquant & nouveau le lemme
4, qu'elle converge aussi ultrafaiblement vers S. Ceci permet de définir, pour
toute fonction f de H ;f, ‘opérateur f(T) dans Ar qui vérifie

AT < IFlg

Supposons qu'il existe o € F tel que Fla)| > [ £{T)]. Alors o n’appar-
tient pas & K en effet, dans le cas contraire il existe un caractére x sur A
tel que x{(1") = o, mais f(T) = f(cx)l'-l—_(T—aI)g(T) avec g € HE“. Il s’ensuit
que |f(a)] = |x(F(T))] € [|F{T)]l, ce qui est contradictoire. Il existe donc
une composante connexe bornée € de C\ K qui contient o. L'intersection
de T et de OF est non vide d’aprés le principe du maximum, et par suite
R(F N C°) est de Dirichlet [7}, on aboutit donc & une contradiction avec la
minimalité de £ dans F.

Finalement, on a obtenu une sous-algébre de Ap contenant T et isomé-
trique & H%; elle est ultrafaiblement fermée d’aprés le théoreme de Krein—

Shmul’ya‘n,‘c’est donc lalgdbre Ag toute entidre. Il en découle que K = F,
et que Ar est isométrique & H{{ 7y Comme lintérieur de K coincide
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avec l'intérieur du spectre faible, on en déduit que l'isométrie § — 5 est
w*-continue, ¢’est donc un w*-homéomorphisme isométrique. Ceci achéve la
preuve du lemme 5 et 'étude du premier cas.

Deuxietme cas: L'algébre duale A est une A.D.U. qui ne contient
pas de projections orthogonales minimales non nulles, et qui contient des
projections non triviales.

LEMME 6. Soit T un opérateur qui n'est pas un multiple de lidentité et
qut engendre une algébre ducle uniforme qui contient des projeciions non
triviales. Alors 'algébre Ar ne contient pas de projections orthogonales mi-
nimales non nulles si et seulement st o*(T) = 0.

Preuve. D'aprés I'étude du premier cas il suffit de montrer que si
o*(T) # B, il existe dans Ar une projection minimale non nulle. Suppo-
sons donc que o*(T") # B et choisissons un point « dans o*(7T). Il existe un
opérateur a trace positif J, tel que

1=Tr(Jo) = |Jalz et Tr(JoS(T —al)) =0
Ecrivons la décomposition de J,, sur une base orthonormée (u;)icz, de son
image (L CN) :
Joy = Zamz@u; avec a; > 0 et Za; = 1.
leL lel

Le noyau de J, n'est pas réduit a 0. En effet, si ¢’était le cas, (1);z, serait

une base orthonormée de H, et on aurait pour une projection non nuwlle P
de H,

pour tout S de Agp.

L=Te(Jo) = Y a(Pur | w) =Y afflPuy|?.
: leL el
Ceci entrainerait que Pu; = w; pour tout ! de L, et par suite que P = I, ce
qui contredirait le fait que Ar contient des projections non triviales.

On considére lensemble P, des projecteurs appartenant i Ay dont
I'image est contenue dans le noyau de .J,. On ordonne P, par linclusion
des images des projectevrs. P, est non vide (0 & P,) et est inductif, il
admet donc un élément maximal P. Montrons que P est la projection or-
thogonale sur Ker J,. Si ce n'est pas le cas, les hypothtses faites sur Aqp
impliquent que Q = I - P = Q@ & Qa avec Q1,02 € Ap \ {0}. Mais
onal = Tr(JoQ) = Tr(JaQ1) + Tr(J.Q2), il existe done i & {1,2} tel
que Tr(J,Q;) = 0. L’égalité 0 = Tr(J,Q;) = Porer ar{Qiuy | w) entraine
Qiw = 0 pour tout { € L. Le projecteur P © Q; se trouve donc dans P, et
majore strictement P, ce qui est absurde.

Maintenant si R est un projecteur de Ay dont 'image contient stricte-
ment P(H) = Ker J,, on a nécessairement 1 = Tr(J,R)= Sorer @r{Ru |y,
ce qui impose Ru; = u; et par suite R = I. Il en résulte que le projecteur
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orthogonal I— P sur la fermeture de 'image de J, est un projecteur minimal
non trivial de Ar, ce qui est impossible. Ceci termine la preuve du lemme 6.

LEMME 7. L'algébre Ay est une C*-algébre gui ne contient pas de pro-
jections orthogonales minimales non nulles.

Preuve. On peut & 'aide du théoreme sur le commutant d'un opérateur
normal décomposer H en une somme directe dénombrable d’espaces du type
L2 (dpig, F,,), 0t fhy, est une probabilité sur [0, 1], et B, un espace de Hilbert.
Les projections orthogonales sur chacun des espaces £, appartiennent & A
et il suffit donc d’étudier le cas ot H = L2(du, E) (u est une probabilité
sur [0,1]), F un espace de Hilbert et les projecteurs P de Ag sont de la
forme ¢ — Lo (I désigne ici Videntité de E et 2 est un borélien de [0, 1]).
I opérateur T devient lapplication ¢ — T{t) € L(E). Sa norme devient
celle de V'application ¢t — ||T(t)|| dans lespace L>°(du). On voit avec le
théordme 1 que l'algébre duale Apg,) est u-presque partout une A.D.U.
Nous pouvons donc nous placer pour la suite dans le cas ol cette propriété
est vrale partout. _

Pour presque tout ¢ de [0, 1], les projecteurs appartenant & Ay, sont
triviaux, car ceux de Ay sont nécessairement de la forme ¢ — 1oy {. Ceci
entraine, d’aprés I’étude du premier cas appliquée ici & P'algébre Ay, que
nous sommes dang 'une des deux situations suivantes :

(1) Apey = CI
ou.

(1) Aqys) est isométrique & H>(U,) avec Us = int o*(T(s)).

Notons {2 'ensemble des éléments de I pour lesquels nous sommes dans
le cas (II) et supposons p(£2) > 0. L’ensemble

G={(t):tef = o (T)}
est mesurable et on a

peom(@) = [ mG)dut)= [ p(C.0)dm(z),
{2

oit . désigne la mesure de Lebesgue sur le disque D(0, [[T|]]. La premiére
intégrale montre que g & m((G) est strictement positif, car le borélien G,
contient l'ouvert non vide [7;. La seconde intégrale nous permet alors de
considérer un nombre complexe o pour lequel Pensemble L = {t € 2: ax €
o*(T(£))} est de mesure strictement positive.

Pour ¢ € [, il existe un opérateur & trace positif J; de norme 1 et agissagt
sur B tel que Tr(J;S(T(t) — al)) = 0 pour tout § de Ar(y). On construit
[7] dans Q, qui s’identifie d’aprés le théoréme 1 & l'espace 1® Qrery dult),
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par les formules
1 .

N6 = { (T [;] sitelL,

0 siteg L.
Pour montrer que 'on définit bien un élément de Qr, le seul point délicat
est de vérifier la mesurabilité des applications ¢ — Tr(J,8(7")) pour tout S
de Ar. Ceci se prouve par récurrence transfinie, au moyen du théordme de
Banach décrivant la w*-adhérence d’un sous-espace du dual d'un espace de

Banach séparable.
Il vient pour tout entier positif 7,

1 b
LT = g If Te(JT(8)") dplt) = o™ .

Il en résulte que o appartient & o*(7T'). Or, ceci contredit le lemme 6, par
conséquent la mesure de {2 est nulle et on est y-presque partout dans le cas
(I). I ’ensuit immédiatement que Az est une C™-algébre qui ne contient pas
de projections orthogonales minimales non nulles, ce qui achéve I’examen du
second cas et la preuve du théoréme 2.

Remarque. Remplagons Ap par une A.D. U, (notée A) engendrée par
un nombre quelconque d’opérateurs (A est nécessairement commutative).
On considére l'ensemble P des projecteurs de A, qui sont nécessaivement
orthogonaux, et que 1'on ordonne par Uinclusion des images. Les éléments
minimaux de P forment donc un ensemble (P, )ner au plus dénombrable qui

permet de décomposer H en une somine directe orthogonale, de telle sorte
que : ’

¢ S (P,)ner, désigne Uensernble des éléments minimaux de rang un, la
compression de A sur 'espace Hy = Zne n P, (H) soit constituée d’opéra-
teurs diagonaux et complétement normaux (c’est une C*-algdbre).

e Pour n & I\ Iy, la compression de A sur P,(H) est une A.D.U. qui ne
contient pas de projecteurs non triviaux, et qu’il faudra traiter en prenant
Uobjet adéquat qui généralise le spectre faible d'un opérateur.

¢ Enfin, pour la compression de .4 sur l'orthogonal du sous-espace
Y ner Pa(H), on peut reprendre intégralement le raisonnement de la derniére
partie de la démonstration du théoréme 2, et prouver qu'il s’agit en fait d'unc
C*-algébre qui ne contient pas de projections orthogonales minimales non
nulles.
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